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dois fundamentos discretos adoráveis 


—————————áÀ Prefácio 


A matemática discreta continua sendo um elemento importante no ensino da Ciência da Computação. Deseja- 
mos oferecer aos estudantes os instrumentos para que desenvolvam um vocabulário preciso, recursos para no- 
tação, abstrações úteis e raciocínio formal — e queremos fazê-lo logo, desde o início de sua formação. Expli- 
cagóes claras e exatas sáo mais importantes do que nunca. Portanto, foi mantido o estilo simples que caracte- 
rizou as versões anteriores. Em termos de conteúdo, as "mudanças mínimas" previstas para esta terceira edi- 
ção acabaram evoluindo para o que resultou nesta revisão maior. Assim, a primeira metade da segunda edição 
foi bastante ampliada, enquanto na segunda metade houve uma boa redução. A ampliação da primeira metade 
do livro se dá de duas maneiras: pela introdução de novos tópicos e por um maior detalhamento na apresenta- 
ção dos tópicos já existentes, como por exemplo os referentes à lógica formal. Mesmo o estudante sem base 
em cálculo vai achar o material acessível, especialmente com a ajuda dos exercícios práticos e os inúmeros 
exemplos e exercícios novos. Por outro lado, a fim de manter o livro compatível com um curso de um semes- 
tre, alguma coisa tinha que ser eliminada. Atualmente, a maioria dos alunos de graduação tem acesso, através 
de cursos de teoria de computação, à maior parte do material que figurava no trecho final da segunda edição; 
de modo que, por enquanto, uma introdução é o suficiente. 


As mudanças com relação à segunda edição são mostradas a seguir com mais detalhes. 


Capítulo 1: A Seção 1.1 da edição anterior, sobre sentenças e quantificadores, foi desmembrada em duas se- 
ções, 1.1 e 12. Incluímos exemplos de uso de tautologias para simplificar expressões condicionais de progra- 
mas. Fizemos uma nova introdução aos predicados e quantificadores e uma caracterização mais formal do que 
são "wff' e "sentenças". Da mesma forma, a antiga Seção 12 sobre lógica proposicional e lógica predicada foi 
dividida em duas seções, 13 e 14, nas quais o leitor irá encontrar uma explicação intuitiva e adequada dos 
axiomas, que muito esclarece sobre o raciocínio envolvido nas demonstrações formais. Na Seção 1.5, o mate- 
rial sobre programação em lógica é totalmente novo e a seção sobre a verificação de programas foi ampliada. 


Capítulo 2: A Seção 2.2 inclui uma discussão sobre indução completa, enquanto na edição anterior ela era 
apresentada apenas como exercício. A Seção 2.3 contém uma ampla discussão sobre definições recursivas — 
de seqüéncias, conjuntos, operações — e algoritmos recursivos, bem como um tratamento mais completo das 
técnicas para resolver relações de recorrência. A Seção 2.4 apresenta uma discussão explícita de algoritmos 
dividir-para-conquistar e de técnicas para resolver relações de recorrência. Também fornece uma descrição 
mais completa de invariantes de laços. 


Capítulo 3: A Seção 3.1 examina o tipo de dados set das linguagens Pascal e SETL, e implementações possí- 
veis para um tipo de dados abstrato "set" para conjuntos. A noção de "herança" da programação orientada para 
objeto se relaciona com a idéia de subconjuntos. A Seção 3.2 ilustra o uso de árvores de decisão como meca- 
nismos de contagem. A Seção 3.3 é uma nova seção que trata do Princípio da Inclusão e Exclusão e do Prin- 
cípio da Casa do Pombo. A Seção 3.4 mostra como contar o número de permutações de n objetos não neces- 
sariamente distintos e o número de combinações de r dentre n objetos com repetições. A Seção 3.5 usa o triân- 
gulo de Pascal (antes apresentado apenas como exercício) como uma introdução ao teorema binomial; tam- 
bém inclui uma demonstração completa do teorema binomial, que antes era tratado apenas como exercício e 
problema prático. 
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Capítulo 4: A Seção 4.1 fornece uma explicação melhor que a da segunda edição sobre como testar as várias 
propriedades de relações. São discutidos os fechos reflexivo, simétrico е transitivo. A Seção 4.2 é inteiramen- 
te nova (e opcional) e fornece uma introdução a bancos de dados, apresentando bancos de dados relacionais 
como conjuntos de relações matemáticas. As pesquisas são formuladas em termos das operações select, pro- 
ject e join, ou em termos da teoria de conjuntos ou da lógica de predicados. Diagramas PERT, caminhos crí- 
ticos e ordenação topológica também são abordados pela Seção 4.2. A Seção 4.3, sobre funções, agora inclui 
uma breve referência a linguagens de programação e suas funções, e mostra como contar o número de fun- 
ções, funções injetivas e funções sobrejetivas de um conjunto finito a outro. A contagem do número de permu- 
tações sem pontos fixos em um conjunto finito também é abordada. O tópico sobre ordem de grandeza de fun- 
ções foi antecipado e recebeu novos exemplos e uma interpretação gráfica. A Seção 4.4, sobre matrizes, pas- 
sou a incluir matrizes booleanas e multiplicação de matrizes booleanas. 


Capítulo 5: A Seção 5.1 contém um novo material sobre isomorfismo de grafos, grafos planares e coloração 
de grafos (uma observação interessante: o material sobre o problema das quatro cores figurava na primeira 
edição, mas tinha sido excluído da segunda). A Seção 5.3 é nova. Ela começa abordando as relações entre 
grafos direcionados, matrizes booleanas e relações binárias, e depois fala da relação entre fecho transitivo e a 
alcançabilidade. E fornecido um algoritmo para calcular a matriz R de alcançabilidade através do cálculo de 
sucessivas potências da matriz de adjacências, além do algoritmo de Warshall e a análise de ambos os algorit- 
mos. A Seção 5.4 também é nova e abrange árvores de decisão, árvores binárias de busca e códigos de Huffman. 


Capítulo 6: A Seção 6.2 contém exercícios sobre o algoritmo de caminho mínimo de Bellman-Ford, o algo- 
ritmo de Kruskal para obtenção da árvore geradora mínima e o algoritmo de Floyd para obtenção do caminho 
mínimo entre cada par de vértices de um grafo. A Seção 6.3 introduz uma análise das buscas em profundidade 
e em largura е inclui também testes de alcançabilidade, ordenação topológica e identificação de componentes 
conexas. А nova Seção 6.4 (opcional) trata da determinação das articulações e componentes biconexas em 
grafos simples conexos. 


Capítulo 7:0 texto sobre álgebras booleanas, antes dividido em dois capítulos (5 e 6), ficou reunido em um único. 


Capítulo 8: Este capítulo reúne parte do material que antes figurava nos capítulos 7 a 12. Eliminou-se muito 
do texto sobre teoria de grupos, da segunda edição, e o capítulo sobre teoria da codificação. Os dois capítulos 
sobre máquinas de estado finito foram bem reduzidos, assim como os dois capítulos sobre máquinas de Turing 
e linguagens formais. 


Há uma relação de requisitos bem complexa entre os vários tópicos do livro. Essas dependências são apre- 
sentadas na tabela a seguir, permitindo a maior flexibilidade possível na escolha e na ordenação dos tópicos lidos. 


SEÇÃO SEÇÕES QUE SÃO PRÉ- SEÇÕES QUE SÃO PÓS- 
REQUISITOS IMEDIATOS REQUISITOS IMEDIATOS 

11 nenhuma 12 

12 11 13, 15 Prova de 
correção, 2.1 

13 12 14 

14 13 15 

15 Programação em 14 Nenhuma 

lógica 

15 Prova de correção 12 2.4 Mais sobre prova 
de correção 

2.1 12 22 

22 21 2.3, 2.4 Mais sobre 
prova de correção, 3.1 

2.3 22 24 Análise de 
algoritmos, 4.3 

2.4 Análise de 2.3 5.4 Árvores de decisão 

algoritmos 

2.4 Mais sobre prova 1.5,2.2 Nenhuma 

de correção 

31 22 3.2 Princípios da 
Multiplicação e 
Adição, 41 

3.2 Princípios da 3.1 3.2 Arvores de 


Multiplicação e Adição 


decisão, 3.3 e 3.4 
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3.3 


4.2 Relações e bancos 
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4.2 Ordenação 
topológica 

4.3 (Exceto funções de 
contagem e permutações 
sem pontos fixos) 


4.3 Funções de 
contagem e permutações 
sem pontos fixos 


52 
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5.4 Códigos de Huffman 
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3.2 


32 
34 
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41 
41 


2.3,4.1 


3.3, 4.3 (Exceto 

funções de contagem e 
permutações sem pontos 
fixos) 


4.4,5.1 

52 

2.4 Análise de 
algoritmos, 32 
Arvores de decisáo, 


63 


4.4,7.1 

5.1, 5.3, Algoritmo de 
Warshall 

6.1,8.2 

83 


5.4 Árvores de decisão 


4.3 Funções de 
contagem e permutações 
sem pontos fixos 

3.5 

Nenhuma 

4.2 Relações e bancos 
de dados, 4.2 

Ordenação topológica, 
4.3 

Nenhuma 


6.3 


4.3 Funções de 
contagem e permutações 
sem pontos fixos, 4.4, 
5.1,7.1 

Nenhuma 


5.2,8.1 | 

5.2, 5.4 Arvores de 
decisáo, 5.4 Códigos 
de Huffman, 82 
5.3,6.1,6.2 

6.3, 82 

Nenhuma 


7.2,8.1 


Diversos recursos pedagógicos foram incluídos nesta edição: 


Objetivos do capítulo 

Uso de algoritmos em pseudocódigo semelhante à linguagem Pascal 
Diversos novos exercícios, exemplos e problemas práticos 
Autotestes para cada capítulo 


Exercícios computacionais para cada capítulo 


Apêndices sobre a notação de somatórios e a função logarítmica 


As respostas de todos os exercícios práticos aparecem ao final do livro, bem como as respostas dos exercícios 
selecionados, que são destacados pelo símbolo *. 

O pseudocódigo usado no livro varia desde descrições bem informais até quase códigos Pascal, varia- 
ção que deve ser levada em conta ao tentar codificar os algoritmos. Além disso, uma advertência com relação 
aos exercícios computacionais. A dificuldade deles varia muito de um exercício para outro. Alguns requerem 
maiores especificações ou decisões com relação às estruturas de dados adequadas. Não é especificada qual- 
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quer linguagem. O professor deve considerar a experiência em programação da turma antes de passar esses 
exercícios. 

Os revisores desta edição forneceram muitos comentários de grande ajuda, que foram bastante aprecia- 
dos. Agradecimentos a Hubert B. Enderton, University of California em Los Angeles; John G. Geske, Michi- 
gan State University; Maggie Johnson, Stanford University; Keith R. Pierce, University of Minnesota em Duluth; 
Mark Ramras, Northeastem University; Thomas W. Parsons, Hofstra University; Gregory J. E. Rawlins, Indi- 
ana University Bloomington; George Springer, Indiana University Bloomington. 

Novamente, minha família deu grande apoio a meu trabalho que, desta vez, se estendeu por muitas mi- 
lhas e muitos meses. 


Judith L Gersting 


NOTA AOS ESTUDANTES 


Este livro contém diversos recursos que o ajudarão a entender o texto, dentre os quais os mais importantes são 
os diversos problemas práticos. Esses problemas em geral não são difíceis, devendo ser resolvidos à medida 
que se evolui no livro. As respostas são apresentadas ao final do livro. O aprendizado será muito mais simples 
se você der a devida atenção a esses problemas no decorrer de sua leitura. 


Judith L. Gersting 
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3º Edição 


Lógica Formal 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, o leitor deve ser capaz de: 
* Reconhecer e trabalhar com os símbolos formais que são usados 
nas lógicas proposicional e de predicados 


e Achar o valor-verdade de uma expressão na lógica proposicional 


* Achar o valor-verdade de alguma interpretação de uma 
expressão na lógica de predicados 


e Usar a lógica de predicados para representar sentenças da língua 
portuguesa 


* Construir demonstrações formais nas lógicas proposicional e de 
predicados, e usá-las para determinar a validade de um 
argumento da língua portuguesa 


* Entender como a linguagem de programação Prolog é 
constituída em função da lógica de predicados 


* Provar matematicamente a correção de programas que usam 
comandos de atribuição e comandos condicionais 


A exemplo de qualquer outra ciência, a Ciência da Computação 
depende da Matemática para obter um vocabulário preciso, uma no- 
tação poderosa, abstrações úteis e um raciocínio rigoroso. O objetivo 
deste livro é melhorar nosso entendimento da linguagem, das ferramen- 
tas e dos processos de raciocínio da Matemática que são usados na 
Ciência da Computação. 

Este capítulo introduz a Lógica Formal, que delineia o método or- 
ganizado e cuidadoso de pensar que caracteriza qualquer investiga- 
ção científica ou qualquer outra atividade de raciocínio. Além disso, a 


Seção 1.1 


EXEMPLO 1 


PRATICA 1 


lógica formal tem aplicações diretas na Ciência da Computação. A 
última seção deste capítulo explora uma linguagem baseada na lógi- 
ca e no uso da Lógica Formal objetivando verificar a correção de pro- 
gramas de computadores. Ainda, a lógica de circuitos (a lógica que 
rege os circuitos de computadores) é um análogo direto da lógica de 
sentenças deste capítulo. Estudaremos este tipo de lógica no Cap. 7. 


Sentenças, Representação Simbólica e Tautologias 


Geralmente nos expressamos, em português, através de interrogações e exclamações, mas, para comu- 
nicar fatos ou informações, usamos sentenças. Tecnicamente, uma sentença (ou proposição) é uma frase que 
pode ser apenas verdadeira ou falsa. 


Considere o seguinte: 


a. Dez é menor do que sete. 

b. Como vai você? 

c. Ela é muito talentosa. 

d. Existem formas de vida em outros planetas do universo. 


A frase (a) é uma sentença porque é falsa. Como o item (b) é uma pergunta, não pode ser considerado nem 
verdadeiro nem falso. Não tem valor-verdade e, portanto, não é uma sentença. Na frase (c) a palavra ela é uma 
variável e a frase não é verdadeira nem falsa, pois ela não está especificada; portanto, (c) não é uma sentença. 
A frase (d) é uma sentença porque é verdadeira ou falsa; independentemente de sermos capazes de decidir 
qual dos dois. 


Conectivos e Valores-Verdade 


Para enriquecermos nossas conversas não nos limitamos ao uso de simples sentenças. Ao contrário, as combi- 
namos com o uso de conectivos a fim de criarmos sentenças compostas, cujo valor-verdade depende dos valo- 
res-verdade de cada sentença que o compõe e dos conectivos usados. Um conectivo comum é a palavra e. 
(Palavras como mas e também expressam diferentes significados, mas têm o mesmo efeito sobre os valores- 
verdade.) Se combinarmos as duas sentenças verdadeiras "Elefantes são grandes" e "Bolas são redondas" 
devemos considerar a sentença resultante "Elefantes são grandes e bolas são redondas" como verdadeira. Na 
lógica, usamos o símbolo A para denotar o conectivo lógico e e letras maiúsculas para denotar as sentenças (ao 
que chamaremos de símbolos proposicionais). Valores-verdade são atribuídos aos símbolos proposicionais. 
Concordamos, então, que se A e В são verdadeiras, А A В (leia-se "A e В") deve ser considerada verdadeira. 


a. Se À é verdadeira e B é falsa, que valor você atribuiria аА ^ B? 
b. Se А é falsa e B é verdadeira, que valor você atribuiria a A ^ B? 


с. Se A e B são ambas falsas, que valor você atribuiria aA ^ B? 
(As respostas aos exercícios práticos estão no fim do livro.) . 


A expressão A A B é chamada a conjunção de A e B; e A e В são chamados os fatores da expressão. 
Podemos resumir os efeitos das conjunções através do uso da tabela-verdade apresentada na Tabela 1.1. Em 
cada linha da tabela-verdade os valores-verdade sáo atribuídos aos símbolos proposicionais e o valor-verdade 
resultante da composição da expressão é, então, mostrado. 


A | B | AMB A | B | AMB 
V V V V V V 
V F F V F 

F V F F V 

F F F F F 


Tabela 1.1 


PRATICA 2 


EXEMPLO 2 


PRATICA 3 
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Outro conectivo é a palavra ou, denotada pelo símbolo v. A expressão A v B (leia-se "A ou B") é chamada 
disjunção de A e B e Ae В são chamados de parcelas da expressão. Se A e B forem ambos verdadeiros, A v 
B deverá ser considerada verdadeira, nos dando a primeira linha da tabela-verdade para a disjunção (veja a 
Tabela 1.2). 


Use o que entendeu da palavra ou para completar a tabela-verdade para a disjunção, isto é, a Tabela 12 * 


As sentenças podem ainda ser combinadas na forma "se sentença 1, então sentença 2". Se А denota a 
sentença 1 e B denota a sentença 2, a sentença composta deve ser denotada por A — B (leia-se "A implica B"). 
O conectivo lógico aqui é a implicação e indica que a verdade de A implica ou leva à verdade de B. Existem 
outras maneiras de expressar A — В na linguagem quotidiana, tal como "A é condição suficiente para В", "A 
somente se В”, "B é conseqüéncia de A". Na expressão A — B, A constitui a sentença antecedente e В a sen- 
tença conseqüente. 


A sentença "Fogo é uma condição necessária para fumaça” pode ser reformulada como "Se há fumaça, então 


há fogo". O antecedente é "há fumaça", e o conseqüente é "há fogo”. . 


Indique o antecedente e o conseqiiente em cada uma das seguintes sentenças. (Dica: reescreva as frases na 
forma se-entáo.) . 


Se a chuva continuar, o rio vai transbordar. 

Uma condição suficiente para a falha de uma rede é que a chave geral pare de funcionar. 

. Os abacates só estáo maduros quando estáo escuros e macios. 

Uma boa dieta é uma condição necessária para um gato saudável. . 


ео тр 


A tabela-verdade para a implicação é menos óbvia do que para a conjunção e disjunção. Para compreen- 
dermos sua definição, vamos supor que seu colega de quarto diga "Se eu me formar nesta primavera, vou tirar 
férias na Flórida." Se ele, de fato, se formar na primavera e tirar suas férias na Flórida, a sentença foi verdadei- 
ra. Se А e В forem ambas verdadeiras, consideraremos a implicação A — В verdadeira. Se o seu colega se 
formar e não tirar as férias na Flórida, seu comentário consistiu em uma sentença falsa. Quando A é verdadeira 
e B é falsa, consideramos A — B falsa. Suponhamos agora que seu colega não se formou. Independentemente 
de ele tirar ou não férias na Flórida, não poderemos acusá-lo de ter formulado uma sentença falsa e Ihe dare- 
mos o benefício da dúvida. Por convenção, aceitamos A — B como verdadeira se A for falsa, independente- 
mente do valor-verdade de B. 


PRATICA 4 Resuma a explanação acima, escrevendo a tabela-verdade de A —> В. . 


A | (A > B) A (B — A) 


A B — — 

V V V V V 

V F F V F 

F V V F Е 

Е Е V V V 
Tabela 1.3 


Suponhamos que A — B seja verdadeira. Então, de acordo com a tabela-verdade da implicação, B pode 
ser verdadeira ou A pode ser falsa. Portanto, a despeito do fato de A ser verdadeira implicar que B também o 
seja, B ser verdadeira não implica que А o seja. A frase "S é uma condição suficiente para A" para denotar A 
— B apenas significa que, se A for verdadeira, В também o será. 

O conectivo de equivalência é denotado pelo símbolo &. A expressão A & В é a abreviação de (A — 
B) A (B >A). Podemos escrever a tabela-verdade para a equivalência construindo, parte por parte, a tabela 
рага (А — B) A (B — A), como na Tabela 1.3. Perceba, nesta tabela, que A В é verdadeira exatamente 
quando A e В têm o mesmo valor-verdade. A expressão А «2 B é normalmente lida como "A se, e somente se. 
B". 

Os conectivos que vimos até agora sáo chamados de conectivos binários pois eles unem duas expres- 
sões a fim de produzir uma terceira. Vamos agora considerar um conectivo unário, isto é, um conectivo que 
atua em uma única expressão para produzir uma outra. A negação é um conectivo unário. A negação de A, A ' 
é lida como "não A", "A é falsa" ou "A não é verdade". Isto não quer dizer que A' sempre tenha um valor- 
verdade falso, mas que o valor-verdade de A' é o contrário do de A. (Alguns textos denotam A ' como A.) 
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PRATICA 5 Escreva a tabela-verdade para A'. (Serão necessárias apenas duas linhas.) . 
EXEMPLO 3 Se A é a sentença "Val chover amanhã”, a sentença A' é "Não é verdade que vai chover amanhã”, que pode ser 
reescrita como "Não vai chover amanhã”. e 


Achar a negativa de uma sentença composta pode exigir algum esforço. Se P for a sentença "Peter é alto 
e magro", então a sentença P' será "É falso que Peter seja alto e magro", que pode ser reformulada como "Peter 
não é alto ou não é magro”. Perceba que esta sentença não é a mesma que "Peter é baixo e gordo”. Se P for a 
sentença "О rio é raso ou poluído", então Р' é a sentença "É falso que o rio seja raso ou poluído", que pode ser 
reescrita como "O rio nem é raso nem é poluído" ou ainda "O rio é profundo e despoluído". No entanto, P'não 
é equivalente a "О rio não é raso ou não é poluído”. 


PRATICA 6 Qual das frases a seguir representa A' se A é a sentença "Julie adora manteiga mas detesta nata"? 


. Julie detesta manteiga e nata. 

. Julie não gosta de manteiga ou nata. 

. Julie não gosta de manteiga mas adora nata. 

. Julie detesta manteiga ou adora nata. . 


oco 


Podemos encadear sentenças, seus conectivos e os parênteses (ou colchetes) para obtermos novas ex- 
pressões, tal como em 


(А— B) ^ (B >A) 


Naturalmente, como nas linguagens de programação, regem algumas regras de sintaxe (regras sob as quais as 
cadeias são válidas); por exemplo, 


А)) ^^ —›ВС 


não deve ser considerada uma cadeia válida. Expressões que formam cadeias válidas são chamadas de fórmu- 
las bem-formuladas ou wffs (de well-formed formulas). A fim de reduzir o número de parênteses necessários 
em uma wff, estipulamos uma ordem na qual os conectivos são aplicados. Esta "ordem de precedência" é: 


. Conectivos dentro de parênteses, dos mais internos para os mais externos 


1 
2. 
3. ^, у 
4 
5 


Isto significa que a expressão A v B' significa A v (Be náo(Av В). Analogamente, A v B — C significa (A 
м В) > С e nio Æ (B > C). 

Wffs compostas de letras representativas de sentenças e conectivos têm valores-verdade que dependem 
dos valores-verdade atribuídos aos símbolos proposicionais. Escrevemos as tabelas-verdade para qualquer wff 
montando as partes que as compõem, como fizemos para (A — B) ^ (B — A). 


EXEMPLO 4 A tabela-verdade para а wff A v B' (А v B)' é dada na Tabela 14. . 
A | B | B' | AvB' AvB (AvB AvB'>(AvBy 
V V F V V F F 
V F V V V F F 
F V F F V F V 
F F V V F V V 
Tabela 1.4 


Se estivermos montando uma tabela-verdade para uma wff que contenha n símbolos proposicionais di- 
ferentes, quantas linhas terá a tabela? Das tabelas feitas até agora, sabemos que uma wff com apenas um sím- 
bolo proposicional tem duas linhas em sua tabela-verdade e uma wff com dois símbolos proposicionais tem 
quatro linhas. O número de linhas é igual ao número de combinações verdadeiro-falso possíveis entre as letras 


PRATICA 7 
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Letras de afirmações Possibilidades 


1 2 = 2! nós 
2 4 = 2? nós 
(а) 
Letras de afirmações Possibilidades 
1 2 = 2! nós 
2 4=2? nós 
3 8=2º nós 
n (2° nós) 
(b) 


Figura 11 


das combinações. O primeiro símbolo proposicional tem dois valores possíveis, V e F. Para cada um desses 
valores, o segundo símbolo proposicional também tem dois valores possíveis. A Fig. 1.la ilustra isto na forma 
de uma "árvore" de dois níveis com quatro folhas, que mostram as quatro combinações possíveis de V e F para 
dois símbolos proposicionais. Para n símbolos proposicionais estendemos a árvore a n níveis, como na Fig. 
1.1 .b. O número total de folhas será igual, portanto, a 2" O número total de linhas em uma tabela-verdade para 
п símbolos proposicionais será também 2". 

Essa estrutura de árvore nos mostra como enumerar todas as combinações V-F dentre os n símbolos 
proposicionais quando precisamos montar uma tabela-verdade. Se lermos cada nível da árvore de baixo para 
cima, veremos que os valores V-F para o símbolo proposicional n (a que compõe a última coluna da tabela- 
verdade) desdobra cada valor da linha n — 1 em dois valores e os da linha n — 2 em quatro valores e assim por 
diante. Portanto, uma tabela-verdade para três símbolos proposicionais começaria como mostrado na Tabela 
1.5. Os valores para a sentença C variam, para os valores da sentença B em grupos de dois e para os valores da 
sentença А em grupos de quatro, resultando em uma versão horizontal de uma árvore. (Lendo as linhas de cima 
para baixo e usando 1 para os V e O para os F veremos que estamos apenas contando a partir de zero em binário.) 


> 


B 


a 


әәә <<< < 
ты << ы ҹ< < 
т< 4 < 4 << 


Tabela 1.5 


Construa as tabelas-verdade para as seguintes wffs. 


a. (A5 B) © (В А) (lembre-se que C €» D só é verdadeira quando C e D têm o mesmo valor- ver- 
dade) 

b. (АУА) > (Вл В”) 

с. КА л Вэ C] 

d. (А э В) © (В'—› А”) * 
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Tautologias 


Uma wff como a (d) da Prática 7, cujos valores-verdade são sempre verdadeiros, é chamada uma tautologia. 
Uma wff como a do item (b), cujos valores-verdade são sempre falsos, é chamada uma contradição. Quando 
uma wff composta na forma P <> О é uma tautologia, como na Prática 7(d), os valores-verdade de P e О con- 
ferem para todas as colunas da tabela-verdade. Neste caso, P e Q são chamadas de wffs equivalentes e deno- 
tadas por P €» О. Desta forma, P => О indica um fato, a saber: a wff particular P <> О é uma tautologia. 

Vamos listar algumas equivalências básicas, provar uma ou duas delas através da construção das tabe- 
las-verdade e deixar as demais como exercícios. Representaremos qualquer contradigácrpor 0 e qualquer tau- 
tologia por 1. 


Algumas Equivalências Tautológicas 


la. AvBobvA lb AABSBAA (propriedades comutativas) 

2a. (Av B) vC S 2b. (Ал В) лсе (propriedades associativas) 
Av(Bv O A л (ВА С) 

За. А (Вл С) S ЗЬ. А л (Bv OS (propriedades distributivas) 
(Av B) ^ (A v C) (А ^ B) v (А л C) 

da. Av0 ФА 4. Ал бА (propriedades de identidade) 

5а. AvA' SI 5b. AAA 60 (propriedades complementativas) 


(Perceba que 2a nos leva a escrever A v B v C sem a necessidade 
de parênteses; analogamente, 2b nos leva a escrever A AB ^ C.) 


A tabela-verdade da Tabela 1.6 verifica a equivalência 1 a, a propriedade comutativa da disjunção, e a da Ta- 
bela 17 verifica a 4b, a propriedade da identidade para a conjunção. Perceba que foram necessárias apenas 


duas linhas para a Tabela 17 porque 1 (uma tautologia) não pode assumir valores falsos. . 
A | B | AvB | ВУА | AVBOSVA 
1 
v E V V v A Aal | AA SA 
ЕУ V V V VIN V V 
F F F F V F V F V 
Tabela 1.6 Tabela 17 
Verifique a equivaléncia 5a. ° 


As equivalências em nossa lista são grupadas em cinco pares. Em cada par, uma equivalência pode ser 
obtida da outra substituindo-se os A por V, V por ^, Орог 1 e 1 por 0. Cada equivalência em um par é chamada 
a dual da outra. Esta lista de equivalência aparece de uma forma mais geral no Cap. 7. 

Duas outras equivalências muito úteis são as leis de De Morgan, assim chamadas devido ao matemáti- 
co inglês do século XIX Augustus De Morgan, que primeiro as formulou. Essas leis são: 


(Ау В)" SAAB! e (AAB OA'vB' 


Cada qual é a dual da outra. As leis de De Morgan nos ajudam a representar a negação de sentenças compos- 
tas, como na Prática 6. 

Suponha que Pe Q são equivalentes e que P aparece como uma componente de uma wff R grande. O 
que acontece se substituirmos Q por P? Por mais que os valores-verdade mudem, não haverá qualquer altera- 
ção. Denotemos por Ry a wff obtida pela substituição de P por О em К. Se construirmos as tabelas-verdade 
para К e para Ro, a cada linha os valores de О e P coincidem; logo, a cada linha, os valores de R e Ro também 
coincidem. Portanto. Ко é equivalente à wff original R. 


Seja R (A — B) — B e seja РА — B. Da Prática 7(d), sabemos que Pé equivalente a Q = В' — A”. Substituin- 
do P por Q. obtemos №, = (B' — А') — В. As tabelas-verdade рага R e Ко podem ser vistas nas Tabelas 18 
e 1.9. Os valores-verdade de A — B e B’ — A” coincidem para todas as linhas, portanto os valores-verdade de 
Re Ro coincidem para todas as linhas. Logo R e Ry são equivalentes. . 


EXEMPLO 7 
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дв А-В (A>B)>B a|s |æ в | ВА, | (ВА) В 
viv V V V V F F V V 
У F F V V F F V F V 
F V V V F V V F V V 
F F V F F F V V V F 
Tabela 1.8 Tabela 1.9 
Equivaléncias Tautológicas 
Propriedades Comutativas: AvBSBvA AABSBAA 
Propriedades Associativas: (AvB)vCe (A л В) л Се 
Ам (ВУС) Ал (Вл С) 
Propriedades Distributivas: Av(BAC)e А л (Вх С) © 
(А v B) A (А.у C) (А л В) (Ал С) 
Propriedades de Identidade: AvOSA Ал1 ФА 
Propriedades Complementativas: AvA SI ANA SO 
Leis de De Morgan: (AvB SA АВ {AAB SA vB 
Propriedades Idempotentes: AvAsA АлАФфА 
Dupla Negativa: (A) SA 
Reescrevendo a Implicação: (ASBSA'vB 
Contraposição: (А — Ву (В' SA) 
Prova Condicional Аэ (В С) © 
(А л В) > С 


Apesar de existirem infinitas tautologias, o quadro anterior resume as equivalências mais úteis (que ех- 
pressam certas tautologias), incluindo aquelas que já havíamos listado anteriormente. Essas equivalências podem 
ser usadas, como vimos, para reescrever wffs. Como antes, O é qualquer contradição e 1 é qualquer tautologia. 


Conectivos Lógicos e Programação 


Os conectivos lógicos E, OU e NÃO (ou, mais comumente seus equivalentes em inglês AND, OR e NOT) são 
oferecidos pela maioria das linguagens de programação. Esses conectivos, de acordo com as tabelas-verdade 
que definimos, agem sobre combinações de expressões verdadeiras e falsas a fim de produzir um valor-verda- 
de final. Desses valores provém a capacidade de tomada de decisão fundamental ao controle do fluxo de pro- 
gramas de computadores. Desta forma, em um desvio condicional de um programa, se o valor-verdade de uma 
determinada expressão for verdadeiro, o programa irá executar um trecho de seu código; se o valor for falso, 
o programa executa, em seguida, outro trecho de seu código. Se a expressão condicional for substituída por 
uma expressão mais simples equivalente, o valor-verdade da expressão e, portanto, o controle do fluxo do 
programa não serão afetados, mas o novo código torna-se mais simples de ser entendido e poderá ser executa- 
do mais rapidamente. 


Vejamos o seguinte comando na linguagem de programação Pascal: 


if (fluxoext > fluxoint) 
and not ((fluxoext > fluxoint) and (pressão < 1000)) then 
UmpProcedimento(lista de parâmetros) 
else 
OutroProcedimento(lista de parâmetros); 


A expressão condicional aqui tem a seguinte forma 
A МА ^ By 


onde A é fluxoext > fluxoint e B é pressão « 1000. Esta expressão pode ser simplificada substituindo-se algu- 
mas subexpressóes por suas expressóes equivalentes. 
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А л (А л В" SAMA v B) (lei de De Morgan) 
€ (AAA)v(AAB) (propriedade distributiva) 


SO0v(AAB)) (propriedade complementativa) 
< (ANB)vO (propriedade comutativa) 
SAAB” (propriedade de identidade) 


O comando pode entáo ser reescrito como 


if (fluxoext > fluxoint) and not (pressão < 1000) then 
UmProcedimento(lista de parámetros) 
else 
OutroProcedimento(lista de parámetros); . 


Um Algoritmo 


Se tivermos uma wff da forma P — O, onde P e O são wffs compostas, podemos usar um procedimento mais 
rápido para construir uma tabela-verdade para determinar quando P > О é uma tautologia. Assumimos que 
P — О não é uma tautologia — isto é, que possa assumir valores falsos — e vejamos se isto nos leva a algu- 
ma situação impossível. P —> О é falsa apenas quando Р é verdadeira e Q é falsa. Se atribuirmos verdadeira 
a Pe falsa a О, determinamos valores-verdade para os wffs reunindo Р e О. Continuamos atribuindo os va- 
lores-verdade até que todas as ocorrências de símbolos proposicionais tenham um valor-verdade. Se tiver- 
mos atribuído a alguma letra ambos os valores verdadeiro e falso, temos uma situação impossível, logo 
P— О é uma tautologia. Caso contrário, temos uma maneira de tornar P — О falso, então não é uma tautolo- 
gia. 

O que descrevemos foi um conjunto de instruções, um procedimento, para se encarregar da determina- 
ção de se P -— О é ou não uma tautologia. Este procedimento pode ser executado através da execução mecá- 
nica dessas instruções; em um período finito de tempo teremos a resposta. Em termos da ciência da computa- 
ção, o procedimento é um algoritmo. 


Definição: Algoritmo 
Um algoritmo é um conjunto de instruções que pode ser executado mecanicamente em uma quantidade 
finita de tempo e que resolve algum problema. 


Os algoritmos constituem o coração da Ciência da Computação, e temos mais a dizer sobre eles através 
deste livro. Você provavelmente já sabe que a principal tarefa ao se escrever um programa para computador 
consiste em arquitetar um algoritmo (procedimento) para produzir a solução. 

Os algoritmos são normalmente descritos em uma forma intermediária entre uma descrição puramente 
verbal na forma de parágrafos (tal como a que demos para decidir se P — Q é ou não uma tautologia) e um 
programa de computador (que, se executado, iria realizar os passos do algoritmo) escrito em uma linguagem 
de programação. Esta forma intermediária para descrição de algoritmos é chamada de pseudocódigo. Um al- 
goritmo escrito em pseudocódigo não deve ser difícil de entender, mesmo que você não saiba nada a respeito 
de programação de computadores. (Os algoritmos apresentados neste livro vão desde de pseudocódigos des- 
critivos até códigos executáveis em Pascal.) Apresentamos a seguir um pseudocódigo na forma do de Pascal 
para determinar se P — О é ou não uma tautologia. 


ALGORIIMO TestaTautologia 


procedure TestaTautologia (P,Q: wffs compostas); 
( determina se a wffP — Q é ou não uma tautologia } 


begin 


j atribui valores-verdade a P e Q | 
P := true; 


О: = false; 


repeat 
for cada wff que já tenha um valor-verdade atribuído, atribua os valores-verdade determinados para 
suas componentes 


until todas as ocorrências de símbolos proposicionais têm valores-verdade; 
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if alguma letra tem dois valores-verdade then 
write ("Verdadeiro ( P- > Q é uma tautologia } 
else 
write (“Falso”); { P- > Q não é uma tautologia } 


end; 


Este algoritmo inclui um laço de repetição, dentro do qual as atribuições dos valores-verdade são rea- 
lizadas para componentes cada vez menores dos P e Q originais, até que a condição de saída do laço — todas 
as ocorrências de símbolos proposicionais tenham valores-verdade atribuídos — seja satisfeita. Em seguida 
o algoritmo procede com o comando condicional, onde é decidido se Р —> О constitui ou não uma tauto- 
logia. 


EXEMPLO 8 Considere uma wff da forma (А — B) > (B' — A").Aqui P é A — Be Q é B' — А’. Seguindo o algoritmo 

TestaTautologia, atribuímos valores 

A B verdadeira e B' —A' falsa 
o que significa que (A — B) — (B' — A”) não é uma tautologia. Caminhando no laço, a atribuição de falso à 
wff composta B'SA requer as atribuições futuras: 

B' verdadeira e A' falsa 
ou 

B falsa e A verdadeira 
A combinação de A verdadeira e A — B verdadeira requer a atribuição 

B verdadeira 


Neste ponto todas as ocorrências de símbolos proposicionais têm valores-verdade como mostrado a seguir: 

А-0 В) BVS В А)- у 

DE CAMS) 
V F 

Isto termina o laço. No passo final do algoritmo, B tem atribuições tanto de V como de F. Esta situação impos- 
sível indica que nossa suposição estava errada e, portanto, (A — B) — (B' — A") é uma tautologia. Podemos 
verificar isso construindo a tabela-verdade. ° 

O algoritmo TestaTautologia determina se wffs de determinadas formas são ou não tautologias. No en- 
tanto, o processo de construção da tabela-verdade e o exame dos valores-verdade em sua última coluna cons- 


tituem um algoritmo que determina se uma wff arbitrária é ou não uma tautologia. Este segundo algoritmo é, 
portanto, mais poderoso, uma vez que resolve problemas mais gerais. 


Revisão da Seção 1.1 
Técnicas 
e Construção de tabelas-verdade para wffs compostas 
* Reconhecimento de tautologias e contradições 
Principais Conceitos 


As wffs são representações simbólicas de sentenças. 


Os valores-verdade de wffs compostas dependem dos valores-verdade de seus componentes e do tipo dos 
conectivos usados. 
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Exercícios 1.1 


As respostas dos itens com estrelas ao lado são dadas ao final do livro. 


* 1. Quais das frases a seguir são sentenças? 


a. А lua é feita de queijo verde. b. Ele é um homem alto. 

c. Dois é um número primo. d. O jogo terminará logo? 

e. As taxas do ano que vem serão maiores. f. As taxas do ano que vem serão menores. 
g. x -4=0 


2. Dados os valores-verdade A verdadeiro, В falso e С verdadeiro, qual o valor-verdade de cada uma das 
seguintes wffs? 
а Ал (ВУ C) b (AAB)vC 


c. (AA B)' vC d. A’ v (BACY 
3. Qual os valores-verdade das seguintes sentenças? 
a. 8 é par ou 6 é ímpar. b. 8 é pare 6 é ímpar. 
c. 8 é ímpar ou 6 é ímpar. d. 8 é ímpar e 6 é ímpar. 
e. Se 8 é ímpar, então 6 é ímpar. f. Se 8 é par, então 6 é ímpar. 
g. Se 8 é ímpar, então 6 é par. h. Se 8 é ímpar e 6 é par, então 8 < 6. 


x4. Indique o antecedente е o conseqüente de cada uma das seguintes sentenças: 
a. O crescimento sadio das plantas é conseqüéncia de quantidade suficiente de água. 
b. O crescimento da oferta de computadores é uma condição necessária para o desenvolvimento cientí- 
fico. 
c. Haverá novos erros apenas se o programa for alterado. 
d. А economia de combustível implica um bom isolamento, ou todas as janelas são janelas para tempes- 
tades. 


5. Diversas negativas são dadas para cada uma das seguintes afirmações. Quais são as certas? 
a. À resposta é 2 ou 3. 
1. Nem 2 nem 3 são a resposta. 
2. А resposta não é 2 ou não é 3. 
3. A resposta não é 2 e não é 3. 
b. Pepinos são verdes e têm sementes. 
1. Pepinos não são verdes e não têm sementes. 
2. Pepinos não são verdes ou não têm sementes. 
3. Pepinos são verdes e não têm sementes. 
с. 2<7€ 3 é ímpar. 
1.2 > 7e3 é par. 
2.2 = 7 e3 é par. 
3. 2 = 7 ou 3 é ímpar. 
4.2 = 7 ou 3 é par. 


6. Sejam A, B e C as seguintes sentenças: 


A: Rosas sáo vermelhas. 
B: Violetas sáo azuis. 
C: Açúcar é doce. 


Traduza as seguintes sentenças compostas para notação simbólica. 

a. Rosas são vermelhas e violetas são azuis. 

b. Rosas são vermelhas e, ou bem violetas são azuis ou bem açúcar é doce. 

c. Sempre que violetas são azuis, as rosas são vermelhas e o açúcar é doce. 

d. Rosas são vermelhas apenas se as violetas não forem azuis e se o açúcar for azedo. 

e. Rosas são vermelhas e, se o açúcar for azedo, então as violetas não são azuis ou o açúcar é doce. 


7. Com A, B e C como os definidos no Exercício 6. traduza as seguintes wffs para o portugués: 


а. Ве С’ b. B8'v(A— C) 
ce (CAA') В d. CA(A' o B) 
e. (BACY А Г. Av(BAC) 


р. (Ам В) ЛС" 
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x8. Com o uso de letras para denotar as sentenças componentes, traduza as seguintes sentenças compostas 
para notação simbólica: 
a. Se os preços subirem, as construções ficarão mais caras, mas se as construções não forem caras, elas 

serão muitas. 
b. Tanto ir para cama como nadar é condição suficiente para trocar de roupa; no entanto, trocar de roupa 
não significa que se vai nadar. 

. Ou vai chover ou vai nevar, mas não ambos. 

d. Se Janet vencer ou perder, ela estará cansada. 

e. Ou Janet irá vencer ou, se perder, ficará cansada. 


[e] 


9. Construa as tabelas-verdade para as seguinteswffs. Indique as tautologias e as contradições. 


ха. (А > B) GA'vB xb. (А л В)“ CO AA(Bv С) 
С. А л (А’ УВ”) d. АлВ > А’ 

e (А > В) э КА С) > (Ву С) f А (В А) 
g.AABeOB'vA' h. (Av B) A(A^ BY 


i. (AvB)AC]—A'vC 


x10. Um chip da memória de um microcomputador tem 2º elementos de dois estados (LIGA-DESLIGA). Qual 
o número total de configurações LIGA-DESLIGA? 


11. Considere o seguinte fragmento de um programa Pascal: 
for contador : = 1 to 5 do 
begin 
read(a); 
if ((a « 5.0)and(2*a < 10.7)) or (sqrt(5.0*a) > 5.1) then writeln(a); 
end; 


Os valores de entrada para a são 1.0, 5.1, 2.4, 7.2 e 5.3. Quais são os valores de saída? 


12. Verifique as equivalências na lista da página 8 através da construção de suas tabelas-verdade. (Já verifi- 
camos as la, 4b e 5a). 


13. Verifique, através da construção das tabelas-verdade que as wffs a seguir são tautologias: 


ха. Av А” b. (A) GA 
*c. AAB B d. А» Av B 
е. (Ам BY SA AB' f. (АлВ)'ө›А' vB 


14. Suponha que 4, В е Crepresentam condições que serão verdadeiras e falsas quando um programa é exe- 
cutado. Suponha ainda que desejamos que este programa realize alguma tarefa somente quando А ou В 
forem verdadeiras (mas não ambas) e С for falsa. Usando 4, Be Ce os conectivos E, OU e NOT, escreva 
uma sentença que será verdadeira apenas nestas condições. 


15. Reescreva o programa Pascal a seguir com uma expressão condicional simplificada: 


if not ((Valorl < Valor2) or odd(Numero)) 

or fnot(Valorl < Valor2) and odd(Numero)) then 
comando 1 

else 
comando2; 


16. a. Verifique que A > B é equivalente aA’ v B. 
b. Usando a parte (a) e outras equivalências, escreva a negação da sentença "Se Sam passar em seu curso 
de Física, então ele se formará." 


17. Use o algoritmo TestaTautologia para provar que as expressões a seguir são tautologias: 


xa. [B'A(A> B)]— A’ b. КА — B)AA | 8 
с. (AvB)AA' B d. (AA^B)AB'—A 
18. Em cada caso, construa as wffs compostas P e О a fim de que a sentença dada seja uma tautologia. 
a. PAQ 
b. PP 


c. PA(Q— Р”) 
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Seção 1.2 


19. A tabela-verdade de A v B mostra que o valor de A v B é verdadeiro se A for verdadeira, se B for verda- 
deira ou ainda se ambos o forem. O uso da palavra ou quando o resultado é verdadeiro, se ambos os com- 
ponentes forem verdadeiros, é chamado de ou inclusivo. É este ou inclusivo que é entendido na frase 
"Teremos chuva ou garoa amanhã." Outro uso da palavra ou na língua portuguesa é o ou exclusivo, algu- 
mas vezes chamado de XOU (ou XOR, em inglês) no qual o resultado é falso quando ambos os compo- 
nentes são verdadeiros. O ou exclusivo é entendido na frase "No cruzamento, devemos seguir para o nor- 
te ou para o sul". O ou exclusivo é simbolizado por А © B. 

a. Escreva a tabela-verdade para o ou exclusivo. 
b. Mostre que A € B & (A O B)' é uma tautologia. 


20. Toda wff é equivalente a uma sentença que use apenas os conectivos da conjunção e negação. Para garan- 
tirmos isto devemos achar wffs equivalentes para A vB е Æ B que usem apenas a e'. Estas novas м 
poderão substituir, respectivamente, quaisquer ocorrências de A v BeA — В. (O conectivo €»já foi de- 
finido em termos dos outros conectivos, portanto já sabemos que pode ser substituído em uma wff.) 

a. Mostre que A v В é equivalente a (A' a B). 
b. Mostre que A ~» В é equivalente a (A л В). 


21. Mostre que qualquer wff composta é equivalente a uma wff que só contenha os conectivos de: 


a.ve' b.=>e!. 
(Dica: Veja o exercício 20.) 


22. Prove que há algumas wffs compostas que náo sáo equivalentes a qualquer wff que use apenas os 
conectivos — e v. 


*23. O conectivo binário I é definido pela tabela-verdade a seguir. Mostre que qualquer wff composta é equi- 


valente a uma wff que use apenas o conectivo |. (Dica: Use o Exercício 20 e ache wffs equivalentes para 
A^BeA'emtermosde .) 


A | B | AB A |B | AlB 
V V F viv F 
V F V V| E F 
F V V F V F 
F F V F F V 
Exercício 23 Exercício 24 


24. O conectivo binário | é definido pela tabela-verdade dada. Mostre que qualquer wff composta é equiva- 
lente a uma wff que use apenas o conectivo 4. (Dica: Veja o Exercício 23). 


25. Em um determinado país, todos os habitantes sáo ou um contador de verdade que sempre fala a verdade 
ou mentirosos que sempre mentem. Viajando neste país, vocé encontra dois habitantes, Percival e Llewe- 
Ilyn. Percival diz "Se eu for um contador de verdades, Llewellyn também é um contador de verdades". 
Percival é um mentiroso ou um contador de verdade? E Llewellyn? 


Quantificadores, Predicados e Validade 
Quantificadores e Predicados 


О que podemos expressar através das wffs que vimos na Seção 1.1 é muito limitado. Por exemplo, considera- 
ríamos a sentença "Para todo x, x > 0" como uma sentença verdadeira sobre inteiros positivos, no entanto ela 
não pode ser simbolizada adequadamente através de símbolos proposicionais, parênteses e conectivos lógi- 
cos. Ela contém dois novos elementos, um quantificador e um predicado. Os quantificadores são frases como 
"para todo", "para cada" ou "para algum”, que indicam de alguma forma quantos objetos têm uma determina- 
da propriedade. O quantificador universal é simbolizado por um A de cabeça-para-baixo, Y, e é lido "para 


todo", "para todos”, "para cada" ou para "para qualquer". Portanto, a sentença acima pode ser simbolizada 
como 


(YO > 0) 


Um quantificador e sua variável sáo sempre colocados entre parénteses. O segundo par de parénteses indica 
que o quantificador age sobre a expressáo interna, que no caso é "x > 0". 
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A frase “x > 0" descreve a propriedade da variável x, que é ser positiva. Uma propriedade também é 
chamada de predicado; usamos a notação P(x) para representar algum predicado não especificado ou proprie- 
dade que x possa ter. Portanto, a sentença original é um exemplo da forma mais geral 


(Ух)Р(х) 


O valor-verdade da expressão (V.x)(x > 0) depende do domínio dos objetos sob os quais estamos "inter- 
pretando" esta expressão. Isto é, a coleção de objetos dos quais x pode ser escolhido. Esta coleção de objetos 
é chamada de domínio de interpretação. Já havíamos visto que se o domínio de interpretação consistisse em 
inteiros positivos, a expressão teria o valor-verdade verdadeiro pois qualquer valor possível para x teria a pro- 
priedade necessária de ser maior que zero. Se o domínio de interpretação consistisse de todos os inteiros, a 
expressão teria o valor-verdade falso, pois nem todo x teria a propriedade necessária. Impomos a condição de 
que o domínio de interpretação tenha pelo menos um elemento a fim de que não nos preocupemos com o caso 
trivial. 

Uma interpretação para a expressão (Vx)P(x) poderia consistir não apenas na coleção de objetos dos 
quais x pode tirar seus valores mas também da propriedade que P(x) representa em seu domínio. Portanto, uma 
interpretação para (Vx)P(x) poderia ser a seguinte: O domínio consiste em todos os livros em sua biblioteca 
local, e P(x) é a propriedade de que x deve ter capa vermelha. (V x)P(x), nesta interpretação, diz que todo livro 
em nossa biblioteca local tem capa vermelha. O valor-verdade desta expressão nesta interpretação é, sem dú- 
vida, falso. 


PRÁTICA 9 Qual o valor-verdade da expressão (Vx)P(x) em cada uma das seguintes interpretações? 


PRÁTICA 10 


EXEMPLO 9 


a. P(x) é a propriedade de que x seja amarelo e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os canários- 
da-terra. 

b. Р(х) é a propriedade de que x seja amarelo e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os pássaros. 

. Р(х) é a propriedade de que x seja uma ave e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os pássaros. 

d. Р(х) é a propriedade de que x seja positivo ou negativo e o domínio de interpretação consiste em todos os 
inteiros. . 


[e] 


O quantificador existencial é simbolizado por um E espelhado, 3, e é lido como "existe um", "para 
pelo menos um" ou "para algum”. Portanto, a expressão 


Ena > 0) 


deve ser lida como "existe um x tal que x é maior que zero." 

Novamente, o valor-verdade desta expressão depende da interpretação. Se o domínio de interpretação 
contiver um nümero positivo, a expressáo terá valor-verdadeiro; caso contrário, ela terá valor falso. O valor- 
verdade ^ (3ig)P(x), se o domínio for todos os livros de nossa biblioteca local e P(x) for a propriedade de x ter a ca- 
pa vermelha, será verdadeiro, desde que tenhamos pelo menos um livro na biblioteca com a capa vermelha. 


a. Construa uma interpretação (i.e., dé o domínio e o significado de P(x)) na qual (Vx)P(x) tenha o valor ver- 
dadeiro. 

b. Construa uma interpretação na qual (Vx)P(x) tenha o valor falso. 

É possível achar uma interpretação na qual tanto (Vx)P(x) seja verdadeiro e (3x)P(x) seja falso? 

а. É possível achar uma interpretação na qual tanto (Vx)P(x) quanto (3x)P(x) sejam verdadeiros? . 


e 


Os predicados que vimos até agora, envolvendo propriedades de uma ünica variável, sáo predicados 
unários. Eles podem ser binários, quando envolvem propriedades de duas variáveis; ternários, quando en- 
volvem propriedades de três variáveis; ou, de forma mais geral, n-ários, quando envolvem propriedades de n 
variáveis. Quantificadores universais podem ser incluídos a expressões com esses predicados de ordens altas. 


A expressão (Vx)(3y)Q(x, у) é lida como "para todo x existe um y tal que Q(x, y)”. Na interpretação onde o 
domínio consiste em inteiros e Q(x, y) é a propriedade de x « y, isto apenas indica que, para qualquer inteiro, 
existe um inteiro ainda maior. O valor-verdade desta expressão é verdadeiro. Na mesma interpretação, a ex- 
pressão (JyX( Vx)Q(x, v) indica que existe um inteiro y que é maior que qualquer inteiro x. Seu valor-verdade 
é falso. 


O Exemplo 9 mostra que a ordem na qual os quantificadores aparecem é importante. 
Em expressões como (Vx)P(x) ou (3x)P(x), x é uma variável muda; isto é, os valores-verdade das ex- 
pressões permanecem os mesmos em uma dada interpretação, mesmo que escrevamos a expressão, digamos 
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como (Vy)P(y) ou (3z)P(z), respectivamente. Analogamente, o valor-verdade de (Vx)(3v)O(x, v) é o mesmo 
de (Vz)(Hw)Q(z, w) para qualquer interpretação. No entanto, (Vx)(3x)Q(x, x) indica algo bem diferente. Na 
interpretação do Exemplo 9, por exemplo, (V.x)(3x)Q(x, x) indicaria que para todo inteiro x, existe um inteiro 
x tal que x < x. Esta sentença é falsa, a despeito de (V.x)(3y)Q(x, v) ser verdadeiro para a interpretação. Não 
podemos misturar variáveis diferentes sem mudar a natureza da expressáo obtida. 

Também são permitidas constantes nas expressões. Um símbolo de constante (a, b, c, etc.) é interpreta- 
do como um objeto específico no domínio. Esta especificação é parte da interpretação. Por exemplo, a expres- 
são (Vx)Q(x,a) é falsa na interpretação na qual o domínio consista em inteiros, Q(x, y) é a propriedade x < y, 
e a contém o valor 7; nào é verdade que todo inteiro seja menor que 7. 

Agora temos tudo o que é necessário em uma interpretação. 


Definição: Interpretação 


Uma interpretação de uma expressão envolvendo predicados consiste no seguinte: 


a. um conjunto de objetos chamados o domínio da interpretação, que deve conter pelo menos um elemen- 
to; 

b. a atribuição de uma propriedade dos objetos do domínio para cada predicado na expressão; e 

c. a atribuição de um objeto particular no domínio a cada símbolo constante na expressão. 


As expressões podem ser obtidas da combinação de predicados, quantificadores, símbolos de agrupa- 
mento (parênteses ou colchetes) e dos conectivos lógicos da Seção 1.1. Como antes, uma expressão precisa 
obedecer regras sintáticas a fim de ser considerada uma fórmula bem-formulada ou wff. A expressão P(x)(V x) 
^)3y não é uma fórmula bem-formulada. Exemplos de fórmulas bem-formuladas são: 


Р(х) v Qi) (1) 
(MOP) — QG)] (2) 
(VxX(GY)P(., y) ^ Обх, y)) > ROO) (3) 

e 
(SC) v (Уу) (у) (4) 


Os símbolos de agrupamento ajudam a identificar o escopo de um quantificador, a seção da wff a qual os 
quantificadores se aplicam. (Isto é análogo ao escopo de um identificador de um programa como a seção do 
programa na qual o identificador tem significado.) Não há quantificadores na wff (1). Na (2), o escopo do 
quantificador (Ух) é Р(х) — Q(x). Na (3), o escopo do (dy) é Р(х, y) A Q(x, y), enquanto que o escopo de (Vx) 
é toda a expressão nos parênteses que o segue. Na (4), o escopo de (3x) é S(x) e o escopo de (Vv) é T(y). 

Sabemos que o valor-verdade de uma wff é determinado em relação a uma dada interpretação. Em al- 
guns casos, como veremos em breve, uma wff pode não ter valor-verdade para uma particular interpretação. 
De forma que, para considerarmos o valor-verdade de uma wff, precisamos considerar o escopo de seus 
quantificadores. 


Considere a wff 


(VxY3y)MPG. y) ^ Qx, у)] 


Aqui o escopo de (Чу) é todo o P(x, y) ^ О{х, у). O escopo de (Vx) é (JY) PG, у) ^ Q(x, y)]; os parênteses e os 
colchetes podem ser eliminados quando o escopo estiver claro. Na interpretacáo onde o domínio consista em 
inteiros positivos, P(x, y) seja a propriedade “x = y" e Q(x, y) seja a propriedade "x divide y", a wff é verdadei- 
ra. Para qualquer x que seja um inteiro positivo, existe um inteiro positivo y, por exemplo, y = 2x, tal que x = 
y ex divide v. 

Suponhamos agora que a wff é 


(XQy)PG, y) ^ Обх, у)] 


Agora o escopo de (Чу) é apenas P(x, v). Se usarmos a mesma interpretação de antes, não haverá valor-verda- 
de determinado para esta wff. Dado qualquer x podemos escolher um y (tal como y = 2x) de forma que (3y)P(x, 
V) seja verdadeira, mas em Q(x, y), y está livre para tomar qualquer valor no domínio de interpretação, exceto 
os que escolhemos para y satisfazer (Jv)P(x, у). De fato, lembremos que y em (Зу)Р(х, y) é uma variável muda. 
Para valores de y que sejam múltiplos de x, Q(x, y) é verdadeiro e, portanto, toda a expressão também o é; para 
outros valores de y, Q(x, y) é falso e, portanto, toda a expressão também o é. ° 
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Na segunda wff do Exemplo 10, a variável y ocorre três vezes: 


(VOLIY P, у) ^ A У)] 


А ocorrência de uma variável em шпа wff é chamada de uma ocorrência ligada em duas condições: 


1. Se tratar de uma variável identificando o que o quantificador quantifica, ou 
2. estar fora do escopo de um quantificador envolvendo esta variável. 


Portanto, a primeira ocorrência de v no exemplo acima é uma ocorrência ligada do primeiro tipo e a segunda 
ocorrência é uma ocorrência ligada do segundo tipo. A terceira ocorrência é uma ocorrência livre — que não 
é ligada. Ela não é uma variável que seja parte direta de um quantificador, nem é uma variável dentro do esco- 
po de um quantificador que a envolva. Uma variável que tenha pelo menos uma ocorrência limite em uma wff 
é uma variável ligada na wff, е uma variável com pelo menos uma ocorrência livre é uma variável livre na 
wff. (Perceba que pode ocorrer a situação um tanto o quanto estranha de uma variável ser ao mesmo tempo 
ligada e livre na mesma expressão.) 

Como no Exemplo 10, uma wff com variáveis livres frequentemente — mas nem sempre — não terão 
valores-verdade para uma dada interpretação. De fato, a wff será verdadeira para alguns valores das variáveis 
livres e falsa para outros. Portanto, as wffs com predicados diferem das wffs da Seção 1.1, que eram compos- 
tas apenas por símbolos proposicionais e conectivos lógicos, e que sempre tinham valores-verdade. No entan- 
to, uma wff com predicados e sem variáveis livres tem valor-verdade em qualquer interpretação, conquanto 
este valor possa alterar-se de uma interpretação para outra. 


Qual o valor-verdade da wff 
IAA) ^ (Vy)[B(x, у) > С(у)]) 


na interpretação onde o domínio consiste em todos os inteiros, A(x) é "x > 0", В(х,уу) é "x > y" e С(у)&"у = 0"? 
Construa outra interpretação сот o mesmo domínio, no qual a sentença tenha o valor-verdade oposto. • 


Muitas sentenças em português podem ser expressas como wffs contendo predicados e quantificadores. 
Por exemplo, a sentença "todo papagaio é feio" está, na verdade, dizendo que qualquer coisa que seja um pa- 
pagaio é feia. Fazendo P(x) denotar "x é um papagaio" e U(x) denotar "x é feio” vemos que a sentença pode ser 
simbolizada como 


(Ух){Р(х) — U(x)] 


Outras variantes com o mesmo significado na língua portuguesa são "Qualquer papagaio é feio" е "Cada pa- 
pagaio é feio”. 
Da mesma forma, "Existe um papagaio feio" é denotado como 


(IPO) л U(x)] 


As variantes aqui são "Alguns papagaios são feios" e "Existem papagaios feios”. 

Ao representar essas sentenças da língua portuguesa como wffs usamos (Vx) para a implicação e (Эх) 
para a conjunção. As duas outras combinações possíveis quase nunca expressam o que se deseja dizer. A wff 
(Vx)[P(x) ^ U(x)] indica que todos os elementos no domínio — entendido aqui como todo o mundo — 
são um papagaio feio; a wff (Эх)[Р(х) > U(x)] é verdadeira na medida em que haja algum elemento no 
domínio, chamado x, que não seja um papagaio, pois neste caso, Р(х) assume falso e a implicação é verda- 
deira. 


Usando os símbolos predicados S(x), I(x) e M(x), escreva м que expressem o pedido. (O domínio é a cole- 
ção de todas as pessoas.) 


a. Todos os estudantes são inteligentes. 
b. Alguns estudantes inteligentes gostam de música. 
c. Todos que gostam de música são estudantes estúpidos. . 
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Negar sentenças com quantificadores, assim como negar sentenças compostas, requer um certo cuida- 


do. A negação da sentença "Tudo é bonito" é "Não é verdade que tudo é bonito" ou "Algo não é bonito”. 
Simbolicamente, 


[СУх)А(х)]” O (Aw) 


é válido. Perceba que "Tudo não é bonito", ou (Bx)[A(x)] ', diz algo mais forte que a negação da sentença ori- 
ginal. 


А 


А negação de "Algo é bonito” é "Nada é bonito" ou "Tudo não é bonito". Simbolicamente, 
(39469]' O (MOTO! 


é válido. Em inglês, a sentença "Algo não é bonito" pode ser erroneamente interpretada como "Nem tudo é 
bonito" ou "Há algo que não seja bonito". No entanto, esta interpretação errada, simbolizada por (Ix ACO” 
não é tão forte quanto a negação da sentença original. 


Validade 


A fim de distinguirmos as wffs que contêm apenas símbolos proposicionais e conectivos lógicos (descritas na 
Seção 1.1) das que contêm predicados e variáveis, chamaremos as primeiras de wffs proposicionais e as últi- 
mas de wffs predicativas. Como vimos antes, uma wff proposicional sempre tem valor-verdade, enquanto 
que uma wff predicativa pode não ter valor-verdade. 

O valor-verdade de uma wff proposicional depende dos valores-verdade atribuídos aos símbolos 
proposicionais. O valor-verdade (ou falta dele) de uma wff predicativa depende da interpretação. Escolher uma 
interpretação para uma wff predicativa é análogo a escolher valores-verdade para wffs proposicionais, exceto 
por haver um número infinito de interpretações possíveis para as wffs predicativas e apenas 2" linhas possíveis 
para wffs proposicionais com n símbolos proposicionais. 

Uma tautologia é uma wff proposicional que é verdadeira em todas as linhas da tabela-verdade. O aná- 
logo à tautologia para as wffs predicativas é a validade — uma wff predicativa é válida se for verdadeira para 
qualquer interpretação possível. A validade de uma wff deve ser obtida apenas da forma da wff, uma vez que 
deve ser independente de qualquer interpretação em particular. 

Sabemos que ao construirmos a tabela-verdade para uma wff proposicional e examinarmos todas as atri- 
buições aos símbolos proposicionais, temos um algoritmo para determinar um "tautologismo". No entanto, 
como obviamente não podemos testar todas as interpretações possíveis, como podemos determinar a validade 
de uma wff predicativa? Como veremos, não existe algoritmo para determinar uma validade. (Isto não signi- 
fica simplesmente que ainda não foi encontrado um algoritmo — o que estamos dizendo é que está provado 
que não existe um algoritmo deste tipo.) Precisamos usar o raciocínio para determinar quando a forma de uma 
м a torna verdadeira para qualquer interpretação. Naturalmente, podemos provar que uma wff é inválida ao 
encontramos uma única interpretação na qual a wff tenha valor-verdade falso ou não tenha valor-verdade. 

A tabela a seguir compara as wffs proposicionais e predicativas: 


Wffs Proposicionais Wffs Predicativas 
1. Verdadeira ou falsa, de acordo com os valores 1. Verdadeira, falsa ou sem valor-verdade, 
atribuídos aos símbolos proposicionais dependendo da interpretação 
2. Tautologia — verdadeira para todas as 2. Wff válida — verdadeira para todas as 
atribuições de valores-verdade interpretações 
3. Algoritmo (tabela-verdade) para determinar se 3. Não há algoritmo para determinar se uma 
uma wff é ou não uma tautologia Wff é ou não válida 


Agora vamos pôr mãos à obra para determinar a validade. 


а. А м (Vx)P(x) > (3x)P(x) é válida. Em qualquer interpretação, se qualquer elemento do domínio tiver 
uma certa propriedade, então existirá um elemento do domínio que tenha esta propriedade. (Usamos aqui o 
fato de que o domínio de qualquer interpretação tem que conter pelo menos um elemento.) Portanto, sem- 
pre que o antecedente for verdadeiro, o consequente também o será, e a implicação é, portanto, verdadeira. 

b. А wff (Vx)P(x) — Pla) é válida porque, em qualquer interpretação, a é um membro particular do domínio 
e, portanto, goza da propriedade que é compartilhada por todos os elementos do domínio. 

с. A wtf 


(V3) PG) ^ QUI] € (VOP) ^ (Vx) 
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é válida. Se tanto P como Q forem verdadeiras para todos os elementos do domínio, então P será verdadeira 
para todos os elementos e О será verdadeira para todos os elementos е vice-versa. 

d A М Р(х) > [О(х) — P(x)] é válida, apesar de conter uma variável livre. Para comprovarmos isto, consi- 
deremos qualquer interpretação, e seja x qualquer membro do domínio. Então x tem ou não tem a proprie- 
dade P. Se x não a tiver, então P(x) será falsa; como Р(х) é o antecedente da implicação, esta será verdadei- 
ra. Se, por outro lado, x tiver a propriedade P, então P(x) é verdadeira e, a despeito do valor-verdade de 
Q(x), a implicação Q(x) — Р(х) será verdadeira, e a implicação principal também será verdadeira. . 


А wf (АЯх)Р(х) — (Vx)P(x) não é válida. Por exemplo, na interpretação onde o domínio consista em inteiros 
e P(x) signifique que x é par, é verdade que existe um inteiro par, mas é falso que todo inteiro seja par. O 
antecedente da implicação é verdadeiro e o conseqüente é falso, e portanto o valor da implicação é falso. + 


Naturalmente não somos obrigados a usar um contexto matemático para construir uma interpretação na 


qual uma wff seja falsa, mas freqüentemente é mais simples fazê-lo pelo fato de as relações entre os objetos 
serem mais claras. 


A у 
(Ух)[Р(х) у QUI] = (VYP) v (Ух)О(х) 


é válida ou inválida? Justifique. * 


Revisão da Seção 12 
Técnicas 


* Determinação do valor-verdade de uma wff predicativa em uma dada interpretação 

* Tradução de sentenças na língua portuguesa para wffs e vice-versa 

* Reconhecimento de uma wff válida e a justificação 

* Reconhecimento de wffs náo-válidas e a construção de uma interpretação na qual ela seja falsa ou 
não tenha valor-verdade 


Idéias Principais 
O valor-verdade de wffs predicativas depende da interpretação considerada. 


Wffs válidas são wffs predicativas que são verdadeiras para qualquer interpretação e, portanto, a validade é 
uma propriedade inerente à forma da wff propriamente dita. 


Exercícios 12 


1. Qual o valor-verdade de cada uma das wffs a seguir na interpretação onde o domínio consiste em inteiros, 
O(x) é "x é ímpar", L(x) é "x < 10" e G(x) é "x > 9"? 
a, (I)0(x) b. (VL) = О(х)] 
с. (х) A С(х)] d. CD) v С(х)] 


2. Qual о valor-verdade de cada uma das wffs na interpretação onde o domínio consiste nos números intei- 


ros? 

xa. (VI + у = x) xb. (Зу)(Ух)(х + y = х) 

же. (Vx)dy)x + y = 0) жа. NVI + y = 0) 
e (Ух)(Му)(х< y v y<x) f. (Vox «0 (Чу >0Ax+y=0)] 
в. EIN) = у) h. (Vw > 0) 


3. Indique o valor-verdade de cada uma das wffs a seguir na interpretação onde o domínio consiste nos es- 
tados do Brasil, Q(x, y) é " x é ao norte de у", Р(х) é "x começa com a letra P" e a é "Paraná". 
a. (VX)PQ) b. (XY Vy) VOO, y) ^ Обу, z) > Об, 2)] 
c. DEDO, x) d. (Ух)(ЗУ)[Р(у) ^ OO, y] 
e. Ga. у) 
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4. Para as wffs a seguir, ache uma interpretação na qual sejam verdadeiras e outra na qual sejam falsas. 
жа. (Ух)(А(х) v В(х)]л [А(х) A В(х)]” b. (VxXVy)[P(x, y) > Py, x)] 
c. (VPA  Gy)9G. у)] d. (390[AQ) ^ (VNB(, y)] 
e. [(Vx)AQ)  (Vx)BG)] > (3)[AG) — В(х)] 


5. Identifique o escopo de cada um dos quantificadores nas wffs a seguir e indique quaisquer variáveis li- 


vres. 
a. (VOIP) — О‹у)] b. (39[AQ) л (УУ)В( у)] 
с. (Зх)[СУу)Р(х, у) ^ Qx, у)] а. EDEN y) ^ BG. 2) > Ala, z)] 


6. Com o uso de símbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva cada sentenca na 
língua portuguesa como uma wff predicativa. (O domínio é todo o mundo.) 


D(x) é "x é um dia." S é "segunda-feira." 
S(x) é "x é ensolarado." Té "terça-feira." 
R(x) é "x é chuvoso." 


жа. Todos os dias são ensolarados. 
xb. Alguns dias não são chuvosos. 
жс. Todo dia que é ensolarado não é chuvoso. 
d. Alguns dias são ensolarados e chuvosos. 
e. Nenhum dia é ensolarado e chuvoso. 
f. Sempre é dia ensolarado se, e somente se, é um dia chuvoso. 
g. Nenhum dia é ensolarado. 
h. Segunda-feira foi ensolarada, portanto todo dia será ensolarado. 
1. Tanto segunda-feira quanto terça-feira foram chuvosos. 
j. Se algum dia for chuvoso, então todos os dias serão ensolarados. 


7. Com o uso de símbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva cada sentença 
da língua portuguesa como uma wff predicativa. (O domínio é todo o mundo.) 


J(x) é "x é um juiz." О(х) é "x é um químico.” 
A(x) é "x é um advogado." A(x, у) é "x admira у." 
M(x) é "x é uma mulher." 


. Existem algumas mulheres advogadas que são químicas. 
. Nenhuma mulher é advogada e química. 
. Alguns advogados só admiram juizes. 
. Todos os juizes admiram apenas juizes. 
. Apenas juizes admiram juizes. 
Todas as mulheres advogadas admiram algum juiz. 
. Algumas mulheres não admiram advogados. 


ro Doce 


ga 


8. Usando os símbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva as sentenças 
na língua portuguesa como wffs predicativas. (O domínio é todo o mundo.) 


C(x) é "x é uma Corvette." P(x) é "x é um Porsche." 
Е{х) é "x é uma Ferrari." L(x, y) é "x é mais lento que v." 


жа. Nada é, ao mesmo tempo, uma Corvette e uma Ferrari. 

*b. Alguns Porsches são apenas mais lentos que as Ferraris. 

Apenas Corvettes sáo mais lentas que Porsches. 

. Todas as Ferraris são mais lentas que alguma Corvette. 

Nenhum Porsche é mais lento que a Corvette. 

Se existir uma Corvette que seja mais lenta que uma Ferrari, então todas as Corvettes serão mais lentas 
que todas as Ferraris. 


њоро 


9. Usando os símbolos predicados mostrados e os quantificadores apropriados, escreva as sentenças na lín- 
gua portuguesa como wffs predicativas. (O domínio é todo o mundo.) 


A(x) é "x é uma abelha." 
F(x) é "x é uma flor." 
G(x) é "x gosta de y." 


г тео о ор 
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Apenas abelhas gostam de flores. 
Nenhuma abelha gosta só de flores. 
Algumas abelhas gostam apenas de flores. 
Toda abelha odeia todas as flores. 


10. Se 


12. 


B(x) for "x é bonito." 

E(x) for "x é elegante." 
G(x, у) for "x gosta de у." 
H(x) for "x é um homem." 
M(x) for "x é uma mulher.” 
j for "John." 

k for "Kathy." 


Todas as abelhas gostam de todas as flores. 
Todas as abelhas gostam de algumas flores 


“Paes 


Algumas abelhas gostam de todas as flores. 


Toda abelha só odeia flores. 


. Toda abelha só gosta de flores. 
Algumas abelhas gostam de algumas flores. 


Toda abelha odeia algumas flores. 


. Nenhuma abelha odeia todas as flores. 


dê as traduções para a língua portuguesa das wffs a seguir: 


жа. 
*b. 
с. 


а 
е. 
f 


ED ^ С(К, j) 
(XL HG) — Elo) 


(VIMOS) ^ BO) > GG, x)] 


(MO) > (Vy)GG, y) > HO) ^ EQ)D 
‚ GDH) л EG) ^ GG, k)] 
(Ах М(х) ^ B(x) ^ (Vy)IGG. y) — Ely) ^ Н(у)]) 
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. Diversas formas de negação são apresentadas para cada uma das sentenças a seguir. Qual é a correta? 
a. Algumas pessoas gostam de Matemática. 


1. Algumas pessoas não gostam de Matemática. 
2. Todo o mundo não gosta de Matemática. 


3. Todo o mundo gosta de Matemática. 


b. Todo o mundo gosta de sorvete. 


c 


1. Ninguém gosta de sorvete. 
2. Todo o mundo não gosta de sorvete. 
3. Alguém não gosta de sorvete. 
. Todo o mundo é alto e magro. 
1. Alguém é baixo e gordo. 
2. Ninguém é alto e magro. 
3. Alguém é baixo ou gordo. 


d. Alguns retratos estão velhos ou apagados. 


1. Nenhum retrato está velho ou apagado. 


2. Alguns retratos não estão velhos ou apagados. 


3. Todos os retratos não estão velhos ou não estão apagados. 


Explique por que as wffs são válidas. 


а. VOVA, y) O (VIA, y) 


(Зх)(Зу)А(х, у) O GELA, у) 
(Зх)(Уу)Р(х, у) > (VNEDPOA, y) 


b 
C. 
d. Ala) 2 (39AQ) 
e. 


(УхуА(х) — В(х)] > (VAGO) — (Ух)В(х)] 


13. Forneça interpretações que provem que as wffs a seguir não são válidas: 
жа, AC) ^ (Эх)В(х) > (ЭхуА(х) ^ BO) 
b. (VXXy)PQ, у) > (AV vy)P(s, у) 


14. 


c. COPO) — QUI] > [EP > (Ух)О(х)] 


d. (VAO €» VAO 


Determine quais wffs são válidas ou inválidas. Justifique sua resposta. 


Coco» 


. ADAC) e (YDAW) 
COPO) v (Әх)О(х) — (Ух)[Р(х) v О(х)] 
‚ (Мх)А(х) 9 ((Зх)[А(х)]”)' 
CNPQ) у Об) — (PG) v (OO) 
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Seção 1.3 Lógica Proposicional 


Sistemas Formais 


Resultados matemáticos são normalmente chamados teoremas. Os sistemas da lógica formal manipulam fór- 
mulas como as das Seções 11 e 12 e atribuem um significado preciso à palavra teorema. Nestes sistemas, 
certas wffs são aceitas como axiomas-wffs que não precisam ser provadas. Um axioma deve, portanto, ser 
uma wff cuja "verdade" seja evidente. Então, pelo menos, um axioma deve ser uma tautologia ou, se envol- 
ve predicados, uma wff válida. Além dos axiomas, sistemas formais contêm regras de inferência. Uma re- 
gra de inferência é uma convenção que permite a uma nova wff de uma certa forma ser inferida, ou deduzi- 
da, de uma a duas outras wffs de uma certa forma. Uma seqüéncia de wffs na qual cada wff seja ou um axi- 
oma ou o resultado da aplicação de uma das regras de inferência às wffs anteriores na seqüéncia é chamada 
de seqüéncia de prova. Um teorema é o último componente desta seqüéncia; a seqüéncia é a prova do te- 
orema. 
O esboço a seguir é uma prova típica de um teorema 


wff 1 (um axioma) 

wff2 (um axioma) 

wff3 (inferida da wff 1 e da wff2 por uma regra de inferência) 
wff4 (um axioma) 

wff5 (inferida da wff4 por uma regra de inferência) 

мб  (inferida da wff3 е wff5 por uma regra de inferência) 


A última wff na seqüência, wff6, é o teorema, e a seqüência toda constitui sua prova. (Naturalmente as outras 
wffs também podem ser teoremas — bastaria termos parado a seqüência nelas.) 

Outra condição que incluímos em nosso sistema, além da que os axiomas devam ser tautologias ou wffs 
válidas é que haja o mínimo de axiomas e de regras quanto for possível. Convém minimizar o número de sen- 
tenças que devemos aceitar sem prova, mesmo quando essas sentenças parecem óbvias. 

A escolha do conjunto de axiomas e das regras de inferência deve ser cuidadosa. Se escolhermos poucos 
axiomas, poucas regras de inferência ou regras de inferências fracas, não seremos capazes de provar algumas 
wffs que são "verdadeiras" e que, portanto, podem ser teoremas. Por outro lado, se escolhermos muitos axio- 
mas, muitas regras de inferência ou regras de inferência muito fortes, seremos capazes de chegar a pratica- 
mente qualquer wff e provar que é um teorema, inclusive wffs que não são "verdadeiras" e, portanto, não po- 
dem ser teoremas. Como conseguimos exatamente o necessário para os teoremas? 

Para termos idéia da palavra intuitiva verdadeiro, consideramos dois sistemas lógicos formais — um 
para as wffs proposicionais e outro para as wffs predicativas. O sistema formal que usa as wffs proposicionais 
é chamado lógica proposicional, lógica de sentenças ou cálculo proposicional. O sistema formal que usa 
wffs predicadas é chamado lógica predicada ou cálculo predicado. (A palavra cálculo é usada aqui no sen- 
tido mais geral de "avaliação" ou "raciocínio", e não no sentido de "diferenciação" ou "integração".) Estuda- 
remos lógica proposicional a seguir e lógica de predicados na Seção 14. 


Lógica Proposicional 


Na lógica proposicional, as wffs são formadas de símbolos proposicionais, conectivos lógicos e símbolos de 
agrupamento. Neste sistema, uma wff "verdadeira" significa uma tautologia. Desejamos, portanto, os axio- 
mas e as regras de inferência que nos permitirão provar todas as tautologias, e apenas as tautologias, como 
teoremas. 

Tomemos as seguintes wffs como axiomas, onde P, Q e R representam wffs proposicionais: 


LPS(QSP) 
2. [P > (Q > R) > KP > О)— (P >R) 
3. (О'— Р’) (Р О) 


Podemos mostrar que cada uma delas é uma tautologia, propriedade que desejamos para nossos axiomas. 
Não está claro por que esses axiomas em particular devem ser escolhidos ou como devem ser usados; por 
enquanto, podemos ver que eles dizem algo sobre o processo de raciocínio. O axioma 1 diz que, dado P, 
qualquer coisa implica P. O axioma 2 diz que dada uma certa implicação que segue de P, então se o ante- 
cedente desta implicação também segue de P, o conseqüente também o fará. (Este é um tipo de regra de 
"transitividade", um pouco parecida com: Sea > b > c, então se a > b, segue que a > c.) O axioma 3 
que se "não Q” implica "não P", então P implica Q, pois, do contrário, "não Q" valeria, e isto implicaria 
"não P". 


EXEMPLO 13 


Seção 13 Lógica Proposicional 21 


Como P, Q e R podem ser wffs compostas, cada axioma dado acima é, na verdade, um padrão, ou es- 
quema, para um número finito de wffs. Portanto, 


(A э B) > (Сл D) (А — B) 


é um axioma, pois se encaixa no esquema do axioma 1, onde Pé a wff A —^ B e Q é a wtf C ^ D. Mas ao 
contrário de um pequeno número de axiomas, isto não indica que temos um número infinito de axiomas? Sim, 
mas existem apenas três formas para o os axiomas. 

Na lógica proposicional, existe apenas uma regra de inferência: Das м P eP > О, podemos inferir a 
wff О. (Esta regra de inferência é conhecida pelo seu nome latino de modus ponens, que significa "método de 
afirmação") 

А wff A — A, onde A é um símbolo proposicional, é uma tautologia. Portanto, usando nossos axiomas 
e a regra de inferência, esperamos ser capazes de provar que ela é um teorema. O exemplo a seguir nos dá a 
sequência de prova desta wff. Apesar de a wff ser bem simples, a prova é difícil; em particular, não fica abso- 
lutamente claro por onde começar. Não se aflija quanto a isto, pois logo teremos uma técnica que nos ajudará 
a contornar esta dificuldade. O objetivo do Exemplo 13 é tão-somente ilustrar o uso dos vários axiomas e da 
regra de inferência em uma seqüéncia de prova. A justificativa dada para cada passo elucida seu uso, mas elas 
não constituem parte da sequência de prova propriamente dita. 


A Wff A — A é um teorema. Uma seqüéncia de prova é a seguinte: 


1. A > [(4 > A) —-A)]] > (Axioma 2 com P = A, Q =A А, R = А) 
[A > (A> А)] > (А > A)] 
2. А ҚА > А) > A] (Axioma 1 com P = А, О =A ~ А) 
3. [А > (A> A] 5 (A A) (де 1 e 2 pelo modus ропепѕ) 
4. А (А ә А) (Axioma 1 сот Р = А, O = A) 
5. ASA (de 3 е4 pelo modus ропепѕ) . 


Uma seqüéncia de prova semelhante poderia mostrar que P — P é um teorema para qualquer wff P; portanto, 
о que temos é um esquema de teorema. Em geral, o que faremos é provar esquemas de teoremas ao invés de 
teoremas individuais. 

Os axiomas que escolhemos envolvem apenas implicação e negação. Para wffs que contenham os 
conectivos de disjunção e conjunção, usamos as equivalências 


AvBSA SB e AnNBS(AS B)' 


e nos contentamos em provar as wffs equivalentes que resultam. De fato, poderíamos ter definido a disjunção 
e conjunção em termos da implicação e negação. Então todas as nossas wffs teriam envolvido apenas os 
conectivos de implicação e negação. 

Apesar de não provarmos isto aqui, este sistema de axiomas e uma regra de inferência fazem exatamen- 
te o que desejamos — toda tautologia é um teorema (i.e., tem uma prova), e vice-versa. Esta propriedade é 
descrita dizendo que nosso sistema formal é completo (tudo o que deveria ser um teorema, o é) e correto 
(nada que não deveria ser um teorema não o é). 

Permitimos abreviações nas seqüéncias de provas através do uso de teoremas já provados. Uma vez que 
Т já tenha sido provada por um teorema, então T pode servir como passo em outra segiiência de prova. Isto 
porque T tem sua própria seqüéncia de prova, que poderia ser substituída na seqüéncia de prova que estamos 
construindo. 


Deduções 


Freqüentemente desejamos provar, como teoremas, wffs da forma P — О, onde P e О são wffs compostas. P 
é chamada de hipótese do teorema e О, de tese. P —^ О é também uma implicação, onde, de acordo com a 
terminologia usada, P é o antecedente e О o conseqüente. No entanto, nem toda implicação é um teorema. 
Para que o seja, o antecedente e o conseqüente precisam estar relacionados estruturalmente, de forma que a 
implicação como um todo seja uma tautologia. A implicação A — В para os símbolos proposicionais A e B, 
por exemplo, não é uma tautologia e portanto não é um teorema. Portanto A, neste caso, é um antecedente mas 
não uma hipótese; 6 é um conseqüente, mas não uma tese. No entanto, a implicação.À л B — B A À é uma 
tautologia e, portanto, é um teorema. Neste caso, A ^ B é tanto um antecedente como uma hipótese e B A A é 
tanto um consegiiente quanto uma conclusão. 

Se P — О é um teorema, ele deve ser uma tautologia e sempre que P for verdadeira, О também o deve 
ser. Intuitivamente, imaginamos ser possível deduzir Q a partir de P. Formalmente, definimos uma dedução 
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EXEMPLO 14 


EXEMPLO 15 


PRÁTICA 14 


de O a partir de P como uma seqüéncia de wffs terminando em О onde cada wff é um axioma ou é a wff P ou 
ainda é derivada das wffs anteriores através das regras de inferência. De fato, esta é a prova de um teorema, 
onde aceitamos P como um axioma. Podemos mostrar que P — Q constitui um teorema se, e somente se, Qfor 
dedutível a partir de P. Nossa técnica para demonstrar teoremas da forma P — Q é, portanto, incluir a hipóte- 
se como uma das wffs na seqüéncia e concluir a sequência com О. 

Para mostrar a potencialidade do método de dedução, refaremos a prova do teorema do Exemplo 13, 
usando uma wff P arbitrária. 


Usando a lógica proposicional, prove o teorema P > P. 
1. Р (hipótese) 


Сото Р não é apenas a hipótese, mas também а tese, a prova está completa. Uma prova confusa de cinco 
linhas se resumiu a uma prova de uma única linha! . 


Naturalmente, mesmo com o método dedutivo, a maioria das demonstrações não será tão trivial como 
no Exemplo 14, mas sempre temos um início ao incluirmos a hipótese. 


Usando a lógica proposicional, prove o teorema 

[P > (P > Q) — (P 0) 
A hipótese é P — (Р — Q), portanto, citá-la será o primeiro passo da demonstração. 

1. P — (P — О) (hipótese) 
Agora, consideremos o que precisamos fazer para sair deste ponto e chegar à tese desejada, P —> Q. Se intro- 
duzíssemos P como um passo da demonstração, o modus ponens e o passo 1 nos permitiria concluir P — О. 
No entanto, neste ponto ainda não temos razão para este passo. Por isso procuraremos um axioma que nos 


permita usar o passo 1 e o modus ponens. O Axioma 2 tem uma hipótese que se assemelha ao passo 1, desde 
que façamos, no Axioma 2, P = P, Q = Pe R = О. O segundo passo da demonstração é, portanto 


2. [P — (P > 0)] > КР Р) > (P — Q9) (Axioma 2) 
e, então 
3. (P — P) > (P Q) (1,2, modus ponens) 
Agora, se pudéssemos introduzir P — P como um passo da demonstração, o modus ponens e o passo 3 nos 


dariam a conclusão P => О. М Pa-»sP é o teorema provado no Exemplo 14 e, portanto, pode ser inserido 
aqui. A prova completa é a seguinte: 


1.Р— (Р—› Q) (hipótese) 

2. [P > (P— О)| > (P P) > (P > 0)] (Axioma 2) 

3. (P — Р) э (Р— 0) (1,2, modus ponens) 

4.P—P (Exemplo 14) 

5.Р- О (3, 4, modus ропепѕ) * 


Usando a lógica proposicional, demonstre o teorema 
Р' > (Р 0) 
(Dica: Use os Axiomas 1 e 3.) s 


O método de dedução pode ser estendido a fim de ser tornado ainda mais poderoso. Se a hipótese do 
teorema for uma série de conjunções P, AP, л... ^ P,, simplesmente incluímos cada fator da hipótese como 
uma wff na sequência da demonstração e deduzimos a tese dela. Por último, se a tese for, ela própria, uma 
implicação R — S, podemos incluir R na seqüéncia da demonstração, tornando-a parte da hipótese, e apenas 
deduzir S. (Isto é coerente com nosso entendimento da implicação, mas veja o Exercício 18 ao fim desta seção 
para uma justificativa formal.) 


EXEMPLO 16 


PRÁTICA 15 


PRÁTICA 16 


EXEMPLO 17 
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Para resumir, o método de dedução permite as seguintes abordagens: 


1. Para provar o teorema P > Q, deduzimos О a partir de Р. 
2. Para provar o teorema P, ^ P; л... A Pp, > Q, deduzimos О a partir de Pr, P», .... Ё. 
3. Para provar o teorema P, AP, л... A Р, — (R — S), deduzimos S de P, Pa, ..., Р„ К. 


Uma prova para o teorema 
(Р'— О'ул (Р— 5)— (0 > 5) 
usando a lógica proposicional é 
PS R (hipótese) 
P>S (hipótese) 


1 

2 

3.0 (hipótese) 
4.(P"=>0%>(0>P) (Axioma 3) 
5 

6 

7 


{ 
"v 


.Q (1,4, modus ponens) 
‚Р (3, 5, modus ponens) 

S (2, 6, modus ponens) . 
Um teorema da forma P, AP, л... ^ P, — Q indica que О pode ser deduzido de Р, P»,..., Р„ Portanto, 


por exemplo, em uma seqüéncia de demonstração contendo as wffs P' — Q' e P — $, podemos inserir a sen- 
tença Q — S e citar o teorema do Exemplo 16 como justificativa. 


Encontre uma demonstração mais curta para o teorema do Exemplo 15. Е 


Use а lógica proposicional para provar о teorema 

(P= Q) ^ (Q > К) > (P > К) { 
Argumentos Válidos 
Em português, um argumento (a acusação de um advogado, uma propaganda ou um discurso de um político) é 
normalmente apresentado como uma série de sentenças que podem ser simbolizadas por Ру, Р›,..., Р, seguidas de 


uma conclusão Q. O argumento é um argumento válido se a conclusão puder ser deduzida, do ponto de vista 
da lógica, da conjunção P, A P, л... ^ Р, — em outras palavras, se P, A P, л... ^ P, — О for um teorema. 


O argumento a seguir é válido? "Meu cliente é canhoto, mas o diário não desapareceu, então meu cliente não 
é canhoto; portanto, o diário desapareceu." Existem apenas duas sentenças envolvidas aqui, que simbolizare- 
mos como: 


C: Meu cliente é canhoto. 
D: O diário desapareceu. 


O argumento é, portanto, 
[Ca (D => С')]— р 


A validade do argumento é estabelecida pela seguinte prova: 


1. C (hipótese) 
2.D'>C” (hipótese) 

3. (D'— C)5(C>D) (Axioma 3) 

4. с> р (2, 3, modus ponens) 
5. D (1,4, modus ponens) 


Perceba que a validade do argumento é uma função apenas de sua forma lógica, e não tem nada a ver com o 
fato de seus componentes serem ou não verdadeiros. Continuamos a não ter qualquer idéia sobre se o diário 
está realmente desaparecido ou não. Além disso, o argumento "Skoozes são rosa, mas se Gingoos não gosta- 
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EXEMPLO 18 


EXEMPLO 19 


rem de perskees, os skoozes não serão rosa; portanto, Gingoos não gostam de perkees", que têm a mesma for- 
ma, é também válido, apesar de não fazer qualquer sentido. . 


Como qualquer tautologia também é um teorema na lógica proposicional, podemos inserir uma tautolo- 
gia em qualquer passo de uma demonstração. Isto também constitui uma simplificação válida para resumir 
diversos passos de uma demonstração em um único passo, desde que esteja bem claro que não foram violadas 
quaisquer regras. Por exemplo, ao invés de 


1. PAQ (hipótese) 
2. PAQ >Q (tautologia) 
3. Q (1,2, modus ponens) 


poderíamos escrever 


1. Рл О (hipótese) 
2.0 (1, tautologia A л B — B, modus ponens) 


Tautologias da forma P ^ Q — R nos dizem que R pode ser deduzida das hipóteses P e Q, de forma que 
a demonstração possa incluir passos como 


1. Р (hipótese) 
2. О (hipótese) 
3. R (tautologia PA Q — R) 


Considere o argumento "Se a taxa para importação diminuir, o comércio interno aumentará. Ou a taxa federal 
de desconto diminuirá ou o comércio interno não irá aumentar. A taxa para importação vai diminuir. Portanto 
a taxa federal de desconto vai diminuir”. Usando 


I: A taxa para importação vai diminuir. 
M: O mercado interno vai aumentar. 
F: A taxa federal de desconto vai diminuir. 
o argumento é 


[0 М л (FvM)^I] >F 


Uma demonstração para estabelecer a validade é: 


1. 1I=>M (hipótese) 

2. FvM' (hipótese) 

3.1 (hipótese) 

4. M (1, 3, modus ponens) 

5. F (tautologia (Ку М) AM > F) е 


A tautologia dada como justificativa do passo 5 mostra que F pode ser deduzida de F v M’ е M. Uma tabela- 
verdade separada pode ser usada para provar que (F v M") л M — F é, de fato, uma tautologia, mas sua vera- 
cidade é intuitivamente clara — ela diz que se F ou não M forem verdadeiros, e M for verdadeiro (portanto não 
M não é verdadeiro), então a outra afirmativa, F, precisa ser verdadeira. . 


A tautologia A л B — A ^ В é particularmente útil em demonstrações, na medida em que justifica a 
dedução de А a В das hipóteses A e В que apareceram antes na demonstração. Isto é mostrado no passo 6 do 
próximo exemplo. 


Mostre que o seguinte argumento é válido "Se usamos a linguagem assembly, entáo o programa será executa- 
do mais rapidamente. Se usamos a linguagem assembly, o programa terá mais linhas de código. Portanto, se 
usamos a linguagem assembly, entáo o programa será executado mais rapidamente e terá mais linhas de códi- 
go." Usando 


A: Usamos a linguagem assembly. 
R: O programa será executado mais rapidamente. 
L: O programa terá mais linhas de código. 


PRÁTICA 17 
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o argumento é (А — R) A (А —^ L) => [A —>(R A L)] e a prova é 


1 ASR (hipótese) 

2. AL (hipótese) 

3. A (hipótese) 

4. R (1, 3, modus ponens) 

5. L (2, 3, modus ponens) 

6. RAL (4, 5, A ^ B pode ser deduzido de A e B) . 


Mostre que o argumento a seguir é válido usando as letras PM e C: "Se o produto for confiável, a parcela do 
mercado irá aumentar. Ou o produto é confiável ou os custos iráo subir. A parcela de mercado náo irá aumen- 
tar. Portanto os custos iráo subir." e 


Nossa versão da lógica proposicional inclui apenas uma regra de inferência, a modus ponens, que per- 
mite que Q seja inserida como uma wff na demonstração a partir da verificação anterior de P e P > Q. Esta 
regra de inferência permite que se criem seqüências de demonstração da seguinte forma: 


І. PS30 (hipótese) 

2. Q' (hipótese) 

3.(P5Q)AQ' (1,2А ^Bpode ser deduzida de A e B) 

4. P' (3, tautologia (A — B) ^ B' — A”, modus ponens) 


Algumas versóes da lógica proposicional incluem uma outra regra de inferéncia que reproduz este processo. A 
modus tollens ("método de negação”) diz: das wffs P — Q e О’, podemos inferir a wff P'. O sistema formal 
pode ser estendido para incluir outras regras de inferéncia. O quadro a seguir ilustra algumas regras de infe- 
réncias e os nomes usualmente atribuídos a elas. Nós delineamos a lógica proposicional com o uso apenas do 
modus ponens porque qualquer coisa deduzida com o uso das demais regras de inferéncia listadas no quadro 
pode ser deduzida em nosso sistema usando as tautologias apropriadas e o modus ponens, da mesma forma 
que a dedução acima poderia ser substituída por uma aplicação do modus tollens. 


Regras de Interferéncia para Lógica Proposicional 


De: Podemos inferir Nome 
PeP>0 10) Modus ponens 
(nossa única regra de inferéncia) 
P—QeQ' р! Modus tollens 
PyQeQ' р Silogismo disjuntivo 
P—-QeQoR Р В Silogismo hipotético 
PeQ P Simplificacáo conjuntiva 
P Pwyg Amplicação disjuntiva 


Uma Preliminar 


Podemos ter tido o seguinte pensamento: Se teoremas sáo como tautologias, entáo para mostrar que uma wff 
é um teorema, por que, para mostrar que uma wff é um teorema, nào mostramos apenas que é uma tautologia? 
A determinação de se uma wff é uma tautologia pode ser feita através da construção da tabela-verdade ou do 
algoritmo TestaTautologia da Seção 1.1. Isto seria uma tarefa mais mecánica do que construir uma demons- 
tracáo. Entáo por que falamos de provas? 

Se fôssemos nos restringir à lógica proposicional, não teríamos a necessidade do conceito de provas 
formais. No entanto, sabemos que nem todas as sentenças podem ser simbolizadas dentro da lógica proposici- 
onal, e que não há procedimento mecânico (como a construção da tabela-verdade) para determinar a validade 
de wffs predicativas. Uma técnica de prova formal precisa ser usada; e o que fizemos aqui para lógica propo- 
sicional pode servir como base para o que será feito na lógica de predicados. 
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Revisão da Seção 13 


Técnicas 
* Prova de teoremas na lógica proposicional 
* Uso da lógica proposicional para provar a validade de um argumento na língua portuguesa 


Idéias Principais 


A prova de sistemas formais consiste em sequências de hipóteses, axiomas ou wffs inferidas das wffs anteri- 
ores da segiiência. 

Todo teorema na lógica proposicional é uma tautologia, e toda tautologia é um teorema. 

Em argumentos válidos, a tese pode ser deduzida da conjunção das demais sentenças. 


Exercícios 1.3 
x 1. Justifique cada um dos passos na demonstração de (P — Q) A [P — (05 R)] — (P — R) a seguir: 


РЬ 0 

Рә (0 - К) 

[P=> (Q > К)| > (P > Q) — (P > R)J 
(P Q) > (P -> К) 

P—R 


VERA purs 


2. Justifique cada passo na demonstração de [(P > Q) — P] > [(P > Q) — О] a seguir: 


1. (Рә 0) > (P > 0) 
2. (Р—› 0) > (P О)| 

(КР > Q) 5 P] > [((P= Q) > 0]) 
3. (Р — 0) ^ P] — (Р Q) Q] 


Nos Exercícios de 3 а 12, demonstre que сада wff é um teorema da lógica proposicional. Você pode usar qual- 
quer teorema demonstrado anteriormente, incluindo os exercícios anteriores. 


3. KQ — P)APA(Q—R)R 

x4. P'A(PvQ) > О 

5. [((P (О —> К) л (Рм 5) л 0] (5 К) 
6. Р— (РУ О) 

x7. (P) -э Р 

8. Р-+(Р”)’ 

9. (P— 0) ә (Q =P”) 


x10. PvO>s QvP 


11. Р’л (0-Р) 5 Q' 
12. [P > (Q — К)\— (О — (Р Ry 


Usando a lógica proposicional, prove que os argumentos dos Exercícios 13 a 17 são válidos. Use os símbolos 
proposicionais indicados. 


13. Se o programa é eficiente, ele executará rapidamente: Ou o programa é eficiente ou ele tem um erro. No 
entanto, o programa não executa rapidamente. Portanto o programa tem um erro. (E, R, B) 


14. A colheita é boa, mas não há água suficiente. Se tivesse bastante água ou não tivesse bastante sol, então 
haveria água suficiente. Portanto, a colheita é boa e há bastante sol. (C, A, Н, S) 


x15. Rússia tinha um poder superior, e ou a França não era forte ou Napoleão cometeu um erro. Napoleão não 


cometeu um erro, mas se o exército não tivesse falhado, a França seria forte. Portanto, o exército falhou e 
a Rússia tinha um poder superior. (R, F, N, E) 


16. Não é verdade que se as taxas de eletricidade subirem, o consumo diminuirá, nem é verdade que novas 
usinas de energia serão construídas ou as contas não serão atrasadas. Portanto o consumo não diminuirá e 
as contas serão atrasadas. (Т, С, U, Co) 
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17. Se José pegou as jóias ou a sra. Krasov mentiu, então ocorreu um crime. O sr. Krasov não estava na cida- 
de. Se ocorreu um crime, então o sr. Krasov estava na cidade. Portanto José não pegou as jóias, (J, M, С, 
E) 


x18. a. Use uma tabela-verdade para verificar que A > (B — C) © (А л B) > С é uma tautologia 
b. Prove que A > (B — C) <= (A ^ B) > C usando uma série de equivalências. 
c. Explique como esta equivalência justifica a extensão do método de dedução que diz para provar P, ^ 
Р, л... A P,— (R > S), basta deduzir S de P,, P,, ..., Р,е К. 


Seção 14 Lógica de Predicados 


Na lógica de predicados, as wffs são formadas de predicados, quantificadores, conectivos lógicos e símbolos 
de grupamento. Neste sistema, uma wff "verdadeira" significa uma wff válida — uma wff que seja válida em 
qualquer interpretação possível. Desejamos obter os axiomas e as regras de inferência que nos permitam pro- 
var todas as wffs válidas, e apenas as válidas, como teoremas. 


Axiomas e Regras de Inferência 


Wffs predicativas que têm a mesma forma lógica que tautologias são válidas. Por exemplo, no Exemplo 11 
mostramos que a wff 


Р(х) => [Q0) > Р(х)] 


é válida. Ela tem a forma do axioma P — (О — P) no cálculo proposicional, apesar de não ser uma wff pro- 
posicional. Se permitirmos as formas dos axiomas e a regra de inferéncia da lógica proposicional, onde as wffs 
são wffs predicativas, continuaremos a obter como teoremas todas as wffs predicativas que tenham a forma de 
tautologias. No entanto, existem algumas wffs predicativas que não têm formas tautológicas, mas ainda assim 
são válidas devido à sua estrutura e ao significado dos quantificadores universal e existencial (veja o Exemplo 
11). Para os termos como teoremas, nosso sistema formal usará novos axiomas e uma nova regra de inferência 
que lança mão do significado dos quantificadores. Os axiomas para a lógica de predicados são mostrados a 
seguir, onde P,Q e R representam wffs predicativas: 


Axiomas para a Lógica de Predicados 


і. P (О — P) 

2. [P > (Q > R)I (Рә Q) > (P 5 R)] 

3. (0'— Р) (P> 0) 

4. (УР) ^ 009] > VPE) — СУх)[О(х)] 

5. (Vx) Р(х) — Р(х) ou (Ух)Р(х) — Pla) onde a é uma constante 

6. (Jx)P(x) — P(t) onde t é uma constante ou nome de uma variável ainda não usada no decorrer da 
demonstração. 

7. Р(х) > (3x)P(x) ou Pla) > (Ах)Р(х) onde a é uma constante e x não ocorre em P(a) 

8. [(3230P()]' ө VALP 


Aqui a notacáo P(x) indica que x ocorre na wff, mas outras variáveis também podem ocorrer. Portanto, 
(VI, y) > (3y)Sta. y) 


onde а é uma constante, é uma instância do Axioma 5 (tome Р(х) como sendo (3y)S(x, у)). 

Como na lógica proposicional, é óbvio que estes axiomas particulares poderiam ser usados, mas pode- 
mos ver que eles são intuitivamente válidos. O Axioma 4 diz que se todos os elementos do domínio que tive- 
rem a propriedade P também tiverem a propriedade Q, e se todos os elementos do domínio, de fato, tiverem a 
propriedade P, então todos os elementos do domínio têm a propriedade О. O Axioma 5 diz que se uma propri- 
edade for verdadeira para todos os elementos do domínio, ela será verdadeira para um x arbitrário ou uma 
constante a. O Axioma 6 diz que se existe um objeto para o qual a propriedade P é verdadeira, podemos dar 
um nome a este objeto; no entanto, este nome deve ser arbitrário mas diferente de qualquer outro que já tenha- 
mos usado na seqüéncia da demonstração. (Esta necessidade faz com que queiramos usar o Axioma 6 o quan- 
to antes possível na demonstração a fim de que os outros axiomas não tenham essas restrições.) O Axioma 7 
diz que se P for verdadeira para um valor particular, então há algum membro do domínio para o qual ela é 
verdadeira. O Axioma 8 confirma nossa compreensão intuitiva do significado dos quantificadores universal e 
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existencial; se for falso que algum elemento do domínio tem a propriedade P, então todo elemento do domínio 
não terá a propriedade P e vice-versa. 

Os Axiomas 5, 6 e 7 podem ser usados em demonstrações, junto com o modus ponens, para remover 
quantificadores universais, quantificadores existenciais e incluir quantificadores existenciais, respectivamen- 
te. Uma nova regra de inferência nos permite inserir quantificadores universais, mas apenas sob devidas cir- 
cunstâncias. As regras de inferência para a lógica de predicados são: 


Regras de Inferência para a Lógica de Predicados 


1. Modus ponens: О pode ser inferida de P e P > Q. 

2. Generalização: (Vx)0 pode ser inferida de О desde que (a) О não tenha sido deduzida de qualquer 
hipótese na qual x seja uma variável livre e (b) Q nào tenha sido deduzida pelo uso do Axioma 6 de 
uma wff da forma (Чу)О(у) na qual x seja uma variável livre. 


A necessidade das restrições (a) e (b) serão discutidas rapidamente. Antes, porém, vejamos corno usar esses 
axiomas e as regras de inferências em demonstrações. 


Com o uso da lógica de predicados, prove o teorema 
(Va PG) л Об) > (Р(х) ^ СУх)О(х) 


No Exemplo 1 I(c) vimos que esta wff é válida, portanto, como todas as wffs válidas são teoremas, somos 
capazes de achar uma demonstração. Como de costume, a hipótese é nosso ponto de partida. 


1. (VX)[P(x) ^ QG)] (hipótese) 


A tese (Vx)P(x) ^ (Ух)О(х) será alcançada se (Vx)P(x) e (Vx)Q(x) forem passos anteriores da seqüéncia. A 
estratégia de ataque geral deveria ser tirar o quantificador universal que aparece no passo 1, o qual fornece o 
acesso a Р(х) e Q(x) e então inserir o quantificador universal separadamente para cada uma das duas wffs, 
usando a generalização. Uma demonstração é: 


1. (Ух)[Р(х) ^ О(х)] (hipótese) 

2. Р(х) A О(х) (1, Axioma 5, modus ponens) 

3. Р(х) (2, tautologia А A B — A, modus ponens) 
4. Q(x) (2, tautologia.A л B — B, modus ponens) 
5. (Vx)P(x) (3, generalizagáo) 

6. (Vx)QGO (4, generalização) 

7. (COPO) л (Ух)О(х) (5, 6,А л B pode ser deduzida de A e B) 


Como mostrado no passo 5, a generalização foi aplicada a P(x), que foi deduzida de (V.)[P(x) ^ О(х)]. Como 
х não é livre em (Vx)[P(x) ^ Q(x)], a condição (a) da generalização é satisfeita. A condição (b) não se aplica. 
O passo 6 também é uma aplicação válida da generalização. . 


Use a lógica de predicados para provar o teorema 
(Ух)Р(х) — (3x) P(x) $ 


A lógica de predicados, assim como a lógica proposicional, pode-se mostrar, é completa é correta — 
toda wff válida é um teorema e todo teorema é uma wff válida. Este sistema de axiomas e regras de inferências 
permite que exatamente as wffs corretas sejam provadas, mas outro conjunto de axiomas e de regras de infe- 
rência também poderia ser usado. Na verdade, mesmo neste sistema, os Axiomas 6 e 7 não são realmente ne- 
cessários; poderíamos simplesmente ter definido o quantificador existencial em função do quantificador uni- 
versal (a essência do Axioma 8) e então ter provado os Axiomas 6 e 7. No entanto, a inclusão desses axiomas 
simplifica nosso trabalho. 

As restrições usadas na generalização, no entanto, são necessárias. Sem a restrição (a), a seqüência 


1. Р(х) (hipótese) 
2. (Ух)Р(х) (1, generalização incorreta) 
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poderia ser uma prova da wff Р(х) — (Vx)P(x), que não é uma wff válida. O elemento x do domínio pode ter 
a propriedade P, mas isto não significa que cada elemento do domínio tenha a propriedade P. Sem a restrição 
(b) a segiiência 


1. (VxYX3y)Q(x. y) (hipótese) 


2. (Зу)О(х, y) (1, Axioma 5, modus ponens) 
3. Q(x, y) (2, Axioma 6, modus ponens) 
4. (Ух)О(х, 1) (3, generalização incorreta) 


seria uma prova da мЁ (Vx)(3y)Q(x, y) — (Vx)Q(x, г), que também não é uma wff válida. Por exemplo, a 
interpretação onde o domínio consiste em inteiros e О(х, у) significa que x + у = 0, então é verdade que para 
cada inteiro x existe um inteiro y (o simétrico de x) tal que x + у = 0. No entanto, se t é um elemento fixo 
particular do domínio, então não é verdade que a soma do mesmo inteiro t a qualquer x resultará em zero. 
Pode ser mostrado que se P €» Q for válida, então О pode ser substituída por P dentro de uma expressão 
em uma dedução ou seqüéncia de demonstração. O uso desta expressão doravante simplifica as provas. (Men- 
cionamos uma idéia desta prova antes como uma forma de eliminar os conectivos de disjunção e conjunção.) 


A м 
(VDP) v QG)] > AYPA) у (93)00) 


é um teorema da lógica de predicados? 

Aqui precisamos, antes de mais nada, refletir se a wff parece ou não válida. Se nos parecer válida, ten- 
taremos achar uma prova para ela; se não, tentaremos achar uma interpretação na qual ela seja falsa. Esta wff 
diz que se todo elemento do domínio tiver a propriedade P ou a propriedade Q, então pelo menos um elemento 
do domínio tem a propriedade Р ou todos elementos do domínio têm a propriedade О. Isto parece bem razoá- 
vel, portanto procuraremos uma prova. Os dois primeiros passos na seqüéncia da demonstração incluem a 
hipótese e a reescreve em uma forma mais útil para se trabalhar. 


1. (VOLO) v О(х)] (hipótese) 
2. (VxXIPGO]' — О(х)) (substituição de A v B €» A’ э Bem 1) 


A tese consiste em wffs separadas para P(x) e Q(x), cada qual com seus próprios quantificadores; o Axioma 4 
nos permite quebrar a linha 2 em duas wffs diferentes. 


3. COPO) > (Ух)О(х) (2, Axioma 4, modus ponens) 
O lado esquerdo do passo 3 sugere que ele pode ser ütil para usar o Axioma 8 em seguida. 


4. (Vx)[PGO]' O [EVP] (Axioma 8) 
5. [IVP] > (Yə) (substituição de 4 em 3) 


O passo 5 está intimamente relacionado ao que desejamos. A seqüéncia da demonstração é: 


1. (VLP v 000] (hipótese) 

2. (Мх)([Р(х)]' 5 Q) (substituição de A vB > A' Вет 1) 

3. PO) —> (Ух)О(х) (2, Axioma 4, modus ponens) 

4. (Vx)[PGO]'  [QGxyPGCO]" (Axioma 8) 

5. (PO) > (Vx) (Substituição de 4 em 3) 

6. (IPO) v (Ух)О(х) (5, tautologia (A' — B) — A v B, modus ponens) . 


O método de dedução nos permite incluir hipóteses "temporárias" ao longo da demonstração, como 
podemos ver no próximo exemplo. 


А м 


[P(x) — (Уу)О(х, у)] ^ (Уу)[Р(х) —> Qix, y) 


é um teorema. Na demonstração a seguir, Р(х) é introduzida no passo 2 como uma hipótese temporária que 
nos permite deduzir Q(x, y) no passo 4. O passo 5 apenas atesta a dependência de Q(x, y) da hipótese tempo- 
rária; e, naturalmente, toda a м do passo 5, Р(х) > Q(x, y) é dependente da hipótese do passo 1. Como y não 
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é uma variável livre no passo 1, a condição (a) da regra de generalização não é violada no passo 6, e a condição 
(b) não se aplica. 


1. Р(х)  (V)Q(x, y) (hipótese) 

2. Р(х) (hipótese temporária) 

3. (Vy)QG. y) (1,2, modus ponens) 

4. Q(x, y) (3, Axioma 5, modus ponens) 

5. Р(х) ^ Q(x, у) (4 deduzido do 2) 

6. (Уу)[Р(х) —> Qx, у)] (5, generalização) ; 


Usando a lógica de predicados, prove o teorema 


(Уу)[Р(х) — QG, у)] > [Р(х) > (VyO(x, y)] . 


O Exemplo 22 e a Prática 19 mostraram que a wff 


(УУР) > Qa, y] E IPO) > (VOC, у)] 


é válida. Isto significa que o quantificador universal pode ser "negligenciado" para as subwffs que não conte- 
nham a variável quantificada. Vale ainda um resultado semelhante para o quantificador existencial. Como um 
resultado particular, existem duas ou mais formas de se representar sentenças da língua portuguesa como wffs 
predicativas, como nos Exercícios 7 a 9 da Seção 1.2. 


Argumentos Válidos 


Para provar a validade de um argumento que contenha sentenças quantificadas, procedemos quase como an- 
tes. Convertemos o argumento em forma simbólica, e mostramos que a tese pode ser obtida da hipótese. No 
entanto, desta vez, trabalharemos com a lógica de predicados, ao invés da lógica proposicional. Um argumen- 
to Р, AP, л... A Р„—> Q é válido quando for um teorema, que também o torna uma wff válida. 


Mostre que o argumento a seguir é válido: "Todo microcomputador tem uma porta serial. Alguns microcom- 
putadores têm porta paralela. Portanto alguns computadores têm ambas as portas serial e paralela". Usando 


M(x): x é um microcomputador. 
S(x): x tem porta serial. 
P(x): x tem porta paralela. 


o argumento é 
(VOIMA) > SCO] ^ GXXLMGO ^ PO] > MMC) ^ SG) ^ Po)] 


Perceba que se tentarmos simbolizar este argumento na lógica proposicional, obteremos А ^ B — C, que não 
é um argumento válido. A lógica proposicional é, simplesmente, n&o expressiva o suficiente para conter as 
relações entre as partes deste argumento que o tornam válido. 

Uma demonstração é 


1. COMO) — 5(х)] (hipótese) 

2. (IMG) A P(x)] (hipótese) 

3. М(а) ^ Pla) (2, Axioma 6, modus ponens) 

4. М(а) > Sa) (1, Axioma 5, modus ponens) 

5. M(a) (3, tautologia А A B — B, modus ponens) 
6. Sía) (4, 5, modus ponens) 

7. M(a) A Pla) A Sa) (3, 6, А ^ B pode ser deduzida de A e B) 
8. M(a) ^ S(a) ^ P(a) (substituição de A ^ B < B^ A em 7) 

9. (Чх)[М(х) ^ S(x) ^ P(x)] (8, Axioma 7, modus ponens) 


Mais uma vez, é a. forma do argumento que vale e não seu conteúdo. Perceba que na demonstração usamos o 
Axioma 6 no passo 3 para inserir a nova constante a, e entáo usamos o Axioma 5 no passo 4 com a mesma 
constante. Estes dois passos não podem ser trocados pois o Axioma 6 pode introduzir novos nomes apenas se 
eles ainda não tiverem sido usados na demonstração. Eis por que o Axioma 6 deve ser usado o mais cedo pos- 
sível na demonstração. . 
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PRÁTICA 20 Mostre que o argumento a seguir é válido: "Todas as músicas de rock são barulhentas. Existem algumas mú- 
sicas de rock, logo existem algumas músicas barulhentas." Use os predicados R(x) e B(x). . 


Revisáo da Secáo 1.4 
Técnicas 


* Demonstração de teoremas na lógica de predicados 
* Uso da lógica de predicados para provar a validade de um argumento na língua portuguesa 


Idéia Principal 
Todo teorema da lógica de predicados é uma wff válida, e toda wff válida é um teorema. 
Exercícios 14 


1. Justifique cada um dos passos na demonstração a seguir 


(IPC) — QG)] > oP — (329901 


1. (do[PC0 > 060] 
2. Pla)  Q(a)] 

3. (Ух)Р(х) 

4. P(a) 

5. Q(a) 

6. (30QQ) 


*2. Considere a м 
IP ^ (З)0(х) > (Зх)[Р(х) ^ LLO] 


a. Encontre uma interpretação que demonstre que esta wff não é válida. 
b. Encontre falha na seguinte "demonstração" desta wff. 


1. GEVP) (hipótese) 

2. P(a) (1, Axioma 6, modus ponens) 

3. (Ях)О(х) (hipótese) 

4. Q(a) (3, Axioma 6, modus ponens) 

5. P(a) ^ Q(a) (A ^ B pode ser deduzida de A e B) 
6. (IPO) ^ QGQ)] (5, Axioma 7, modus ponens) 


3. Considere a мі (Vy)(3x)QG. y) > (3х)(Уу)О(х, y). 
a. Encontre uma interpretação que demonstre que esta wff nào é válida. 
b. Encontre a falha na seguinte "demonstração" desta wff. 


. (VVADQ, y) (hipótese) 


1 

2. ANO, у) (1, Ахїота 5, modus ponens) 
3. Q(a, y) (2, Axioma 6, modus ponens) 
4. (Vy)Q(a, y) (3, generalização) 

5. (dx«Vy)QG, y (4, Axioma 7, modus ponens) 


Nos Exercícios 4 a 7 demonstre que cada wff é um teorema da lógica de predicados. 
x4. (VOPG) > VAP) v 060] 

5. (PQ) ^ (39069) > EDIPO ^ Q 

6. GIP, y) 2 GyXGX)PG, у) 

7. (3X Vy)QG. y) — (Уу)(Ух)О(х, y) 
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Nos Exercícios 8 a 15, prove que as wffs são teoremas da lógica de predicados ou apresente uma interpretação 
para provar que não são válidas. 


x8. 
9. 


10. 


14. 
*15. 


EIA л BO => (IAG) ^ (Чх)В(х) 
(ARCO м S) — DRA) v (3S0) 


KVP > (Ух)О(х)] > VVP > Q] 


‚ ExX(VyYO(, у) — (YVEN, y) 
- (VYP v (Әх)О(х) 5 YLP) у 060] 


. б/х)}[А(х) > В(х)] > (GAQ) > GxBGo)] 


(Vy)Q(x у) = Р(х)] > [Gy)QG. у) > Р(х)] 
[Р(х) > (Эу)О(х, yy] > (Чу)[Р(х) > О(х, у)] 


Usando a lógica de predicados, prove que os argumentos dos Exercícios 16 a 20 são válidos. Use os símbolos 
predicados mostrados. 


16. 


ж 17. 


18. 


20. 


Há um astrónomo que nào é míope. Todo mundo que usa óculos é míope. Portanto, todo mundo ou usa 
óculos ou usa lentes de contato. Portanto, algum astrónomo usa lentes de contato. (A(x), M(x), O(x), L(x)) 


Todo membro da mesa vem da indústria ou do governo. Todos do governo que são advogados são a favor 
da moção. John não é da indústria, mas ele não é advogado. Portanto, se John for um membro da mesa, ele 
é favor da moção. (M(x), I(x), G(x), A(x), F(x),j) 


Existem algumas estrelas de cinema que são mais ricas que as outras. Todo mundo que é mais rico que os 
outros também paga mais impostos que os outros. Portanto, existe uma estrela de cinema que paga mais 
impostos que os outros. (E(x), R(x, y), I(x, y)) 


. Todo estudante da Ciência da Computação trabalha mais que alguém e todo mundo que trabalha mais que 


alguém também dorme menos que esta pessoa. Maria é uma estudante da Ciência da Computação. Por- 
tanto Maria dorme menos que outra pessoa. (E(x), T(x, у), Р(х, у), т) 


Todo embaixador fala apenas com diplomatas e algum embaixador fala com alguém, portanto existe um 
diplomata. (E(x), F(x, y), D(x)) 


21. Prove que 


22. 


IG)PQ)]' € GHPO’ 


é válida. /Dica: ao invés de uma seqüéncia de demonstração, use o Axioma 8 e substitua as expressões 
equivalentes.) 


A equivaléncia do Exercício 21 diz que se for falso que todo elemento do domínio tem a propriedade P, 
então algum elemento do domínio também deixa de ter a propriedade P e vice-versa. O elemento que não 
tem a propriedade P é chamado de contra-exemplo da sentenca que todo elemento tem a propriedade P. 
Portanto, um contra-exemplo da sentença 


(Vox é impar) 


no domínio dos inteiros é o número 10, um inteiro par. (Naturalmente, existem diversos outros contra- 
exemplos para esta sentença). Encontre contra-exemplos no domínio dos inteiros para as seguintes sen- 
tengas. (Um inteiro x > 1 é primo se seus únicos divisores forem 1 e x .) 


a. (Vx)(x é negativo) 

b. (VxY(x é a soma dos inteiros pares) 
e. (VxXx é primo — x é fmpar) 

d. (Vx é primo > (— 1)' = —1) 

е. (Vx)(x é primo > 2^ — 1 é primo) 


Seção 15 


EXEMPLO 24 


Seção 1.5 Programação Lógica e Prova de Correção 33 


Programação Lógica e Prova de Correção 


A lógica de predicados, outrora objeto de interesse apenas de matemáticos e filósofos, tem diversas aplicações 
de importância na Ciência da Computação. Duas delas serão discutidas nesta seção. 


Programação Lógica 


Na lógica de predicados, usamos regras de inferência para chegarmos a teses a partir das hipóteses. Se uma 
tese tiver sido demonstrada como conseqüéncia de determinada hipótese, então, em uma interpretação na qual 
a hipótese seja verdadeira, a tese também será verdadeira. A linguagem de programação Prolog, que significa 
progamming in logic, também ajuda a chegar a teses a partir das hipóteses. A linguagem inclui predicados, 
conectivos lógicos e regras de inferência. Ela permite a descrição de uma interpretação, ou melhor, de hipóte- 
ses verdadeiras em uma interpretação. 

As linguagens de programação com as quais você provavelmente já tem familiaridade, tal como Pascal, 
são conhecidas como linguagens procedurais. A maior parte dos programas escritos em linguagens procedu- 
rais destinam-se a resolver o problema à mão. O programador, portanto, diz ao computador como resolver o 
problema. Prolog, no entanto, é uma linguagem declarativa (também chamada de linguagem descritiva). 
Um programa Prolog consiste em declarações ou descrições sobre uma interpretação, isto é, quais as hipóteses 
que são verdadeiras em uma interpretação. O conjunto de declarações é também chamado de base de dados do 
Prolog. Para determinar se uma dada tese, posta na forma de uma pergunta pelo usuário, é ou não verdadeira 
para a interpretação, Prolog usa sua base de dados e aplica suas regras de inferências (sem a necessidade de 
qualquer instrução por parte do programador). 

Itens em uma base de dados do Prolog podem ter duas formas, conhecidas em Prolog como fatos е re- 
gras. (Porém as regras do Prolog são apenas outro tipo de fatos, e não devem ser confundidas com as regras de 
inferência.) 

Os fatos do Prolog permitem definir predicados. Por exemplo, suponhamos que desejemos criar um 
programa Prolog que descreva as cadeias alimentares em uma determinada região ecológica. Devemos come- 
çar com um predicado binário come. Então descreveremos este predicado fornecendo os pares de elementos 
no domínio que tornam come verdadeiro. Portanto, teríamos os fatos 


come(urso, peixe) 
come(urso, raposa) 
come(veado, mato) 


em nossa base de dados. (Os detalhes exatos dos comandos Prolog variam de implementação para implemen- 
tação, portanto daremos aqui apenas o espírito da linguagem através do uso de um pseudocódigo semelhante 
ao Prolog.) Neste exemplo, "urso", "peixe", "raposa", "veado" e "mato" são constantes porque representam 
elementos específicos do domínio. Como o domínio propriamente dito não é especificado, exceto na declara- 
ção dos predicados, neste ponto podemos fazer inferir que o domínio consiste em "urso", "peixe", "raposa", 
"veado" e "mato". E saudável que o usuário mantenha um entendimento e faça um uso consistente dos predicados 


em um programa Prolog. Portanto, 
come(urso, peixe) 


pode ser usado tanto para representar o fato de que ursos comem peixes ou de que peixes comem ursos! Arbi- 
tramos a convenção de que come(x, y) significa "x come y”. 

Podemos incluir descrições de dois predicados unários, animal e planta para a base de dados incluindo 
os fatos 


animal(urso) 
animal(peixe) 
animal(raposa) 
animal(veado) 
planta(mato) 


De posse deste programa Prolog (base de dados), podemos fazer algumas perguntas simples. 


А pergunta 


is(animal(urso)) 
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simplesmente pergunta se o fato animal(urso) está na base de dados. Como este fato está na base de dados, o 
Prolog responderá à pergunta com yes. Outros diálogos com o Prolog poderiam incluir 


is(come(veado,mato)) 
yes 
is(come(urso, coelho)) 


no е 


Perguntas podem incluir variáveis, como mostrado no próximo exemplo. 


А pergunta 
which(x: come(urso,x)) 


produz 
peixe 
raposa 


como resposta. O Prolog respondeu à pergunta procurando em sua base de dados por todos os fatos que se 
ajustassem ao padrão come(urso, x), onde x é uma variável. A resposta "peixe" é dada antes porque as regras 
são percorridas da primeira para a última. . 


As perguntas podem conter os conectivos lógicos and, or e not. 


Dada a base de dados 


come(urso, peixe) 
come(urso, raposa) 
come(veado, mato) 
animal(urso) 
animal (peixe) 
animal(raposa) 
animal(veado) 
planta(mato) 


qual será a resposta do Prolog para a pergunta 
which(x:come(x, y) and planta(y)) . 
O segundo tipo de item em uma base de dados Prolog é uma regra Prolog. Uma regra é uma descrigáo 
de um predicado através de uma implicação. Por exemplo, poderíamos usar uma regra para definir um predi- 
cado para presa: 


presa(x) if come(y, x) and animalfx) 


Isto indica que x é uma presa se for animal que é comido. Se incluirmos esta regra a nossa base de dados, então 
a resposta à pergunta 


which(x: presa(x)) 
teremos a resposta 


peixe 
raposa 


Classes de Horn e Resolução 


Como os fatos e as regras do Prolog se relacionam com o formalismo da lógica de predicados? Podemos des- 
crever os fatos em nossa base de dados pelas wffs 
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C(u, p) 
C(u, r) 
C(v, m) 
A(u) 
A(p) 
A(r) 
A(v) 
P(m) 


e a regra pela wff 
C(y, x) A A(x) = Prix) 


Quantificadores universais são partes explícitas da regra que aparecem em um programa Prolog, mas o Prolog 
trata a regra como sendo quantificada universalmente, 


(Уу)СУх)[Су, x) ^ AQ) — Рг(х)| 


e usa repetidamente nosso Axioma 5 da lógica de predicados para tirar o quantificador universal e permitir que 
as variáveis assumam, a seu tempo, cada valor no domínio. 

Tanto os fatos quanto as regras são exemplos de Cláusulas de Horn. Uma cláusula de Horn é uma wff 
composta por predicados ou as negações dos predicados (com variáveis ou constantes como argumentos) uni- 
dos por disjunções, onde no máximo um predicado não é negado. Portanto o fato 


С(а, 8) 
é um exemplo de cláusula de Horn porque contém um único predicado não-negado. A wff 
[С(у, х)]' v [400]! у Prix) 


é um exemplo de uma cláusula de Horn porque consiste em três predicados unidos pela disjunção onde Pr(x) 
não está negado. Pela lei de De Morgan, ele é equivalente a 


(CO, x) ^ AQ)]' v Pr) 


que, por sua vez, e equivalente a 
Cly, x) ^ А(х)  Pr(x) 


e, portanto, representa uma regra em nosso programa Prolog. 

A regra de inferência usada pelo Prolog é chamada resolução. Duas cláusulas de Horn em uma base de 
dados Prolog sáo resolvidas em uma nova cláusula de Horn se uma delas contiver um predicado náo-negado 
que corresponda a um predicado negado na outra cláusula. A nova cláusula elimina o termo de correspondén- 
cia e fica, entáo, disponível para uso em respostas às perguntas. Por exemplo, 


A(a) 
[A(a)]' v B(b) 


é resolvida para B(b). Isto mostra que o Prolog considera 
(A(a) ^ [A(a) — B(b)]) — B(b) 


como um teorema, o que é uma simples aplicação do modus ponens. Portanto a regra de inferência do Prolog 
inclui o modus ponens como um caso especial. 

Na aplicação da regra de resolução, as variáveis são consideradas como "correspondentes" a qualquer 
símbolo constante. (Isto é uma aplicação repetida do Axioma 5.) Em qualquer nova cláusula resultante, as 
variáveis são substituídas por suas constantes associadas de uma maneira consistente. Portanto, em reposta à 
pergunta "qual x é uma presa", o Prolog procura, na base de dados, por uma regra com o predicado desejado 
Pr(x) como o conseqüente. Ele encontra 


[CO х)]' у |AQ)]' v Prix) 
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Ele então prossegue pela base de dados na busca de outras cláusulas que possam ser resolvidas com esta cláu- 
sula. А primeira dessas cláusulas é o fato E(b,fí). Estas duas cláusulas se resolvem em 


[А(р)]' v Príp) 


(Perceba que a constante p substituiu x em todos os lugares.) Usando esta nova cláusula, ela poderá ser resol- 
vida com o fato A(p) para concluir Pr(p). Tendo alcançado todas as conclusões possíveis da resolução do fato 
C(u, p), Prolog refaz o processo para procurar por outra cláusula a resolver com a aplicação da cláusula da 
regra; desta vez ele encontrará C(u, т). 

Como um exemplo mais complexo de resolução, suponhamos que incluímos a regra 


caçado(x) if presa(x) 

à base de dados. Esta regra, na forma simbólica, é 
[Prol v Hi) 

Que é resolvida com a regra de definição de presa, 
(Сех, I v [AGO] v Prix) 

para chegar à nova regra 


[Cos х)]' v [AO v AG) 


A pergunta 
which(x:caçado(x)) 
usará esta nova regra para concluir 


peixe 
raposa 


Suponha que um programa Prolog contenha as seguintes entradas: 


come(urso, peixe) 
come(peixe, peixinho) 
come(peixinho, alga) 
come(quati, peixe) 
come(urso, quati) 
come(urso, raposa) 
come(raposa, coelho) 
come(coelho, mato) 
come(urso, veado) 
come(veado, mato) 
come(gato-selvagem, veado) 


animal(urso) 
animal(peixe) 
animal(peixinho) 
animal(quati) 
animal(raposa) 
animal(coelho ) 
animal(veado) 
animal(gato-selvagem) 


planta(mato) 
planta(alga) 


presa(x) if come(y, x) and animal(x) 
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Então realiza-se o seguinte diálogo com o Prolog: 
is(animal(coelho)) 
yes 
is(come(gato-selvagem, mato)) 
no 
which(x:come(x, peixe)) 


urso 
quati 


which(x, y:come(x, y) and planta(y)) 


peixinho alga 
coelho mato 
veado mato 


which(x:presa(x)) 


peixe 
peixinho 
peixe 
quati 
raposa 
coelho 
veado 
veado 


Perceba que peixe é listado duas vezes como satisfazendo a ültima pergunta por que o peixe é comido pelo 
urso (fato 1) e pelo quati (fato 3). Analogamente, o veado é comido pelo urso e pelo gato-selvagem. . 


a. Formule uma regra Prolog que defina o predicado predador. 
b. Incluindo esta regra á base de dados do Exemplo 26, qual seria a resposta á pergunta 


which(x:predador(x)) . 
Recursáo 
As regras do Prolog são implicações. Seus antecedentes podem depender de fatos, como em 

presa(x) if come (y, x) and animalfx) 
ou em outras regras como em 

caçado(x) if presa(x) 
O antecedente de uma regra pode também depender da mesma regra, caso no qual a regra é definida em função 
dela mesma. Uma definição em que o item sendo definido é, ele próprio, parte da definição é chamada de 
definição recursiva. 

Como um exemplo, vamos supor que desejamos usar a base de dados ecológica do Exemplo 26 para 
estudar a cadeia alimentar. Podemos definir uma relação binária na-cadeia-alimentar(x, y) que significa "y 


está na cadeia alimentar de x". Isto, por sua vez, pode significar duas coisas: 


1. x come y diretamente 


ou 


2. x come algum animal que come algum animal que come algum animal ... que come у. 
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O caso 2 pode ser reescrito como: 
2. x come z e y está na cadeia alimentar de z. 


O caso 1 simplesmente verifica fatos existentes, mas sem (29, na-cadeia-alimentar não significa nada além de 
come. Por outro lado, (2') sem (1) nos coloca na busca infinita de algum animal que coma algum animal que 
coma algum animal... sem nos dizer quando parar. Definições recursivas sempre precisam de um ponto de 
parada que consista em informações específicas. 

A regra Prolog para na-cadeia-alimentar incorpora (1) e (2) é: 


na-cadeia-alimentar (x, y) if come(x, y) 
na-cadeia-alimentar (x, y) if come(x, z) and na-cadeia-alimentar(z, y) 


Esta é uma regra recursiva, pois define o predicado de na-cadeia-alimentar em termos de na-cadeia-alimen- 
tar. 


Após a inclusão da regra na-cadeia-alimentar à base de dados do Exemplo 26, a seguinte pergunta é feita: 
which(y: na-cadeia-alimentar(urso, y)) 
A resposta é a seguinte (os números foram usados para fins de referência): 


. peixe 
quati 

. raposa 
veado 

. peixinho 
alga 
peixe 

. peixinho 
alga 

. coelho 

. mato 


Roa 


— 
N 


. mato 
O Prolog simplesmente aplica o caso de 


na-cadeia-alimentar(urso, y) if come(urso, y) 


primeiro, obtendo as respostas 1 a 4 diretamente dos fatos come(urso, peixe), come(urso, quati) e assim рог 
diante. Passemos ao caso recursivo 


na-cadeia-alimentar(urso, y) if come(urso, z) and na-cadeia-alimentar(z, y) 


uma correspondência de come(urso, z) ocorre com z igual a "peixe". O Prolog então procura todas as soluções 
para relação na-cadeia-alimentar(peixe, y). Usando primeiro o caso simples de na-cadeia-alimentar, uma cor- 
respondência ocorre com o fato come(peixe, peixinho). Este gera a resposta 5, peixinho. Não há outros fatos 
da forma come(peixe, y), portanto a próxima tentativa é o caso recursivo: 


na-cadeia-alimentar(peixe, y) if come(peixe, z) and na-cadeia-alimentar(z, y) 


Uma correspondência para come(peixe, 2) ocorre com z igual a "peixinho". O Prolog então procura por todas 
as solucóes para a relacáo na-cadeia-alimentar(peixinho, y). Usando o caso simples de na-cadeia-alimentar, 
uma correspondência pode ocorrer com o fato come(peixinho, alga). Isto resulta na resposta 6, alga. Como não 
há outros fatos na forma come(peixinho, y), a próxima coisa a fazer é o caso recursivo 


na-cadeia-alimentar(peixinho, y) if come(peixinho, z) and na-cadeia-alimentar(z, y) 


Uma correspondência para come(peixinho, z) ocorre com z igual a "alga". O Prolog então procura por todas as 
soluções para a relação na-cadeia-alimentar(alga, y). Uma busca em toda base de dados não revela fatos da 
forma come(alga, y) (ou come(alga, z)), portanto nem o caso simples nem o caso recursivo de na-cadeia- 
alimentar(alga, y) pode ser seguido deste ponto em diante. 
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urso eixe 
urso quati 
urso raposa 
urso veado 
urso eixe 
peixe peixinho 


peixinho alga 


Figura 12 


A Fig. 12 mostra a situação neste ponto. O Prolog encontrou um "beco sem saída" com na-cadeia- 
alimentar(alga, y) e fará um retrocesso no caminho de busca. Como não há outros fatos da forma come(peixinho, 
z), a busca por soluções de na-cadeia-alimentar(peixinho, y) termina. Então, por não haver mais outros fatos 
na forma come(peixe, z), a busca por soluções de na-cadeia-alimentar(peixe,y ) também termina. Voltando no 
caminho de busca, existe outra correspondência para come(urso, 7) com z igual a "quati" que gera outro cami- 
nho de busca. e 


No Exemplo 27, uma vez que o Prolog tenha começado a investigar na-cadeia-alimentar(peixe, y), to- 
das as respostas a perguntas que possam ser obtidas pela exploração deste caminho (respostas 5 e б) serão 
geradas antes das demais (respostas 7 a 12). A busca que visa priorizar a exploração até pontos distantes dos 
caminhos e depois voltar por eles, para então percorrer outros caminhos, é chamada de estratégia de busca em 
profundidade. 


Faça o acompanhamento da execução do programa Prolog do Exemplo 27 e explique por que ocorrem as res- 
postas 7 a 12. . 


Uma regra recursiva é necessária quando o predicado sendo descrito é passado de um objeto para o ou- 
tro. O predicado na-cadeia-alimentar tem esta propriedade: 


na-cadeia-alimentar(x, y) А na-cadeia-alimentar(y, z) — na-cadeia-alimentar(x, z) 
Sistemas Especialistas 


Muitas aplicações interessantes vêm sendo desenvolvidas, em Prolog e linguagens semelhantes para progra- 
mação lógica, que reúnem uma base de dados de fatos e regras, e então a usam para gerar conclusões. Tais 
programas são conhecidos como sistemas especialistas, sistemas baseados no conhecimento ou sistemas 
baseados em regras. A base de dados em um sistema especialista tenta retratar o conhecimento ("acumulado 
com a experiência") de um especialista humano em alguma área particular do conhecimento, incluindo os fatos 
sabidos pelo sujeito e seus métodos de obtenção de conclusões destes fatos. O sistema especialista não apenas 
simula a ação de um humano, mas pode ser questionado a fim de indicar por que tomou certas decisões ao 
invés de outras. 

Alguns sistemas especialistas vêm sendo construídos a fim de simular diagnósticos de médicos especi- 
alistas a partir de sintomas de pacientes, decisões de um gerente de fábrica sobre o controle de válvulas em 
uma fábrica química baseado nas leituras dos sensores, decisões de um comprador de roupas para uma butique 
baseado em pesquisas de mercado, a escolha feita por um consultor ao fazer a especificação da configuração 
de um sistema de computadores baseado nas necessidades do consumidor, e diversas outras. O desafio de fa- 
Zer os sistemas especialistas reside em extrair todos os fatos pertinentes e regras do especialista humano. 


Prova de Correção 


As páginas anteriores mostraram como a lógica de predicados pode ser usada como base para toda uma lin- 
guagem de programação. A lógica de predicados é também útil na verificação formal da correção de progra- 
mas escritos em linguagens de programação mais tradicionais (procedurais). 

A verificação do programa tenta garantir que um programa de computador está correto. "Correção" 
tem uma definição mais limitada do que tem no uso do dia-a-dia. Um programa está correto se o seu compor- 
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tamento está de acordo com as especificações. No entanto, isto não necessariamente indica que o programa 
resolve o problema para o qual foi projetado para resolver; as especificações do programa podem não estar de 
acordo com ou não prever todos os aspectos das necessidades do cliente. Validação do programa, que não 
discutiremos, tenta garantir que o programa atinja as necessidades originais do cliente. Em um projeto de de- 
senvolvimento de um grande programa, "program V & У" foi considerado tão importante que um grupo de 
pessoas separadas dos programadores pode ser designado para realizar esta tarefa de validação. 

A verificação de programas pode ser abordada informalmente, através de testes do programa ou formal- 
mente, através da prova de correção. Os testes de programa buscam mostrar que, para valores de entrada 
particulares produzem valores de saída aceitáveis. A tarefa de testar programas é checar a performance do 
programa em um largo e representativo conjunto de valores de entrada; em geral, testar para todos os valores 
de entrada não é possível. A prova de correção usa as técnicas da lógica formal para provar que, dada quais- 
quer variáveis de entradas que satisfaçam determinados predicados ou propriedades, as variáveis de saída pro- 
duzidas pela execução do programa satisfazem outras propriedades especificadas. 

Para distinguir entre a prova de correção e o teste de um programa, considere o seguinte programa para 
calcular o tamanho c da hipotenusa de um triângulo retângulo, dados os valores positivos a e b de seus catetos. 
Para provar que o programa está correto devemos estabelecer que sempre que a e b satisfazem os predicados 
а> дер > 0, então após a execução do programa, o predicado a? + b^ = c^ é satisfeito. Testar este programa 
exigiria que tomássemos diversos valores específicos para a e b, computássemos o valor de c e verificássemos 
se a” + b’ é igual a c? para cada caso. 

Descrevendo a prova de correção mais formalmente, denotemos por X um conjunto arbitrário de valores 
de entrada de algum programa ou trecho de programa P. O conjunto correspondente de valores-saída Yé pro- 
duzido a partir de X por quaisquer transformações que P realize nos dados. Denotaremos essas transformações 
por Ү = Р(Х). Um predicado О descreve as condições que os valores de entrada devem satisfazer. Por exem- 
plo, se um programa se destina a achar a raiz quadrada de um número positivo, temos um valor de entrada, x, 
e Q(x) deve ser "x > 0". Um predicado К que descreve as condições que os valores de saída devem satisfazer. 
Essas condições sempre envolverão também os valores de entrada; portanto, em nosso caso da raiz quadrada, 


n. 


se y for o único valor de saída, então desejamos que R(x, y) seja "у = х". O programa P será correto se 


(VQ — RIX, POO]) (1) 


Vamos abreviar (1) por 


(Q)P(R] 2) 


Esta notação sugere que Q e R são comentários de programa não-executáveis, mas tenhamos em mente que (2) 
representa uma implicação que precisa ser válida para todo X. A condição Q é chamada de pré-condição para 
o programa P, a condição R é a pós-condição. 

Ao invés de simplesmente termos um predicado inicial e um predicado final, um programa ou trecho de 
programa é dividido em comandos individuais s; com os predicados inseridos antes e depois. Esses predicados 
são chamados de asserção por fazerem exigências sobre o que deve ser verdadeiro a respeito das variáveis de 
programas nos diversos pontos do mesmo. Portanto, há uma série de asserções, O, Rj, Rz..., R,. P está prova- 
velmente correto se as seguintes implicações forem válidas: 


(Qs (R.] 
(R,]5,(R3] 
(RS UR] 


(Rs, {R} 


As asserções intermediárias são normalmente obtidas trabalhando-se da assergáo de saída R para trás. Quando 
as asserções intermediárias tiverem sido decididas, as implicações podem ser provadas usando-se um sistema 
de lógica formal de axiomas e regras de inferência. 


O Axioma da Atribuição 


Suponha que o comando s; seja um comando de atribuição da forma x : = e, isto é, a variável x recebe o valor 
de e, onde e é alguma expressão. E aceito como axioma que a implicação 


(RS ARA 


Pn Gg 


é válida se R; for o predicado Ё; com e substituído em todos os pontos de x. Em forma abreviada, o axioma 
da atribuicáo é 
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Axioma da Atribuição 
(Rx: =: 
onde {Rž} significa "substitui e por x em R”. 


Se o comando do programa é x: = x— 1 e a asserção após este comando é x > 0, então a asserção antes deste 
comando deve ser x — 1 > 0. Escrevendo a pré-condição e a pós-condição como comentários de programa, o 
trecho de programa 


{Х- 150) 
Xsmx 
[x^0] 


está correto por causa do axioma da atribuição. 
Isto realmente funciona? Para todo x, sex — 1 > 0 antes do comando ser executado (perceba que isto 
significa que x ^ 1), entáo após o comando o valor de x é reduzido a 1, neste caso x > 0. 


De acordo com o axioma da atribuição, qual a pré-condição do seguinte trecho de programa? Explique por que 
funciona. ° 


{pré-condição} 
ERREZ 


{х = y) 5 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa para trocar os valores de x e y: 


temp := X; 
х:=у; 
У := temp; 


No início deste trecho de programa, x е у têm certos valores. Portanto, devemos expressar а pré-condição como 
х= ае у = b. A pós-condição desejada é, então, x = b e у = a. Usando o axioma da atribuição, podemos 
trabalhar de trás para frente, da pós-condição para a pré-condição para encontrar as asserções anteriores: 


[y = bxz-a] 

temp: =X; 

{у =b, temp = a) 

х:= у; 

{x = b, temp = a] 

y: = temp; 

{x = by = а) 
A primeira asserção está de acordo com a pré-condição; o axioma da atribuição, aplicado repetidamente, asse- 
gura, então, que o trecho de programa está correto. . 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condigáo mostradas: 


[x23] 

vi= 4; 

Zi=X+); 

{2 = 7) e 


Algumas vezes a pré-condição de um trecho de programa é trivialmente verdadeira, como mostrado no 
próximo exemplo. 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa para computar y 2 x — 4. 


y:2x; 
ур=у-4; 
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EXEMPLO 31 


Neste caso a pós-condição desejada é y = x — 4. Usando o axioma do fim para o início, a partir da pós-condi- 
ção, obtemos 


(x —4-2x— 4) 
у= ух; 

(у= 4=x-4) 
yi y 4; 
ly=x- 4) 


A pré-condição é sempre verdadeira; por isso, pelo axioma da atribuição, cada asserção seguinte, incluindo a 
pós-condição, é verdadeira. . 


A Regra Condicional 
Um comando condicional é um comando de programa da forma 


if condição B then 


Quando este comando é executado, uma condição B, que é ou verdadeira ou falsa, é avaliada. Se B for verda- 
deira, o trecho Р; do programa é executado, mas se В for falsa, o trecho Р» do programa é que é executado. 

Lembremos que determinar a correção de qualquer comando s; do programa envolve provar que a impli- 
cação 


(0) s; {К} 
é verdadeira, onde О е R são a pré-condição e a pós-condição, respectivamente, рага o comando. Se s; é um 


comando condicional, então uma regra condicional de inferêneia pode ser usada para provar esta implicação. 


Regra Condicional de Inferência 
A implicação 


(QIs(R) 


onde s;é o comando condicional 


if condicáo B then 


Р, 
else 


P; 
pode ser inferida de 


{Q ^ BIP {R} 


* (QAB']P.(R) 


Verifique a correção do trecho de programa abaixo com a pré-condição e pós-condição mostradas: 


{п = 5] 
if n >=10 then 
у; = 100 
else 
yi=n +1; 
{у = 6} 


Aqui a pré-condição é п = 5, е a condição В a ser avaliada é п > = 10. А fim de aplicar a regra condi- 
cional, devemos provar que 


(n=5Senz10)y:= 100 (y = 6} 
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é válida. Esta implicação é verdadeira porque seu antecedente, n = 5 е п 7 10, é falso. Precisamos ainda mostrar 
que 

m=5en<l0)y:=n+1(y=6) 
é válida. Trabalhando de trás para frente, temos 

{n+ 1=60un=5) 

уг= n + 1; 
Portanto 

(n = 5y- п+1 {y =6} 
é verdadeira pelo axioma da atribuição e portanto 


{п = Sen< 10}у=п+ 1 {у= 6) 


é verdadeira. А regra condicional nos permite concluir que o trecho do programa está correto. . 
PRÁTICA 26 Verifique a correção do trecho de programa abaixo com a pré-condição e a pós-condição mostradas: 
к= 4j 
ifx < 5 then 
у:=х-1 
else 
у:=7; 
{у =3) : 


EXEMPLO 32 Verifique a correção do seguinte trecho de programa para computar max(x, y), o maior dentre dois valores x e 


y. 
ifx >=y then 
max = х 
else 
max: =y; 


A pós-condição desejada reflete a definição de um máximo (x = y e max = x) ou (x < y e тах = y). As duas 
implicações a serem provadas são 


(x = y) max := x ((x = y e max = x) ou (x < y e max = y)) 


l 


ix < y} max := y (x > y e max = x) ou (x < y e max = y)) 


Cada qual é verdadeira pelo axioma da atribuição. (No primeiro caso, por exemplo, o axioma da atribuição 
nos diz que algo da forma E v F — C é verdadeiro, portanto vale que E — Ce E é equivalente a x = y.) A regra 
condicional assegura, então, que o trecho do programa está correto. . 


No próximo capítulo veremos como verificar a correção de um comando de laço, onde a execução de 
uma seção de código pode ser repetida diversas vezes. 

Como vimos, a prova de correção envolve uma porção de trabalho detalhado. É uma ferramenta difícil 
de ser aplicada a programas grandes que já existam. É muito mais simples provar a correção enquanto o pro- 
grama estiver sendo desenvolvido. Além disso, a lista de asserções do início ao fim especifica a conduta dese- 
jada do programa, e pode ser usada desde o início em sua concepção. Além disso, as asserções servem como 
uma documentação de valor após o término do programa. 
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Revisão da Seção 15 


Técnicas 


e Formulação de fatos e regras na forma do Prolog 

* Formulação de perguntas na forma do Prolog 

* Determinação das respostas a uma pergunta usando uma base de dados Prolog 

* Verificação da correção de um trecho de programa que inclua comandos de atribuição 
* Verificação da correção de um trecho de programa que inclua comandos condicionais 


Idéias Principais 


Uma linguagem declarativa incorpora predicados, conectivos lógicos e regras de inferência para chegar a te- 
ses a partir das hipóteses sobre uma determinada interpretação. 

Os elementos deste tipo de linguagem são baseados na lógica de predicados ao invés das instruções que reali- 
zam um algoritmo. 


Um sistema de lógica formado de axiomas e regras de inferência pode ser usado para provar a correção de 
trechos de programas. 


Exercícios 15 


(Nota: Nos Exercícios 14, 15, 17 e 20, o * denota multiplicação.) 
Os Exercícios de 1 a 6 referem-se à base de dados do Exemplo 26; encontre os resultados das perguntas em 
cada caso. 


1. is(come(urso, peixinho)) 
2. is(come(raposa,coelho)) 
*3. which(x:come(quati, x)) 
4. which(x:come(x, mato)) 
5. which(x:come(urso,x) and come(x, coelho)) 
6. which(x:presa(x) and not(come(raposa, x))) 
*7. Formule uma regra Prolog que defina "herbívoro" a fim de incluí-la à base de dados do Exemplo 26. 
8. Se a regra do Exercício 7 for incluída na base de dados do Exemplo 26, qual será a resposta à pergunta 
which(x:herbívoro(x)) 


9. Declare uma base de dados Prolog que forneça informações sobre estados e suas capitais. Algumas cida- 
des sáo grandes, outras pequenas. Alguns estados estáo ao sul, outros ao norte. 
a. Escreva uma pergunta para achar todas as cidades capitais. 
b. Escreva uma pergunta para achar todos os estados cujas capitais sejam cidades pequenas. 
c. Escreva uma pergunta para achar todos os estados ao norte cujas capitais sejam grandes cidades. 
d. Formule uma regra para definir as cidades cosmopolitas como as cidades grandes que sejam capitais 
dos estados do sul. 
e. Escreva uma pergunta para achar todas as cidades cosmopolitas. 


x10. Suponha que exista uma base de dados Prolog que forneça informações sobre autores e os livros que es- 
creveram. Os livros serão classificados como ficção, biografia ou referência. 

Escreva uma pergunta para verificar se Chico Buarque escreveu Estorvo. 

b. Escreva uma pergunta para achar todos os livros escritos por Paulo Coelho. 

c. Formule uma regra para definir autores de livros não-ficção. 

d. Escreva uma pergunta para achar todos os autores de livros não-ficção. 


S 


11. 


12. 


* 13. 


14. 


15. 


16. 


*17. 


18. 


* 19. 
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Suponha que exista uma base de dados Prolog que dê informações sobre uma família. Os predicados ho- 
mem, mulher e pais-de (que indica se se trata do pai ou da mãe de um elemento) foram incluídos. 

a. Formule uma regra para definir pai-de. 

b. Formule uma regra para definir filha-de. 

c. Formule uma regra recursiva para definir ancestral-de. 


Suponha que exista uma base de dados Prolog que forneça informações sobre as partes que compõem um 
motor de automóvel. Os predicados grande, pequena, parte-de são fornecidos. 

a. Escreva uma pergunta que encontre todos os itens pequenos que são partes de outros itens. 

b. Escreva uma pergunta que encontre todos os itens grandes que têm subitens pequenos. 

c. Formule uma regra recursiva para definir componente-de 


De acordo com o axioma da atribuição, qual a pré-condição do seguinte trecho de programa? Explique 
por que ele funciona. 


(pré-condicáo] 
x =x+1; 
{x = y 1} 


De acordo com o axioma da atribuição, qual a pré-condição do trecho de programa a seguir? Explique por 
que ele funciona. 


{ргё-сопаіс̧ӣо } 
x= 2*x; 
(x*y] 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condição mostradas. 


{ х=1} 
y:= x+ 3; 
y:=2*y; 

{у = 8) 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com а pré-condição e pós-condição mostradas. 


{х>0} 
у= x + 2; 
z:=y+ Ц 
(z>3) 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condição mostradas: 


v=x(x- 1); 
у= x- l; 
y:=x*y; 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condição mostradas. 
у:= 2x+ 1: 


Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condição mostradas. 


{у 20j 
if y < 5 then 
y:=y+ 1 
else 
v:=5; 


{у = 1} 
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Terminologia 


20. Verifique a correção do seguinte trecho de programa com a pré-condição e pós-condição mostradas. 


ix = 7} 
if x <= 0 then 
vix 
else 
y:z2*x; 
D= 14) 


21. Verifique a correcáo do trecho de programa a seguir para computar min(x, y), o menor dentre dois valores 


xev 


ifx <= y then 


min:=x 
else 
min := v; 


22. Verifique a correção do seguinte trecho de programa para computar |x , o valor absoluto de x: 


if x>= 0 then 
abs := x 

else 
abs := —x; 


Revisáo do Capítulo 


algoritmo 
antecedente 
argumento válido 
asserção 

axioma 

axioma da atribuição 
busca em profundidade 
cláusula de Horn 
comando 

comando condicional 
conectivo binário 
conectivo unário 
conjunção 
conseqüente 
contradição 

cálculo predicado 
cálculo proposicional 
dedução 

definição recursiva 
disjunção 

domínio 

dual de uma equivalência 
equivalência 

escopo 

esquema de axioma 
fato Prolog 

fator 

fórmula bem-formulada (wff) 
generalização 
hipótese 

implicação 
interpretação 

lei de De Morgan 
linguagem declarativa 
linguagem descritiva 


linguagem procedural 

lógica de sentenças 

lógica de predicados 

lógica proposicional 

modus ponens 

modus tollens 

negação 

ocorrência ligada (de uma variável) 
ocorrência livre (de uma variável) 
parcela 

predicado 

predicado binário 

predicado n-ário 

predicado ternário 

predicado unário 

programa correto 

proposição 

prova 

prova de correção 

prova de segiiência 
pré-condição 

pseudocódigo 

pós-condição 

quantificador existencial 
quantificador universal 

regra Prolog 

regra condicional de inferência 
regra de inferência 

regra recursiva 

resolução 

sistema especialista 

sistema formal completo 
sistema formal correto 
sistemas baseados em regra 
sistemas baseados no conhecimento 


tabela-verdade 
tautologia 

teorema 

tese 

teste do programa 
validação do programa 
variável ligada 
variável livre 
verificação do programa 
wff predicativa 

wff proposicional 

wff válida 

wffs equivalentes 
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Auto-Testes Responda às seguintes respostas com verdadeiro ou falso sem consultar o capítulo. 


Seção 1.1 


. Uma contradição é qualquer wff proposicional que não é uma tautologia. 

A disjunção de qualquer wff proposicional com uma tautologia tem o valor-verdade verdadeiro. 

O Algoritmo TestaTautologia determina se qualquer wff proposicional é ou não uma tautologia. 

Wffs proposicionais equivalentes têm a mesma tabela-verdade para todas as atribuições de valores-ver- 
dade a suas componentes. 

5. Uma das leis de De Morgan diz que a negação da disjunção é a disjunção das negações (das parcelas). 


PLN 


Seção 12 


6. Uma wff predicativa que comece com um quantificador universal é universalmente verdadeira, isto é, é 
verdadeira em todas as interpretações. 
7. Na wff predicativa (Vx)P(x. v), у é uma variável livre. 
8. Algumas wffs predicativas podem não ter valor-verdade em algumas interpretações. 
9. O domínio de uma interpretação consiste em valores para os quais a wff predicativa nessa interpretação é 
verdadeira. 
10. Uma wff predicativa não tem interpretação na qual seja falsa. 
S 


Seção 13 


11. O modus ponens permite que qualquer wff proposicional seja derivada dos axiomas. 

12. A lógica proposicional é completa porque toda tautologia é um teorema. 

13. Uma argumento válido é um argumento no qual a conclusão é sempre verdadeira. 

14. O método de dedução permite o uso de hipóteses como passos adicionais na sequência de demonstração 
da tese. 

15. Todo axioma da lógica proposicional é uma tautologia, mas nem toda tautologia é um axioma. 


Seção 14 


16. Os axiomas da lógica de predicados permitem que quantificadores existenciais e universais sejam inclu- 
ídos ou removidos durante a sequência de demonstração. 

17. Um dos axiomas da lógica de predicados diz que "para todo, não” é o mesmo que "não é verdade que 
exista um”. 

18. Todo teorema da lógica proposicional é também um teorema da lógica de predicados. 

19. Uma wff predicativa que não é válida não pode ser um teorema na lógica de predicados. 

20. A generalização deve ser usada o mais cedo possível em uma seqüéncia de demonstração. 


Seção 1.5 


21. Uma regra Prolog descreve um predicado. 

22. O modus ponens é um caso especial da resolução do Prolog. 

23. Um programa provavelmente correto sempre dá as respostas certas a um dado problema. 

24. Se uma asserção após uma atribuição é y > 4, então a pré-condição precisa ser y = 4. 

25. A prova de correção envolve o desenvolvimento cuidadoso de conjuntos de dados para testes. 


No Computador 


Para os Exercícios 1 a 5, escreva um programa que produza a saída desejada para uma dada entrada. 


1. Entrada: Valores-verdade para os dois símbolos proposicionais A e B 
Saída: Valores-verdade correspondentes (devidamente rotulados, naturalmente) para 


A^B,AvB,A В,А © В, А’ 


2. Entrada: Valores-verdade para os dois símbolos proposicionais А е В 
Saída: Valores-verdade correspondentes para as wffs 


AB' e B'A[Av(A^B)] 
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. Entrada: Valores-verdade para os dois símbolos proposicionais A, B e С. 


Saída: Valores-verdade correspondentes para as wffs 


Av(BAC)—-5SB' e AvC'e(AvCy 


. Entrada: Valores-verdade para os trés símbolos proposicionais A, B e C e uma representacáo de uma wff 


proposicional simples. Símbolos especiais podem ser usados como conectivos lógicos, e pode também ser 
usada a notacáo pós-fixa; por exemplo, 


ABACv para (АлВ)у С 
ou 
A'B^ para (A'AB) 


Saída: Valores-verdade correspondentes para as wffs 


. Entrada: Uma representacáo de uma wff simples, como no exercício anterior 


Saída: A decisão de se a wff é ou não uma tautologia 


‚ Se você tiver uma versão disponível do Prolog, entre a base de dados do Exemplo 26 e realize as perguntas 


indicadas lá. Além disso, inclua a regra recursiva na-cadeia-alimentar e realize a pergunta 


which(y:na-cadeia-alimentar(urso, y)) 


Demonstrações, 
Recursão e 
Análise de 
Algoritmo 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, você estará apto a: 


Realizar demonstrações de conjecturas, usando técnicas de 
demonstração direta, demonstração por contraposição e 
demonstração por contradição 


Reconhecer quando uma demonstração por indução é apropriada, 
e realizar uma demonstração deste tipo, usando a indução fraca ou 
a indução forte 


Compreender definições recursivas para certas sequências, coleção 
de objetos e operações sobre objetos 


Escrever definições recursivas de sequências, coleções de objetos e 
operações sobre objetos 


Entender como algoritmos recursivos são executados 


Escrever algoritmos recursivos para gerar sequências definidas 
recursivamente 


Encontrar o termo geral para certas relações de recorrência 


Trabalhar com demonstrações matemáticas da correção de 
programas que usam comandos de repetição. 


A demonstração de teoremas "de verdade" normalmente não é feita 
de maneira tão formal como nos sistemas lógicos do Cap. 1. E útil dis- 
por de um arsenal de técnicas para desenvolver uma demonstração. 
Provas diretas, provas por contraposição e provas por contradição se- 
rão examinadas na primeira seção deste capítulo. A Seção 2.2 aborda 


Seção 2.1 


a indução matemática, uma técnica de demonstração muito utiliza- 
da na ciência da computação. 

A Seção 2.3 discute a recursão, que está intimamente relacionada 
com a indução matemática e é importante para expressar muitas de- 
finições e até mesmo algoritmos. Algumas sequências definidas recur- 
sivamente podem também ser definidas por uma fórmula; encontrar 
esta fórmula envolve a solução de relações de recorrência, e a indu- 
ção é usada para verificar que a fórmula é correta. 

A Seção 2.4 explora a utilização de relações de recorrência para 
determinar a quantidade de trabalho necessária para executar um al- 
goritmo. Ela ainda se vale da lógica formal (bem como da indução) 
para verificar a correção de programas de computadores. 


Técnicas de Demonstração 


Teoremas 


Resultados matemáticos geralmente são expressos como teoremas da forma "se P, então Q” ou P — О, onde 
Pe Q podem representar sentenças compostas. Em um teorema desta forma, tentamos deduzir Q de P, usando 
axiomas e regras de inferência lógica. Se for possível usar somente axiomas da lógica pura (verdadeira em 
todas as interpretações), então o teorema também é verdadeiro para todas as interpretações. Nesse caso, o te- 
orema é verdadeiro por causa da sua forma e estrutura, e não por causa do seu conteúdo ou pelo significado 
das partes que o compõem. 

Entretanto, nós geralmente desejamos demonstrar teoremas cujo significado é importante, porque esta- 
mos trabalhando um tema em particular — algoritmos gráficos, álgebra booleana, teoria de compiladores, ou 
o que quer que seja. Neste caso, podem-se usar como axiomas sentenças que, embora não universalmente válidos, 
são fatos sobre o assunto em questão, como definições e teoremas previamente demonstrados. Tentaremos 
deduzir О de P, utilizando uma seqüéncia lógica de passos que começam em P e terminam em О; cada passo 
da segiiência é ou P, um axioma lógico, um axioma específico, ou um passo que pode ser logicamente inferido 
de passos anteriores da segiiência. 

Pode não ser fácil reconhecer qual assunto específico será útil para preparar uma segiiência de passos 
que levem logicamente de Р até О. Infelizmente não existe fórmula para construir demonstrações e nem algo- 
ritmos gerais ou programas para demonstrarem teoremas. A experiência é sempre útil, não apenas porque 
melhoramos com a prática, mas também porque a forma de demonstração utilizada para um teorema pode, às 
vezes, ser modificada para ser usada na demonstração de um teorema semelhante. Com o estudo contínuo do 
assunto, o seu elenco de resultados que podem ser usados na demonstração de teoremas aumenta. Um dos 
objetivos deste livro é ajudá-lo a acumular alguns destes resultados teóricos relacionados à ciência da compu- 
tação. 

Teoremas são geralmente expressos e demonstrados de um modo menos formal do que nas lógicas 
proposicional e de predicados vistas no Cap. 1. Por exemplo, um teorema pode conter um resultado sobre to- 
dos os objetos do domínio de interpretação, isto é, o assunto em questão. Neste caso, a expressão formal do 
teorema poderá começar com pelo menos um quantificador universal; por exemplo, poderia ser algo como 
(Vx) [PG — Q(x)]. Este resultado poderia ser informalmente escrito como Р(х) — Q(x). Se podemos provar 
que Р(х) — Q(x), onde x é tratado como um elemento arbitrário do domínio, nós teremos então provado que 
( V x) [P(x) — O(x)]. (Este resultado faz uso da regra da generalização da lógica de predicados, discutida na 
Seção 14.) 

Consideremos um outro exemplo: podemos saber que todos os objetos em um certo domínio têm algu- 
mas propriedades; ou seja, algo da forma ( V x)P(x) pode ser considerado como um axioma específico. Uma 
demonstração informal pode ser obtida com a seguinte colocação: "Seja x um elemento do domínio. Então x 
tem a propriedade P". (Formalmente estamos fazendo uso do Axioma 5 da lógica predicativa, ( V x)P(x) — 
Р(х), junto com a hipótese ( V x)P(x) e o modus ponens para concluir Р{х). No entanto, toda esta justificativa 
formal é quase sempre omitida.) 

Analogamente, demonstrações não são, em geral, escritas com justificativas formais para cada passo. 
Em vez disso, os passos importantes e a idéia que está por trás deles são delineados por uma narrativa. Tal 
narrativa, entretanto, pode ser traduzida para uma demonstração formal, se necessário. De fato, o valor de uma 
demonstração formal decorre do fato de ela funcionar como uma espécie de seguro — se uma demonstração 


EXEMPLO 1 


PRÁTICA 1 


EXEMPLO 2 
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na forma de uma narrativa não pode ser traduzida para uma prova formal, ela deve ser vista com uma boa dose 
de desconfiança. 

Antes de discutirmos a demonstração de teoremas, vamos especular um pouco. Infelizmente, o leitor 
deste livro está diante de um resultado estático referente a um processo dinâmico, e não pode compartilhar da 
aventura de desenvolver novas idéias. O livro pode afirmar "Prove o seguinte teorema”, e o leitor irá saber se 
o teorema é verdadeiro; mais adiante, ele será colocado, talvez, em sua forma mais bem preparada. O pesqui- 
sador, por sua vez, não irá adquirir repentinamente uma visão sobre qual deve ser a redação perfeita para um 
teorema, juntamente com a certeza absoluta de que ele é verdadeiro. Tudo que ele deve fazer é trabalhar para 
encontrar a demonstração. Antes que se chegue ao final da demonstração de um teorema, uma combinação de 
raciocínios indutivos e dedutivos é utilizada. 

Suponha que você é um pesquisador tentando formular e demonstrar um teorema, e que examinou um 
elenco de casos nos quais se Р é verdadeiro, então О também é verdadeiro. (Por exemplo, você pode ter exa- 
minado sete ou oito inteiros divisíveis por 6, e constatou que estes inteiros também são divisíveis por 3.) 
Com base nesta experiência, você pode conjecturar: Se P, então Q (se um inteiro é divisível por 6, então ele 
também é divisível por 3). Quantos mais casos você encontrar nos quais Q resulta de P, mais confiante você 
estará em sua conjectura. Este passo ilustra o raciocínio indutivo, construindo uma conclusão baseada em 
experiência. 

Não importa o quanto a conjectura pareça confiável, você não ficará satisfeito até que tenha aplicado a 
ela o raciocínio dedutivo. Neste processo, você tenta verificar se sua conjectura é verdadeira ou falsa. Você 
pode elaborar a prova de que P — О (construindo um teorema), ou então encontrar um exemplo que contrarie 
sua conjectura. (Nós usamos o raciocínio dedutivo na lógica predicativa quando provamos que uma wff é um 
teorema, ou encontramos uma interpretação na qual a wff é falsa.) 

Freqüentemente é difícil decidir qual das duas abordagens vocé deverá seguir — demonstrar ou negar a 
conjectura! Suponha que vocé decida tentar negá-la. Vocé irá procurar um exemplo no qual P é verdadeiro, 
mas Q é falso — vocé procurará por um contra-exemplo para a sua conjectura. Um ünico contra-exemplo é 
suficiente para negar a conjectura. Entáo, vocé pode refutar a sua conjectura simplesmente encontrando um 
inteiro divisível por 6 mas não por 3. Se nossa conjectura for verdadeira, tal inteiro não existe. É claro que o 
fato de procurarmos por um contra-exemplo sem achá-lo não constitui prova de que a conjectura é verdadei- 
ra. 


Considere a sentença "Todo inteiro menor que 10 é maior que 5", ou, expresso em uma implicação "Se um 
inteiro é menor que 10, então ele é maior que 5". Um contra-exemplo para esta implicação é o inteiro 4. Qua- 
tro é menor do que 10, porém não é maior do que 5. É claro que existem outros contra-exemplos, porém um é 
suficiente para negar a afirmação. . 


Forneça contra-exemplos para as seguintes sentenças: 
a. Todos os animais que vivem nos oceanos sáo peixes. 
b. As entradas para um programa de computador são sempre fornecidas através do teclado. . 


Métodos de Abordagem 


Suponha que você decida provar sua conjectura P — Q. Ainda que um simples contra-exemplo seja suficiente 
para refutar a conjectura, em geral muitos exemplos não provam a suposição — eles simplesmente fortalecem 
sua inclinação a procurar uma demonstração. A única exceção desta situação ocorre quando você está fazendo 
uma asserção sobre uma coleção finita. Neste caso, a asserção pode ser provada verdadeira desde que se mos- 
tre ser verdadeira para cada um dos elementos da coleção. Por exemplo, a asserção "Se um inteiro entre 1 e 20 
é divisível por 6, então ele também é divisível por 3" pode ser provada, mostrando-se simplesmente para os 
inteiros divisíveis por 6 entre 1 e 20. 


Demonstração Direta 


No caso geral, como podemos demonstrar que P — Q é verdadeira? A abordagem óbvia é a demonstração 
direta — assume-se a hipótese Р como verdadeira e deduz-se a tese О. 


Nós iremos dar uma demonstração direta para o exemplo dado como teorema. "Se um inteiro é divisível por 6, 
então ele também é divisível por 3." O teorema faz uma afirmação sobre um inteiro arbitrário, sua forma é: 


( V x) (x divisível por 6 > x divisível por 3) 
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PRÁTICA 2 


EXEMPLO 3 


EXEMPLO 4 


onde o domínio de interpretação é entendido como sendo os inteiros. Vamos então representar por x um intei- 
ro arbitrário e provar 


x divisível por 6 — x divisível por 3 
Para desenvolver a demonstração, assumimos que a hipótese de que x é divisível por 6 é verdadeira, e então 
deduzimos que a tese x é divisível por 3 também é verdadeira. Nós temos que utilizar a definição de divisibi- 


lidade — а é divisível por b, se a é igual ao produto de um inteiro por b — e também outras propriedades 
aritméticas. 


Hipótese: x é divisível por 6 


x = k .6 para algum inteiro k (definição de divisibilidade) 

6=2.3 (fato numérico) 

x=k2.3) (substituição) 

x=(k.2)3 (associatividade do produto) 

k.2 é um inteiro (fato conhecido dos inteiros) 

Conclusão: x é divisível por 3 (definição de divisibilidade) . 


Note que um dos nossos primeiros passos no Exemplo 2 foi identificar claramente a hipótese e a tese, 
não só o que elas são em palavras, mas o que elas realmente significam, pela aplicação de definições apropri- 
adas. Se não entendemos claramente o que nós temos (a hipótese) e o que nós desejamos (a tese), não podemos 
esperar construir um elo de ligação entre uma e outra. Esta é a razão da importância de se conhecer definições. 


Forneça uma demonstração direta para o teorema "Se um inteiro é divisível por 6, então duas vezes o inteiro 
é divisível por 4". Mostre cada passo para se ir da hipótese à tese. . 


Uma demonstração direta de que o produto de dois pares é par é: Sejax = 2m e y = 2n, com т e п inteiros. 
Então xy = (2m)QGn) = 2(2mn), onde 2mn é um inteiro. Então xy é da forma 2k, onde k é um inteiro, logo xy 
é par. 

Esta prova é menos formal do que a do Exemplo 2; ela não indica a hipótese explicitamente e faz uso 
implícito da definição de um inteiro par. Entretanto, a prova seria perfeitamente aceitável na maioria das cir- 
cunstâncias. ° 


Contraposição 

Se você tiver tentado assiduamente, mas falhado, produzir uma demonstração direta de sua conjectura P — Q, 
e ainda sente que a conjectura é verdadeira, você deve tentar algumas variantes da técnica de prova direta. Se 
você pode demonstrar o teorema Q' — Р', pode concluir que P — Q pelo uso da tautologia (Q' — P) > (P — Q} 
Q'— P'é a contrapositividade de P — 0. A técnica para demonstrar que P — Q construindo uma prova 


direta de Q' — P' é chamada de demonstração por contraposição. Já vimos demonstrações diretas, de forma 
que a única idéia nova aqui é a aplicação da contrapositividade. 


А 


А contrapositividade do teorema "Se um inteiro é divisível por 6, então ele também é divisível рог 3" é "Se um 
inteiro não é divisível por 3, então ele também não é divisível por 6". A forma mais fácil de provar este teore- 
ma é a demonstração direta dada no Exemplo 2, porém a demonstração por contraposição também é possível. 
Hipótese: x não é divisível por 3 

x Æ k- 3 para algum inteiro k (Esta é a negação de divisibilidade por 3.) 

х % (2k )3 para algum inteiro k; (2k; pode ser um inteiro k, definido acima.) 

x т k, (2 - 3) para algum inteiro k; (propriedade da multiplicação) 


x з К, - брага algum inteiro k; (fato numérico) 


Conclusão: x não é divisível por 6 (negação da divisibilidade por 6). ° 


PRÁTICA 3 


EXEMPLO 5 


EXEMPLO 6 


PRÁTICA 4 


EXEMPLO 7 
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Escreva a contraposição para cada sentença da Prática 3 do Cap. 1. 


Demonstre que se o quadrado de um número é ímpar, então o número também é ímpar. 
EV Z 4 ~ S . 
O teorema é nº ímpar — n ímpar. Nós faremos a demonstração por contraposição, ou seja, demonstrare- 
mos que n par — rr par. Seja n par. Então rr - n(n) é par pelo Exemplo 3. ° 


A Prática 7 do Сар. 1 mostrou que as wffs А — B e B — A não são equivalentes. B —> A é a recíproca 
de A — B. Se uma implicação é verdadeira, a sua recíproca pode ser verdadeira ou falsa. Portanto, não pode- 
mos demonstrar P — Q a partir do resultado Q — P. 


Z 


А implicação "Sea > 5 então a > 2" é verdadeira, no entanto a sua recíproca "Se a > 2 então a > 5" é falsa. 


Escreva a recíproca de cada sentença da Prática 3 do Cap. 1. ° 


Teoremas são, por diversas vezes, enunciados na forma: P se, e somente se, Q, significando P se Q e P 
somente se О, ou Q — P e P — Q. Para demonstrar um teorema como esse, deve-se demonstrar tanto uma 
implicação como a sua recíproca. Lembre-se de que qualquer teorema do tipo "se e somente se” requer uma 
demonstração em ambas as direções. 


Demonstre que o produto xy é ímpar se, e somente se, x e y são inteiros ímpares. 

Provaremos inicialmente que se x e y são ímpares, então xy também o é. Faremos uma demonstração 
direta. Suponha que x e y são ímpares. Então x = 2n + 1 e y = 2m + 1, onde m e n são inteiros. Então ху = (2n 
+ 1) От+ 1) = 4nm + 2m + 2« 1 = 2 (2nm + m +n) + 1. Assim xy é da forma 2k + 1 onde k é um 
inteiro, logo xy é ímpar. 

А seguir mostraremos que se xy é ímpar, então x e у devem ser ímpares, ou 


xy ímpar — x ímpar e y ímpar 
Faremos aqui uma demonstração por contraposição, demonstraremos que 
(x ímpar e y ímpar) > (xy ímpar)' 
Pela Lei de De Morgan (A ^ BY © А' v B', veremos que esta conjectura pode ser escrita como 
x par ou y par — xy par (1) 
A hipótese "x par ou y par" pode ser dividida em trés partes. Consideremos uma por vez. 
1. x par, y ímpar. Temos x = 2m, y = 2n + 1 exy = (2m) (2n + 1) = 2 (2mn + т), que é par. 


2. x ímpar, y par: O procedimento é semelhante ao caso 1. 
3. x par, v par: Neste caso xy é par pelo Exemplo 3. 


Isto completa a demonstração de (1) e do teorema. . 


Parte da demonstração do Exemplo 7 utiliza a técnica conhecida como demonstração por exaustão 
que algumas vezes é muito útil. Ela envolve a identificação de todos os casos possíveis com as informações 
dadas e, em seguida, a prova de cada um desses casos separadamente. 


Contradição 


Além da demonstração direta e da demonstração por contraposição, podemos usar a técnica de demonstração 
por contradição (algumas vezes chamada demonstração indireta; entretanto este termo significa, na verdade, 
qualquer argumento que não seja uma demonstração direta). Como fizemos no Cap. 1, associaremos O valor O 
(zero) a qualquer contradição, isto é, qualquer wff que tem valor-verdade sempre falso. (A ^ A', por exemplo, 
é uma wff deste tipo.) Mais uma vez, suponhamos que estamos tentando demonstrar que P — Q. Por constru- 
ção da tabela-verdade, veremos que 


(P a 0'—0)— (P> 0) 
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EXEMPLO 8 


EXEMPLO 9 


PRÁTICA 5 


é uma tautologia, então para demonstrar que o teorema P > Q, é suficiente demonstrar que P л Q' — 0. 
Portanto, em uma prova por contradição, você assume que tanto a hipótese como a negação da tese são verda- 
deiras, e então tenta obter algumas contradições a partir dessas suposições. 


Vamos usar a prova por contradição para a sentença "Se um número somado a ele próprio resulta no próprio 
número, então o número é O (zero)". Representemos por x um número qualquer. A hipótese é x + x 2xea 
conclusão é x = 0. Para construirmos uma demonstração por contradição, assumamos que x + x = xe que x 
* 0. Então 2x = x ex É 0. Como x É 0, podemos dividir ambos os lados da equação 2x = x porx, o que nos 
leva à contradição 2 = 1. Logo (x + x = x) — (x = 0). . 


Uma prova por contradicáo bem conhecida mostra que X2. não é um número racional. Lembrando que um 
número racional é um número que pode ser escrito na forma p/q onde p e q são inteiros, q £ e p e q não têm 
fatores comuns (além de + 1). 


Vamos assumir que 2 é racional. Então 4/2. = p/q, e 2 = р?/4, ou seja 29? = p°. Então 2 divide p°, 
logo 2 deve dividir p. Isto significa que 2 é um fator de p, logo 4 é um fator de p°, e a equação 24^ = p? po- 
de ser escrita como 247 = 4x , ou q” = 2x. Obtemos desta equação que 2 divide q”, logo 2 divide q. Então 2 é 
fator de q e fator de p, o que contradiz a hipótese de que p e q não têm fatores comuns. Logo /2 não é racio- 
nal. 


Prove por contradição que o produto de dois inteiros pares é par. (Nós fizemos a prova direta deste resultado 
no Exemplo 7.) . 


A demonstração por contradição pode ser uma técnica útil, mas é fácil imaginar que fizemos uma de- 
monstração por contradição sem tê-la feito. Por exemplo, suponha que assumimos P A Q', e que deduzimos О 
sem usar a hipótese Q'.E então chegamos а О ^ Q' como uma contradição. O que de fato realizamos neste 
caso foi uma demonstração direta de P — Q, e devemos reescrever a demonstração desta forma. Voltando ao 
Exemplo 8 nós poderíamos assumir que x + x = x e .x % 0, como antes. Poderíamos argumentar então que de 
x + x = x nós obtemos 2x = x e depois, subtraindo x de ambos os lados obter x = 0. Nós temos então, x = 0 
e x Æ 0, o que é uma contradição. Entretanto, no argumento utilizado, em momento algum, fizemos uso da 
hipótese х = 0; nós provamos diretamente que x + x = x implica x = 0. 

Outro engano comum na demonstração por contradição, ocorre quando assumimos P ^ Q' e estamos 
aptos a deduzir F sem usar a hipótese P. Então nós assumimos P ^ P'como uma contradição. O que realmen- 
te elaborou-se aqui foi uma prova direta de Q' — P”, desenvolveu-se, portanto, uma demonstração por contra- 
posição e não uma demonstração por contradição. 

Ainda não discutimos um método de demonstração especialmente útil na ciência da computação — a 
indução matemática. Ele será objeto da próxima seção. 


Revisão da Seção 2.1 


Técnicas 
* Procura de contra-exemplos 


* Construção de demonstrações diretas, demonstrações por contraposição, e demonstrações por con- 
tradição 


Idéias Principais 
O raciocínio indutivo é usado para formular uma conjectura baseada em experiência. 


O raciocínio dedutivo é usado tanto para refutar uma conjectura encontrando um contra-exemplo, como para 
prová-la. 


Na demonstração de uma conjectura, fatos lógicos e fatos sobre assuntos particulares podem ser usados. 


Se não podemos demonstrar diretamente uma conjectura, podemos tentar demonstrá-la por contraposição ou 
por contradição. 
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Exercícios 2.1 


As definições a seguir podem ser úteis na resolução de alguns dos exercícios. Um quadrado perfeito é um 
inteiro n tal que п = K^ para algum inteiro К. Um número primo é um inteiro n > 1 tal que п não é divisível 
por nenhum inteiro além de 1 e n. Para dois números x e y, x < y significa y - x > 0. 


*1. 


2. 


*3. 


13. 


x 14. 


15. 


16. 


*17. 


18. 


19. 


*20. 


21. 


22. 


x23. 


Escreva a recíproca e contraposição para cada sentença do Exercício 4 da Seção 1.1. 
Encontre contra-exemplos para cada uma das seguintes afirmagóes: 

a. Toda figura geométrica com quatro ángulos retos é um quadrado. 

b. Se um número real não é positivo, então ele deve ser negativo. 

c. Todas as pessoas ruivas têm olhos verdes ou são altas. 

d. Todas as pessoas ruivas têm olhos verdes e são altas. 

Prove que se п = 25, 100 ou 169 então n é um quadrado perfeito e é a soma de dois quadrados perfeitos. 
Prove que se n é um inteiro par, 4 = n = 12, então néa soma de dois números primos. 
Forneça uma demonstração direta de que a soma de inteiros pares é par. 

Prove por contradição que a soma de inteiros pares é par. 

Prove que a soma de dois inteiros ímpares é par. 

Prove que a soma de um inteiro par e um inteiro ímpar é ímpar. 


Prove que o produto de quaisquer dois inteiros consecutivos é par. 


Prove que a soma de um inteiro e do seu quadrado é par. 


. Prove que o quadrado de um número par é divisível por 4. 


Prove que para qualquer inteiro n, o número 
З(п + 2n + 3) - 2r? 
é um quadrado perfeito. 
Prove por contradição que se qualquer número x é positivo, então x + 1 também é positivo. 
Sejam x e y números positivos, prove que x < y se, e somente se, х? < y^. 
Prove que sex” + 2x — 3 = 0 , então x з 2. 
Prove que se x é inteiro par e primo, então x = 2. 
Prove que se dois inteiros sáo ambos divisíveis por um inteiro п, entáo a sua soma é divisível por n. 


Prove que se o produto de dois inteiros não é divisível por um inteiro п, então nenhum dos inteiros é 
divisível por n. 


Prove que a soma de três inteiros consecutivos é divisível por 3. 
Prove que o quadrado de um inteiro ímpar pode ser escrito como 8Ё + 1 para algum inteiro К. 
Prove que a diferença de dois cubos consecutivos é ímpar. 


Prove que a soma de quadrados de dois inteiros ímpares não pode ser um quadrado perfeito. (Sugestão. 
Use o Exercício 20.) 


Prove que o produto dos quadrados de dois inteiros é um quadrado perfeito. 
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24. 


25: 


26. 


24. 


ж28. 


29. 


30. 


*31. 


32. 


33. 


34. 


+35. 


Suponha que você usou os passos do Exemplo 9 para tentar mostrar que 44 não é um número racional. 
Em qual passo a prova não seria válida? 


Prove que 43 não é um número racional. 
fa д AZ ^ s 
Prove que y5 não é um número racional. 


Prove que X2 não é um número racional. 

Prove ou apresente um contra-exemplo: O produto de quaisquer três inteiros consecutivos é par. 
Prove ou apresente um contra-exemplo: A soma de quaisquer três inteiros consecutivos é par. 
Prove ou apresente um contra-exemplo: O produto de um inteiro pelo seu quadrado é par. 


Prove ou apresente um contra-exemplo: A soma de um inteiro com o seu cubo é par. 


ла г 1 
Prove ou apresente um contra-exemplo: Para um inteiro positivo x, х + — > 2. 
х 


Prove ou apresente um contra-exemplo: Para todo número primo п, п + 4 é primo. 
Prove ou apresente um contra-exemplo: O produto do dois números irracionais é irracional. 


Prove ou apresente um contra-exemplo: A soma de dois números racionais é racional. 


Para os exercícios 36 a 38, use a figura abaixo e os seguintes fatos da geometria: 


* A soma dos ângulos internos de um triângulo é 180º. 

* Ângulos opostos pelo vértice (ângulos opostos que são formados quando duas linhas se interceptam) têm 
a mesma medida. 

* Um ângulo raso mede 180º. 

* Um ângulo reto mede 90º. 


36. 


Et. 


Prove que a medida do ángulo 4 é a soma das medidas dos ángulos 1 e 2. 


x37. Prove que a medida do ángulo 5 mais a medida do ángulo 3 é 90°. 


38. 


Se o ángulo 1 e o ángulo 5 tém a mesma medida, entáo o ángulo 2 é um ángulo reto. 


Seção 22 Indução 
O Método 


Existe uma última técnica de demonstração que se aplica a determinadas situações. Para ilustrar o uso desta 
técnica, imagine que você está subindo em uma escada sem fim. Como você pode saber se será capaz de alcan- 
çar um degrau arbitrariamente alto? Suponha que você faça as seguintes afirmações sobre as suas habilidades 
de subir escadas: 


1. Você pode alcançar o primeiro degrau. 
2. Se você alcançar um degrau, você pode sempre passar ao degrau seguinte. (Note que esta asserção é 
uma implicação.) 
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Tanto a sentença 1 como a implicação na sentença 2 são verdadeiras; então, pela sentença 1 você pode chegar 
ao primeiro degrau e pela sentença 2 você pode chegar ao segundo; novamente pela 2 você pode chegar ao 
terceiro; pela sentença 2 novamente você pode chegar ao quarto degrau, e assim sucessivamente. Você pode, 
então, subir tão alto quanto você queira. Neste caso, ambas as asserções são necessárias. Se apenas a sentença 
1 é verdadeira, você não tem garantias de que poderá ir além do primeiro degrau, e se apenas a segunda sen- 
tença é verdadeira, você poderá não chegar ao primeiro degrau a fim de iniciar o processo de subida da escada. 
Vamos assumir que os degraus da escada são numerados com os números inteiros positivos — 1, 2, 3, e assim 
por diante. Agora vamos considerar uma propriedade específica que um número pode ter. Ao invés de "alcan- 
çarmos um degrau arbitrário" podemos mencionar que um inteiro positivo arbitrário tem essa propriedade. 
Usaremos a notação simplificada P(n) para denotar que o inteiro positivo n tem a propriedade P. Como pode- 
mos usar a técnica de subir escadas para provar que para todos inteiros positivos n nós temos P(n)? As duas 
afirmações de que precisamos para a demonstração são: 


1. Р(1) (1 tem a propriedade P.) 
2.Para qualquer inteiro positivo К, (Se algum número tem a propriedade P, entáo 
PU)  P(k + 1) о número seguinte também a tem.) 


Se pudermos demonstrar as sentenças 1 e 2, então P(n) vale para qualquer inteiro positivo п, da mesma manei- 
ra que nós podemos subir até um degrau arbitrário na escada. 

O fundamento deste tipo de argumentação é chamado princípio de indução matemática, que pode ser 
enunciado como 


1. Р(1) verdadeira 


. | — P(n) verdadeira para todos os n inteiros positivos 
2. (Vk) [P(k) verdadeira — P(k + l)verdadeira] 


O princípio da indução matemática é uma implicação. A tese desta implicação é uma sentença da forma 
"P(n) é verdadeira para todos os n inteiros positivos”. Portanto, sempre que desejamos demonstrar que algu- 
ma propriedade é válida para todo inteiro positivo n, uma tentativa é o uso da indução matemática como téc- 
nica de demonstração. 

Para averiguarmos que a tese desta implicação é verdadeira, mostramos que as duas hipóteses, ou seja, 
as afirmações 1 e 2 são verdadeiras. Para demonstrar a afirmação 1, precisamos apenas mostrar que a propri- 
edade P vale para o número 1, o que é normalmente uma tarefa trivial. Para demonstrar a afirmação 2, uma 
implicação que deve valer para todo k, assumimos que P(k) é verdadeira para um inteiro arbitrário k, e basea- 
dos nesta hipótese mostramos que P(k + 1) é verdadeira. Você deve convencer a si próprio que assumir a 
propriedade P como válida para o número k não é a mesma coisa que assumir o que desejamos demonstrar 
(uma fregiiente fonte de confusão, quando nos deparamos pela primeira vez com este tipo de demonstração). 
Assumi-la como verdadeira é simplesmente o caminho para elaborar a prova de que a implicação P(k) — P(k+1) 
é verdadeira. 

Ao desenvolver uma demonstração por indução, estabelecemos inicialmente a veracidade da sentença 
1,P(1), que é chamada de base da indução ou passo básico, para a demonstração indutiva. Estabelecer que 
a sentença P(k) — P(k + 1) é verdadeira constitui o passo indutivo. Quando assumimos que P(k) é verdadeira 
com o intuito de demonstrar o passo indutivo, P(k) é chamado de suposição indutiva, ou hipótese induti- 
va. 

Todos os métodos de demonstração sobre os quais comentamos neste capítulo são técnicas de raciocínio 
dedutivo — formas de demonstrar uma conjectura que possivelmente foi formulada por um raciocínio induti- 
vo. А indução matemática também é uma técnica dedutiva, e não um método para o raciocínio indutivo (pro- 
cure não ficar confuso com a terminologia utilizada aqui). Para outras técnicas de demonstração, podemos 
começar com as hipóteses, e encadear fatos até que mais ou menos tropecemos em uma solução. De fato, mes- 
mo que nossa conjectura seja ligeiramente incorreta, provavelmente acabamos por verificar a tese correta no 
decorrer do processo de demonstração. Na indução matemática, entretanto, devemos saber no princípio a forma 
exata da propriedade P(n) que estamos tentando estabelecer. A indução matemática, portanto, não é uma téc- 
nica de demonstração exploratória — ela pode apenas confirmar uma conjectura correta. 


Demonstrações Indutivas 


Suponha que o Sr. Silva casou-se e teve dois filhos. Vamos chamar estes dois filhos de geração 1. Agora 
suponha que cada um desses dois filhos teve dois filhos; então na geração 2 temos quatro descendentes. Es- 
te processo continua de geração em geração. A árvore genealógica da família Silva é semelhante à Fig. 2.1. 
(Que é exatamente igual à Fig. 1.1b, onde buscamos os possíveis valores T-F para as n letras de afirma- 
ções.) 
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EXEMPLO 10 


Geração Descendentes 
1 2=2! 
2 422 
3 822! 


Figura 2.1 
Aparentemente a geração n tem 2" descendentes. De maneira mais formal, se fizermos P(n) denotar o 
número de descendentes na geração n, então nossa suposição será 
P(n)=2" 


Podemos usar a indução para demonstrar que nosso palpite para P(n) está correto. 
A base da indução é estabelecer P(1), que resulta a equação 


Р(1) =2 22 


Que é verdadeira, posto que foi informado que o Sr. Silva tinha dois filhos. Agora vamos supor que nossa 
premissa é verdadeira para uma geração arbitrária k, ou seja, assumimos que 


P(k) = 2* 
e tentaremos mostrar que 
Pk) 22"! 


Nesta família, cada descendente tem dois filhos; então o número de descendentes na geração k + 1 será o 
dobro do da geração índice k, ou seja, P(k + 1) = 2 P(k). Pela hipótese de indução, P(k) = 2^ logo 


P(k+ 1) = 2 P(k) = 25 = 28 
então, de fato, 
Р(К+ 1) = 2% 


Isto completa a nossa demonstração por indução. Agora que sabemos como resolver o problema simples do 
clã dos Silva, podemos aplicar a técnica de demonstração por indução em problemas menos óbvios. 


Prove que a equação 
1+3 +5 +. 4 (2n-1) = п? (1) 


é verdadeira para qualquer inteiro positivo n. Neste caso, a propriedade P(n) é que a equação (1) acima é ver- 
dadeira. O lado esquerdo desta equação é a soma de todos os inteiros ímpares de 1 até 2n — 1. Ainda que pos- 
samos verificar que a equação é verdadeira para um particular valor de n pela substituição deste valor na equa- 
ção, nós não podemos substituir todos os possíveis valores inteiros positivos. Por isso, uma demonstração por 
exemplos não funciona. É mais apropriada uma demonstração por indução matemática. 

O passo básico é estabelecer P(1), que é o valor da equação (1) quando n assume o valor 1, ou seja 


1=P 


Isto certamente é verdadeiro. Para a hipótese de indução, vamos assumir P{k) como verdadeira para um inteiro 
positivo arbitrário k, que é o valor da equação (1) quando n vale k ou seja 


1+3+5 +. + (2) =K (2) 


EXEMPLO 11 
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(Note que P(k) não é a equação (2k— 1) = K que só é verdadeira quando k = 1) Usando a hipótese de indu- 
ção, queremos mostrar P(k + 1) que é o valor da equação (1) quando n assume o valork + 1, ou seja: 


143+5+..+ [(k+ 0) - 1] =(k - 1? (3) 


(O pequeno ponto de interrogação sobre o sinal de igualdade serve рага nos lembrar que é este fato que dese- 
jamos provar, a partir de um outro fato já conhecido.) 

A chave para uma demonstração por indução é encontrar uma forma de relacionar o que se deseja mos- 
trar — P(k + 1), equação (3) — com o que assumimos como verdadeiro — P(k), equação (2). O lado esquerdo 
de P(k +1) pode ser reescrito a fim de destacar o penúltimo termo: 


1+-3+5+-+(k-1)+ P(k + D- 1] 


Esta expressão contém do lado esquerdo a equação (2) como subexpressão. Como assumimos que P(k) é ver- 
dadeira, podemos substituir esta expressão pelo lado direito da equação (2). Senão vejamos: 


1+3+ 5 +- + [2(К+1)- 1] 
=1+3+5+.+ (2k - I) + [2(k*1) - 1] 
= k+ [2(k+1) 1] 
= 02 +[2К+2- 1] 
= +2К+ 1 
= (К+ 1) 

Portanto 
1+3+5+...+ [2(К+1)- 1] = (К+ 1y 


o que verifica P(k + 1) e prova que a equação (1) é verdadeira para qualquer inteiro positivo л. . 


Prove que 
1+2+2°+-+2°= 2 - 1 
para qualquer n > 1. 
Aqui, novamente, a indução é a técnica mais apropriada. Р(\) é a equação 
1+2=2'!*!-1ои3=2°-1 
que é verdadeira. Consideremos agora Р(К) 
1+2+2 ен =D] 


como a hipótese de inducão. e busquemos obter P(k+ 1): 
Е e DP DL | 


Agora, se reescrevermos a soma do lado esquerdo de P(k+ 1), obtemos uma forma de usar a hipótese de 
indução: 


] 3-2 392 oq E" 

A 42Eg49B 

= 2". | + 2"! (da hipótese de indução P(k)) 
DEM - 1 


= М | 


Portanto 
ПОИ pes IS „Гү 


que verifica P(k+1) e completa a demonstração. 
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PRÁTICA 6 


EXEMPLO 12 


EXEMPLO 13 


EXEMPLO 14 


PRÁTICA 7 


Prove que para qualquer inteiro positivo n, 


1424340 cons D * 


Nem todas as demonstrações por indução envolvem fórmulas com somas. Outras identidades algébricas 
sobre inteiros positivos podem ser demonstradas por indução, bem como suposições não-algébricas, como o 
número de descendentes na geração n da família Silva. 


Demonstre que, para qualquer inteiro positivo n, 2" > n. 


P(1) é a sentença 2! > 1 que é, sem dúvida, verdadeira. Suponhamos agora P(k), 2' > k, como verdadei- 
ra, e procuremos concluir a partir daí P(k+1), 2*** > k + 1. Começando pelo lado esquerdo de P(k+ 1), temos 
que 2" = 2*. 2. Usando a hipótese de indução 2*> k e multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por 
2, temos 2*: 2 > k. 2. Podemos escrever então que: 


2€! —2*5.2 >k:2=k+k =k+] 
o que resulta em 


2e >К +1 . 


. . E 2 y 2 Mele 
Prove que, para qualquer inteiro positivo п, o námero 2^ — 1 é divisível por 3. 


A base da indução é mostrar P(1), ou seja, mostrar que 22) — 1 = 4 — 1 = 3 é divisível por 3, o que 
obviamente é verdadeiro. 

Assumimos que 2% — 1 é divisível por 3, o que equivale a escrever 2" — 1 = 3m para algum inteiro 
m, ou 2% = 3m + 1. Desejamos mostrar que 22” — 1 é divisível por 3. 


Qui) - | = 22к+21 = 1 
= 22.2% — | 
22.(3т+1) —1 (pela hipótese de indução) 
12m +4—1 
12m + 3 
3 (4m +1) onde 4m + 1 é um inteiro. 


Pi 


| 


2(К+1 X dy 
Logo 22%) — 1 é divisível por 3. Ы 

Em alguns casos, pode ser que, para o primeiro passo do processo de indução, seja mais apropriado 
começar com valores 0, 2, ou 3, ao invés de 1. O mesmo princípio se aplica, qualquer que seja o degrau da 
escada que você alcance no primeiro passo. 


Prove que л? > 3n para n > 4. 


Neste exemplo devemos aplicar a indução e começar com um passo inicial P(4). (Se testarmos para valores 
den = 1, 2 е 3, verificaremos que a desigualdade não se verifica.) P(A) é então a desigualdade 4^ > 3(4), ou 
16 > 12, que é verdadeira. A hipótese de indução é k > 3k , para k > 4, e queremos mostrar que (k+ 7)? > 
3(k+ 1). 


GAP = E ++ 


> Зк + 2К + | (pela hipótese de indução) 
> 3k+8+1 (já que k = 4) 

>3k+3 

= 3(k+1) 


Prove que 2"" < 3" para todo n > 1. 
. 
Podemos lançar mão de uma prova por indução para aplicações que não sejam tão óbvias quanto às dos 
exemplos acima. Isto geralmente acontece quando a sentença que desejamos demonstrar contém uma variável 
que pode assumir valores inteiros arbitrários e não-negativos. 
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EXEMPLO 15 Uma linguagem de programação pode ser projetada com as seguintes convenções no que se refere à multipli- 
cação. Um fator simples não requer parênteses, mas o produto "o vezes b" deve ser escrito como (a)b. Dese- 
jamos mostrar que qualquer produto de fatores precisa de um número par de parênteses para ser escrito. A 
prova é feita por indução, considerando-se como variável o número de fatores. Para um único fator usa-se O 
(zero) parêntese, um número par. Suponhamos que para qualquer produto de k fatores, usamos um número par 
de parênteses. Consideremos agora o produto P de k+1 fatores. P pode ser escrito na forma r vezes s, onde г 
tem К fatores e s é um fator único. Pela hipótese de indução, r tem um número par de parênteses. Então pode- 
se escrever r vezes s como (r)s, adicionando-se mais dois parênteses ao número par de parênteses em r, e re- 
sultando assim um número par de parênteses para P. ° 


É possível se enganar ao construir uma prova por indução. Quando demonstramos que P(k+ 1) é verda- 
deira, sem nos valermos da hipótese P(k), nós elaboramos uma prova direta de P(k+1), onde k+1 é arbitrário. 
A prova deveria ser reescrita para explicitar que é uma prova direta de P(n) para qualquer n, e não uma prova 
por indução. 


Indução Completa 
O princípio da indução que tem sido utilizado, 


1. Р(1) verdadeira 


А { > Р(п) verdadeira para todos os n inteiros positivos. 
2. (Vk) [P(k) verdadeira — P(k + l)verdadeira] 


é também conhecido como indução fraca em oposição ao princípio da indução forte ou indução completa: 


1°. Р(1) verdadeira 
2'. (Vk) [P(r) verdadeira para todo r ; — P(n) verdadeira para todos os n inteiros positivos. 
I<r<k— Р(К+ 1) verdadeira] 


Estes dois princípios de indução diferem nos itens 2 e 2'. No item 2, devemos ser capazes de provar para um 
inteiro positivo arbitrário k que P(k+ 1) é verdadeira, tendo por base apenas a premissa de que P(k) é verdadei- 
ra. No item 2', podemos assumir que Pfr) é verdadeira para todos os inteiros r entre 1 e um inteiro positivo 
arbitrário k, para provar que P(k+ 1) é verdadeira. Este fato nos fornece uma boa "munição", de tal forma que 
podemos algumas vezes ser capazes de provar a implicação em 2', quando não podemos provar a implicação 
em 2. 


O que nos leva a deduzir ( V 1)P(n) em cada caso? Devemos notar que os dois princípios de indução, ou 
seja, os dois métodos de demonstração são equivalentes. Em outras palavras, se aceitarmos a indução fraca 
como um princípio válido, então o princípio da indução forte também será válido e vice-versa. Para provar a 
equivalência entre esses dois princípios de indução, apresentamos um outro princípio chamado princípio da 
boa ordenação: Toda coleção de números inteiros positivos que contenha pelo menos um elemento tem um 
mínimo. 


Devemos então verificar que as seguintes implicações são verdadeiras: 


indução forte — indução fraca 
indução fraca — princípio da boa ordenação 
princípio da boa ordenação —> indução forte 


Como conseqüéncia, estes princípios são equivalentes, e aceitar qualquer um dos três como verdadeiro signi- 
fica aceitar também os outros dois. 

Para provar que o princípio da indução forte implica a indução fraca, suponhamos como premissa válida 
a indução forte. Desejamos então mostrar que a indução fraca é válida, ou seja, que podemos concluir P(n) 
para todo n a partir das afirmações 1 e 2. Se a afirmação 1 é verdadeira, então a afirmação 1' também o é. Se 
a afirmação 2 é verdadeira, a 2' também é, porque podemos concluir P(k+ 1) a partir de P(r) para todo r entre 
1 ek, apesar de usarmos apenas a condição P(k). (Mais precisamente, a sentença 2' requer que provemos P(1) 
AP) A AP => P(k* 1), mas PCI) ^ PIJA = A P(k) > P(k) e, da afirmação 2, P(k) — P(k+ 1), logo 
PDAPO) A -- A P(k) > P(k+ 1). Pela indução forte, concluímos P(n) para todo n. A prova de que a indução 
fraca implica a boa ordenação, e que a boa ordenação implica a indução forte, é deixada como exercício na 
Seção 3.1. 
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EXEMPLO 16 


A fim de ilustrar a diferença entre uma demonstração por indução fraca de uma demonstração por indu- 
ção forte, vamos examinar um exemplo pitoresco que pode ser demonstrado das duas formas. 


Prove que uma cerca de madeira com n estacas tem n— 1 seções para qualquer n = i (veja Fig. 2.2a). 

Seja P(n) a sentença de que a cerca com n estacas tem n— 1 seções, e provemos que P/n) é verdadeira 
para todon = 1. 

Usaremos inicialmente a indução fraca. Pela base da indução, P( 1) assegura que uma cerca com apenas 
uma estaca tem 0 seções, o que é claramente verdadeiro (veja Fig. 2.2b). Assuma que P(k) é verdadeira: 


uma cerca com К estacas tem k— 1 seções 
e tente provar P(k+ 1): 

(?) uma cerca com К+ 1 estacas tem К seções 
Dada uma cerca com К+ 1 estacas, como podemos relacioná-la com uma cerca com К estacas a fim de poder- 
mos utilizar a hipótese de indução? Podemos remover de uma cerca a última estaca e a última seção (Fig. 
2.2c). A cerca remanescente tem então k estacas, e pela hipótese de indução, k— 1 seções. Portanto, a cerca 
original tinha k seções. 

Demonstraremos agora o mesmo resultado utilizando a indução forte. A base da indução é a mesma de 
antes. Como hipótese de indução, assumimos que: 

paratodo г, І = r = К, uma cerca com r estacas tem г — 1 seções 
e tentaremos provar P(k+ 1): 


(2) uma cerca com k+ 1 estacas tem k seções. 


Consideremos uma cerca com k+ 1 estacas, e vamos separá-la em duas partes, removendo uma seção (Fig. 
2.2d). As duas partes da cerca têm гу e r estacas, onde | Er, €k,1<r,Sk er, + r, = К+ 1. Pela hipótese 
de indução, as duas partes têm, respectivamente, гу — 1 e r;— 1 seções, logo a cerca original tem: 


(ту — 1) + (2—1) + 1 seções 


(O extra 1 corresponde à seção que foi anteriormente removida.) Através de aritmética simples, conclui-se 
que 


п+ю = l = (К+ 1) — 1 = ksecóes. 


Este resultado prova que uma cerca com k+1 estacas tem К seções, o que verifica P(k+1) e completa a de- 
monstração por indução forte. . 


Cerca com 1 estaca e O seções 


Cerca com a última estaca e Cerca com uma segáo removida 
a última segáo removidas 
(с) (d) 


Figura 2.2 


EXEMPLO 17 


EXEMPLO 18 


PRÁTICA 8 
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O exemplo anterior permitiu o uso das duas formas de demonstração por indução porque é possível re- 
mover a última parte da cerca ou ainda separá-la em duas partes a partir de um ponto arbitrário. Para alguns 
problemas a indução forte é a técnica de demonstração mais indicada, sendo que, para alguns dos quais, o seu 
uso é absolutamente necessário. 


Prove que para todo n = 2,n é um número primo ou é um produto de números primos. 

Usaremos a indução forte; da mesma forma que na indução fraca, a base da indução não precisa come- 
çar com o valor 1, e aqui, por motivos óbvios, começaremos pelo valor 2. P(2) é a sentença de que 2 é um 
número primo ou o produto de dois primos. Como 2 é primo, P(2) é verdadeira. Suponhamos que para todo r, 
2 =r £ k,P(r) é verdadeira — r é primo ou é o produto de números primos. Tomemos agora o número k+ 1. 
Se k+1 é primo, o resultado se verifica. Se k+1 não é primo, então ele é um número composto e pode ser 
escrito como k+1 = ab, ondel <a<k+lel<b<k+l,0u2=a=ke2<b<k.A hipótese de indução 
se aplica aa e a b e, portanto, ou at b são primos ou são produtos de primos. Logo k+ 1 é o produto de núme- 
ros primos. Isto verifica P(k+ 1) e completa a prova por indução forte. . 


Prove que qualquer valor postal maior ou igual a oito unidades monetárias pode ser obtido usando-se apenas 
selos com valores de 3 e 5. 

Aqui faremos P(n) denotar que apenas selos nos valores de 3 e 5 são necessários para se obter um valor 
postal п, e provaremos que P(n) é verdadeira para п = 8. A base da indução consiste em estabelecer P(8), que 
resulta da equagáo 


8=3+5 


Por motivos que oportunamente ficaráo mais claros, vamos estabelecer dois resultados adicionais, P(9) e P( 10) 
obtidos das equações 


9=3+3+3 

10=5+5 
Vamos assumir então que P(r) é verdadeira para qualquer r, 8 = r = k, e examinar o que ocorre com P(k+1). 
Podemos assumir que К+ 1 é no mínimo 11, posto que já foi mostrado que P(r)é verdadeira para г = 8, 9e 10. 
Sek+1 > 11, vem (k+1) — 3 = k — 2 > 8, e pela hipótese de indução, P(k — 2) é verdadeira (P(r) é verda- 
deira para 8 = r = k). Portanto k — 2 pode ser escrita como a soma de 3s e 5s, e adicionando-se o valor 3 


obtém-se k—2 + 3 = k+1, o que implica que k+ 1 pode ser escrito como a soma de 3s e 5s. Este resultado 
comprova que P(k+ 1) é verdadeira e completa a demonstração. 


a. Por que os casos P(9) e P(10) são provados separadamente no Exemplo 18? 
b. Por que não podemos usar indução fraca na demonstração do Exemplo 18? Ы 


Revisão da Seção 2.2 


Técnicas 


* Uso da indução fraca em demonstrações 
* Uso da indução forte em demonstrações 


Idéias Principais 
A indução matemática é uma técnica usada para demonstrar propriedades de números inteiros positivos. 
Uma demonstração por indução não precisa começar no valor 1. 


A indução pode ser usada para demonstrar resultados sobre quantidades, cujos valores são inteiros não-nega- 
tivos arbitrários. 


A indução fraca e a indução forte podem ser usadas para demonstrarem o mesmo resultado; no entanto, depen- 
dendo da situação, uma ou outra abordagem pode ser mais fácil de ser utilizada. 
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Exercícios 2.2 


Nos Exercícios 1 a 16, use a indução matemática para demonstrar que os resultados são válidos para qualquer 
inteiro positivo n. 


41. 2*6 - 10 +- + (4n-2) = 2R? 


2. 2-4 t 6 +: + 2n = n(n-l) 


*3. 


> 


*5. 


x9. 


10. 


1. 


12. 


x15. 


16. 


x17. 


. 5+10+ 15 +-- + 5и 


02 +22 +... + п> = 


. — ++ 


1+5+9+ - + (4a — 3) = n(2n — 1) 


" п(п+1) nGrtl) (n2) 
2 6 


[+3+6+- 


4 t 10+ 16 += + (60—2) = n(3n + 1) 
E 5n(n 1) 
n(nt i) Qn+1) 

6 


‚_ n (ant ly 
4 


. PAPH вл? = 


n(2n—1)(2n+4 1) 
3 


L +3? +- + (On 1X = 


a Zt 1) Оп +1) (Зл? + Зи — 1) 
30 


14+ 24+. +0 


n(n-t 1)(2п + 7) 


1-3-2.4 3.5 + щи + 2) = 6 


а" —1 


1+а+а?+ taml = 


рага а *0,0 rl 


1 1 1 1 п 


zt ЫБ ыр 
3.4 n(ntl n+l 


152 2-3 


acd ot 1 ME. 
L3 35 57 Qn-DQn*) 2n+1 


D—-24-4-.-(-10y'm- (207+ Ha) n 1 
2 


1.11+ 22! + 3.3! +. + n.n! = (n*1)!-1 onde n!éo produto dos n inteiros positivos de 1 até n. 


Uma progressáo geométrica (seqüéncia geométrica) é uma seqüéncia de termos onde existe um ter- 
mo inicial a, e cada termo subseqüente é obtido pelo produto do anterior por um valor constante r. Pro- 
ve que a fórmula para a soma dos n primeiros termos de uma seqüéncia geométrica (n > 1) é: 


а ~ ан" 
а+ағ+ ar ++ ак"! T 
raa 5 
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18. Uma progressão aritmética (segiiência aritmética) é uma sequência de termos onde existe um termo 
inicial a e cada termo subseqüente é obtido pela soma de um valor constante d ao termo anterior. Prove 
que a fórmula da soma dos n primeiros termos de uma seqüéncia aritmética (n = 1) é: 


a (7 d) (a- 2d) [a (n - 1) 4]- 2 [2a+ (n —1)а] 


x19. Prove que n^ > n + 1 paran > 2. 

20. Prove que n? > 5n + 10 paran > 6. 

21. Prove que 2” > п? paran > 5. 

22. Prove que n! > nº paran = 4, onde n! é o produto dos inteiros positivos de 1 a n. 
x23. Prove que 2" < n! paran > 4. 

24. Prove que n/ < n" paran > 2. 


25. Prove que (1 +x)" > 1 +x"paran > 1,x > 0. 
al a n 
26. Prove que B «(£) paran > le0<a<b. 


*27. Prove que 1 +2 +... + n <n paran > 1. 


28. a. Tente usar a indugáo para provar que 


as paran = 1 
2 4 2" 


O que deu errado? 


b. Prove que 


CEE E EE еа paran 2 1 
2 4 2" 2" 


mostrando assim que 


E ied 5 para n > 1. 
2 4 2^ 


Para os Exercícios 29 a 40, prove que as sentenças são verdadeiras para todo inteiro positivo. 
x29. 2'" — 1 é divisível por 7. 

30. 3?" + 7 é divisível por 8. 

31. 7” — 2% divisível por 5. 

32. 13” — 6" é divisível por 7. 
*33.2" + (- 1)"*! é divisível por 3. 

34. 2% + 5"? é divisível por 27. 

35. 37"? 4 5?" é divisível por 14. 


36. 7" + 16n - 1 é divisível por 64. 
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*37. 10" + 3. 4" + 5 é divisível por 9. 


38. 


39. 


3 жасы А 
п” — n é divisível por 3. 


nº + 2n é divisível por 3. 


40. x" — 1 é divisível por x — 1 para x 1. 


41. 


42. 


*43. 


44. 


45. 


4T. 


Demonstre o teorema de DeMoivre: 
(cos 0 + i sen 0)” = cos n0 + i sen nO 

para todo n = 1. Dica: Utilize as fórmulas da trigonometria: 
cos(a + В) = cos a cos B — sen a sen В 
sen(a + B) = sen a cos В + cos a sen В 


Prove que 


2 
sen ĝ + sen 30 + ++: +sen(2n — 1)8 Sen" n6 
sen 0 


para todo л = | e todo 6 tal que sen Ө 7 0. 


Use a indução para provar que o produto de quaisquer três inteiros positivos consecutivos é divisível por 
3. 


Suponha que a exponenciação é definida pela equação 
x буш x" 


para qualquer j = 1. Use a indução para provar que х". x" = х" раган z 1, т = 1. 
(Dica: Aplique indução em m para um valor arbitrário e fixo de n.) 


Uma cadeia de Os e Is deve ser processada e convertida para uma cadeia de paridade-par somando-se 
um bit de paridade no final da cadeia. O bit de paridade é inicialmente 0. Quando um caracter 0 é proces- 
sado, o bit de paridade permanece inalterado. Quando um caracter 1 é processado, o bit de paridade muda 
de O para 1 ou de 1 para 0. Prove que o número de ls numa cadeia final, ou seja, incluindo o bit de pa- 
ridade, é sempre par. (Dica: considere várias possibilidades.) 


. O que está errado com a seguinte "demonstração" por indução matemática? Iremos provar que, para 


todo inteiro positivo n, n é igual a 1 mais n. Suponha que P(k) é verdadeira, 
k=k+1 

Somando 1 a ambos os lados da equação, vem: 
k+ 1=k+2 

logo P(k+ 1) é verdadeira. 


O que está errado com a seguinte "demonstração" por indução matemática? Iremos provar que todos os 
computadores sáo construídos pelo mesmo fabricante. Em particular, iremos provar que para qualquer 
conjunto de n computadores, onde n é um inteiro positivo, todos os computadores desse conjunto sáo 
construídos pelo mesmo fabricante. Inicialmente provaremos P(1), o que é trivial, pois um conjunto de 
um único computador tem apenas um fabricante. Agora vamos assumir P(k), ou seja, em qualquer con- 
junto de k computadores, todos os computadores foram construídos pelo mesmo fabricante. Para provar 
P(k+1), tomemos qualquer dos k+1 computadores. Coloque um dos k+1 computadores (chame-o de 
HAL) fora do conjunto. Por nossa suposição, os k computadores remanescentes têm o mesmo fabrican- 
te. Troquemos HAL de posigáo com um dos k computadores. No novo grupo de k computadores, pela 
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hipótese de indução, todos têm o mesmo fabricante. Então o fabricante de HAL é o mesmo dos outros 
computadores, o que prova que os k+1 computadores têm o mesmo fabricante. 


48. Uma pitoresca tribo nativa tem apenas três palavras na sua língua, cuco, cuca е caco. Novas palavras 
são compostas pela concatenação destas palavras em qualquer ordem, por exemplo cucacucocacocuca. 
Use a indução completa (para o número de subpalavras na palavra) para provar que qualquer palavra 
nesta língua tem um número par de c 's. 


x49. Demonstre que qualquer valor postal maior ou igual a duas unidades monetárias pode ser obtido usan- 
do-se somente selos com valor de 2 e 3. 


50. Prove que qualquer valor postal maior ou igual a 12 pode ser obtido usando-se somente selos com valo- 
res de 4 e 5. 


51. Prove que qualquer valor postal maior ou igual a 14 unidades monetárias pode ser obtido usando-se apenas 
selos de 3 e 8. 


X52. Prove que qualquer valor postal maior ou igual a 64 unidades monetárias pode ser obtido usando-se so- 
mente selos de 5 e 17. 


53. Em qualquer grupo de k pessoas, k = 1, cada um deve apertar a mão de todas as outras pessoas. Encontre 
uma fórmula que forneça o número de apertos de mão, e demonstre-a como verdadeira, usando indução. 


Recursão e Relação de Recorréncia 


Definições Recursivas 


Uma definição na qual o item que está sendo definido aparece como parte da definição é chamada definição 
indutiva ou definição recursiva. À primeira vista isto pode parecer sem sentido — como algo pode ser defi- 
nido em termos dele próprio? Este procedimento funciona porque as definigóes recursivas sáo compostas de 
duas partes: 


]. uma base, onde alguns casos simples do item que está sendo definido sáo dados explicitamente, e 
2. um passo indutivo ou recursivo, onde outros casos do item que está sendo definido sáo dados em 
termos dos casos anteriores. 


A parte 1 nos fornece um ponto de partida na medida em que trata alguns casos simples; enquanto a parte 2 nos 
permite construir novos casos a partir desses casos simples, para entáo construir outros casos a partir desses 
novos, e assim por diante. (A analogia com demonstrações por indução matemática justifica o nome "defini- 
ção indutiva". Em uma demonstração por indução, existe a base da indução, isto é, a demonstração de P( 1) — 
ou a demonstração de P para algum outro valor inicial — e existe a hipótese indutiva, onde a validade de P(k+ 1) 
é deduzida da validade de P para valores menores.) 

A recursão é uma idéia importante que pode ser utilizada para definir seqüéncias de objetos, coleções 
mais gerais de objetos e operações sobre objetos. (O Predicado Prolog na-cadeia-alimentar da Seção 15 foi 
definido recursivamente.) Até mesmo algoritmos podem ser definidos recursivamente. 


Seqüéncias Recursivas 


Uma seqüéncia S é uma lista de objetos que são enumerados segundo alguma ordem; existe um primeiro ob- 
jeto, um segundo, e assim por diante. S(k) denota o k-esimo objeto da seqüéncia. Uma seqüéncia é definida 
recursivamente, explicitando-se seu primeiro valor (ou seus primeiros valores) e, a partir daí, definindo-se outros 
valores na sequência em termos dos valores iniciais. 


A seqüéncia $ é definida recursivamente por: 


1. SA) = 2 
2. S2) = 2S(n-l)paran=2 
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PRÁTICA 9 


EXEMPLO 20 


PRÁTICA 10 


EXEMPLO 21 


Pela afirmação 1, 5(1), o primeiro objeto em S, é 2. Então pela sentença 2, o segundo objeto em S é 5(2) = 
25(1) = 2(2) = 4. Novamente por 2, S(3) = 25(2) = 2(4) = 8. Dessa forma podemos deduzir que 5 é a se- 
quência 

2,4,8,16,32,... . 


Uma regra semelhante à da sentença 2 no Exemplo 19, na qual se define um valor da sequência a 
partir de um ou mais valores anteriores, é chamada relação de recorrência. 


A seqüéncia T é definida recursivamente como se segue: 


1.Т(1) = 1 
2. T(n) = T(n-1) + 3 paran 22 


Escreva os primeiros cinco valores da seqüéncia 7. . 


A famosa seqüéncia de Fibonacci é definida recursivamente por: 


F(1)=1 
F(2)=2 
F(n) = F(n-2) + Е(п-1) paran > 2 


Aqui os primeiros dois valores na sequência são dados, e a relação de recursáo define o n-ésimo termo a partir 
dos dois anteriores. e 


Escreva os oito primeiros valores da seqüência de Fibonacci. . 


A seqüéncia de Fibonacci tem sido estudada exaustivamente. Por ter sido definida de forma recursiva, 
podemos usar a indugáo para provar muitas de suas propriedades. 


Prove que na segiiência de Fibonacci, 
F(n+4) = 3F(n + 2) - F(n) para todo n = 1. 

Para a base da indução, devemos mostrar dois casos, п = 1 en = 2. Paran = 1, temos: 
F(5) = 3F(3) - F(1) 
ou (usando valores obtidos na Prática 10) 
5 = 3(2) - 1 
que é verdadeiro. Рага п = 2, 
F(6) = 3F(4) - FQ) 
ou 
8=3(3)-1 
que também é verdadeiro. Suponhamos agora que para todo r, 1 = r = k, 
F(r+4) = 3F(r+2) - F(r). 

Agora, mostremos o caso k+1, onde К + 1 => 3. Então, desejamos mostrar que: 
F(k+1+4) 2 3F(k+ 12) - F(k+ 1) 
ой 


F(k + 5) 2 3F(k + 3) - F(k+ 1) 
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Da relação de recorrência na seqüéncia de Fibonacci temos: 
F(k+5) = F(k+3) + F(k+4) 
e, pela hipótese de indução, рага r = k— 1 e r = k, respectivamente, vem: 


F(k+3) = 3F(k*1) - F(k-1) 
e 
F(k+4) = 3F(k+2) - F[K) 


Logo 


F(k+5) = 3 F(k+1)- F(k-1) + 3 F(k+2) - F(k) 
= 3[Е(К+1)- Fk+2)] - [F(k-1) - F(k)] 


= 3F(k+3) — F(k+1) (usando novamente a relação de recorrência) 


A indução completa foi necessária aqui, porque a relação de recorrência para a sequência de Fibonacci usa 
mais termos do que o termo imediatamente anterior. ° 


Na demonstração do Exemplo 21, por que é necessário provar n = 2 como um caso especial? . 
Conjuntos Recursivos 
Os objetos de uma segiiência são ordenados — existe um primeiro objeto, um segundo, e assim por diante. 


Um conjunto de objetos é uma colegáo de objetos na qual nenhuma regra de ordenagáo é imposta. Alguns 
conjuntos podem ser definidos recursivamente. 


Na Seção 1.1 notamos que certas cadeias de proposições, conectivos lógicos e parênteses tais como (A AB) v C, 
são considerados válidos, enquanto outras cadeias como ^ AA''B não são válidas. A sintaxe para ordenar estes 
símbolos constitui a definição do conjunto de fórmulas proposicionais bem-formuladas, que é uma definição 
recursiva. 


1. Qualquer proposição é uma wff. 
2. Se Ре Q são wffs, então também o serão (PA О), (P v О), (P — Q), (P)e(P €» О). 


Nós normalmente omitimos parênteses quando isso não nos causa confusão; então escrevemos (P v 0) como 
P v О, ou (P) como Р". Iniciando com uma proposição e usando a regra 2 repetidamente, podemos construir 
qualquer wff proposicional. Por exemplo, А,В, e C são wffs pela regra 1. Pela regra 2, 

(А ^ Bje(C') 

sáo também wffs. Novamente pela regra 2, 

((A AB) 2 (C^)] 

é uma wff. Aplicando a regra 2 mais uma vez, obtém-se a wff 

(ГС лд) > (C) ])' 

Eliminando alguns parénteses, podemos escrever a wff como 


l(AAB)  C' Y A 
Mostre como construir a wff[(A v (B')) — C] a partir da definição do Exemplo 22. 


Uma definição recursiva para o conjunto de pessoas que são ancestrais de João pode ser construída a partir da 
seguinte premissa: 


Os pais de João são ancestrais de João 


Forneça a base da indução. ° 


70 Demonstrações, Recursão e Análise de Algoritmo 


EXEMPLO 23 
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EXEMPLO 24 


Cadeias de símbolos obtidas a partir de um "alfabeto" finito são objetos normalmente encontrados na ci- 
ência da computação. Os computadores armazenam dados em cadeias binárias, ou seja, cadeias do alfabeto 
consistindo em Os e 1 s; os compiladores entendem as instruções de um programa como cadeias de tokens, tais 
como palavras-chave e identificadores. A coleção de todas as cadeias de tamanho finito de um alfabeto, nor- 
malmente chamadas de cadeias sobre um alfabeto, podem ser definidas recursivamente (veja o próximo exem- 
plo). Muitos conjuntos de cadeias de caracteres com propriedades especiais têm também definições recursi- 
vas. 


O conjunto de todas as cadeias de símbolos (de tamanho finito) sobre um alfabeto A é denotado por A*. A 
definição recursiva de A* é: 


1. A cadeia vazia À (a cadeia sem símbolos) pertence a A*. 
2. Qualquer elemento de A pertence a A *. 
3. Sexe у são cadeias em A*, então a concatenação xy também pertence a A *. 


As partes 1 e 2 constituem a base da recursão, e a parte 3 é o passo recursivo desta definição. Perceba que para 
qualquer cadeia x, xÀ = Ах = х. x 


Sex = 1.011 e y = 001, escreva as cadeias xy, yx, e ухАх. s 


Forneça uma definição recursiva para o conjunto de todas as cadeias binárias que são palíndromos, ou seja, 
cadeias iguais, se lidas do início para o fim ou ao contrário. . 


Suponha que em uma certa linguagem de programagáo, os identificadores podem ser cadeias alfanuméricas 
de tamanho arbitrário, mas que devem comegar com uma letra. Uma definigáo recursiva para um conjunto de 
cadeias desta natureza é: 


1. Uma letra é um identificador. 
2. Se A é um identificador, então a concatenação de A com qualquer letra ou dígito também é um iden- 
tificador. 


Uma notagáo mais simbólica para descrever conjuntos de cadeias que sáo definidas recursivamente é chama- 
da forma de Backus Naur, ou BNF, originalmente desenvolvida para definir a linguagem de programagáo 
ALGOL. Na notação BNF, itens que são definidos em termos de outros itens são envolvidos por menor e maior 
(< >), enquanto itens específicos que não são definidos mais adiante não aparecem entre menor e maior. A 
linha vertical | indica uma escolha com o mesmo significado da palavra ou. A definição BNF de um identifi- 
cador é: 


(identificador)::= (letra) | (identificador letra) | (identificadorXdígito) 
(letra) ::= alble| -- |z 
(dígito) ::= 01|-— [9 


Então o identificador mel é obtido da definição por uma seqüéncia de escolhas tais como: 


(identificador) pode ser (identificador)(dígito) 
que pode ser (identificador)2 
que pode ser (identificadorXletra)2 
que pode ser (identificador)e2 
que pode ser (letra)e2 
que pode ser me2 ? 


Operações Recursivas 


Podemos definir recursivamente certas operações sobre objetos, como nos exemplos abaixo. 
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Uma definição recursiva para a operação de exponenciação a”, definida para um número real a diferente de 
Zero e n inteiro não-negativo é: 


1. а = | 


2. а = (а-а paran=>1 5 


Uma definição recursiva para a multiplicação de dois inteiros positivos m e n é: 


1. m(1) = m 
2, mín) = m(n—-1)* m paranz2 . 


Seja x uma cadeia sobre algum alfabeto. Forneça uma definição recursiva para a operação x" (concatenação de 
x com ele próprio n vezes) para n = 1, * 


Na Seção 1.1, definimos a operação de disjunção lógica de duas proposições. Isso pode servir como а 
base da recursão para a definição recursiva da disjunção de n proposições, para n = 2: 


1. A,vA, definida como na Seção 1.1 
2. AV WA, = (A, v-- vA, )vA, paran>2 (D 


n-l 


Usando esta definição, podemos generalizar a propriedade associativa da disjunção (equivalência tautológica 
2a) para afirmar que em uma disjunção de n proposições, o grupamento por parênteses é desnecessário, por- 
que todos esses grupamentos são equivalentes à expressão geral da disjunção de n proposições. Simbolica- 
mente, para qualquer n, com n = 3 e qualquer p, com 1 xp n — 1, 


(A, v: V A) у (Ауу Aj) €» Av o vA 


Esta equivalência pode ser provada por indução em n. Paran = 3, 


A, V(A, v A) © (A, v А, vA, (pela equivaléncia 2a) 


=A,VAVA, (pela equação (1)) 


Suponha que paran=kel=<=p=k-—| 


(A, v = vA) v (Ау c VÀ) e Ау С vA, 


І prl 
Então para | = p = 


(Av УА) v (Ау o VA) 


= (Ау e VA) y HA vo vA) Y Aal (pela equação (1)) 


STA, у А) v (Аузу Ад] v А, (pela equivalência 2а) 
€ (AV УА) У A. (pela hipótese de indução) 
=А у УА, (pela equação (1)) 


Algoritmos Recursivos 


O Exemplo 19 fornece a definição recursiva de uma segiiência S. Suponha que desejamos escrever um progra- 
ma de computador para obter S(n) para algum inteiro positivo n. Podemos utilizar duas abordagens diferentes. 
Se desejamos encontrar S(12), por exemplo, podemos começar com S(1) = 2 e então computar S(2), S(3), e 
assim por diante, como fizemos no Exemplo 19, até que finalmente obtemos 5(12). Esta abordagem, sem dú- 
vida, envolve iterações através de uma espécie de laço. Uma versão desse algoritmo iterativo é mostrada abai- 
xo, implementada como uma função em Pascal. 
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function S(n: integer): integer; 
(cálculo iterativo do valor S(n) para a seqiiéncia de Exemplo 19) 


var 
1: integer; (índice do loop] 
ValorCorrente: integer; (valor corrente da função) 


begin 
ifn - 1 then 
5:= 2 


ValorCorrente := 2; 
while i <= n do 
begin 
ValorCorrente : = 2 * ValorCorrente: 
i=i+ 1; 
end; 


{o ValorCorrente tern agora o valor S(n)} 
S := ValorCorrente; 
end; 
end; 


А base, quando n= 1, é obtida na cláusula then da instrução if. A cláusula else, paran > 1, realiza uma inici- 
alização e, a seguir, entra no laço while, que calcula os demais valores da seqüéncia, até que o limite superior 
da mesma é alcançado. Você pode acompanhar a execução passo a passo deste algoritmo para valores peque- 
nos de n, de forma a se convencer de que ele funciona. 

A segunda abordagem utilizada para calcular S(n) usa a definição de recursão de 5 diretamente. Uma 
versão do algoritmo recursivo, implementado novamente em Pascal, é apresentada a seguir. 


function S(n : integer):integer; 
(Calcula recursivamente os valores de S(n) para a sequência do Exemplo 19) 


begin 
ifn = 1 then 
S= 2 
else 
S:= 2*S(n-1); 
end; 


O corpo desta função consiste em uma única estrutura if-then-else. Para entendermos o seu funciona- 
mento, vamos acompanhar a execução da mesma para calcular S(3). A função é inicialmente chamada para o 
valor de entrada n = 3. Como n é diferente de 1, a execução é direcionada para a cláusula else. Neste ponto o 
procedimento para calcular S(3) é momentaneamente suspenso, até que o valor de S(2) seja conhecido. Qual- 
quer informação relevante para a obtenção de S(3) é armazenada na memória do computador numa pilha, para 
ser posteriormente carregada quando o cálculo puder ser completado. (Uma pilha é uma coleção de dados onde 
qualquer novo item ao entrar é armazenado no topo, e somente o item do topo da pilha pode ser removido ou 
acessado. Uma pilha é então uma estrutura do tipo LIFO - last in, first out.) A função é novamente chamada 
para um valor de entrada n = 2. Novamente a cláusula else é executada e o cálculo de 5(2) é momentaneamen- 
te suspenso com as informações relevantes armazenadas na pilha, enquanto a função é chamada novamente, 
agora com n = 1 como entrada. 

Desta vez o valor de retorno, 2, pode ser calculado diretamente pela cláusula then da função. Esta últi- 
ma chamada à função retorna este valor à penúltima chamada, que pode recuperar qualquer informação rele- 
vante para o caso n = 2 da pilha, calcular S(2) e disponibilizar o resultado à chamada anterior (a primeira 
chamada). Finalmente, esta chamada inicial de S é capaz de esvaziar a pilha e concluir seus cálculos, retornan- 
do o valor de S(3). 

Quais sáo as vantagens e desvantagens de algoritmos iterativo e recursivo para executar uma determina- 
da tarefa? Neste exemplo, a versão recursiva é menor, pois dispensa o gerenciamento do laço. Descrever a 
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execução de uma versão recursiva é mais complexo do que descrever a versão iterativa, porém todos os passos 
são realizados automaticamente. Não precisamos saber o que está acontecendo internamente, é necessário apenas 
termos conhecimento de que uma quantidade grande de chamadas pode demandar muita memória para o ar- 
mazenamento na pilha das informações necessárias às chamadas anteriores. Se for necessária mais memória 
do que o que se tem disponível, ocorre um "estouro de pilha". Além de usar muita memória, algoritmos recur- 
sivos podem demandar muitos outros procedimentos computacionais e, por isso, podem ser mais lentos do 
que os não-recursivos (ver Exercício 7, Seção No Computador, no fim deste capítulo). 

De alguma forma, a recursão fornece uma maneira natural de se abordar uma grande variedade de pro- 
blemas, alguns dos quais poderiam ter soluções não-recursivas extremamente complexas. Problemas onde se 
desejam calcular valores para uma seqüéncia definida recursivamente são naturalmente escritos em algorit- 
mos recursivos. Muitas linguagens de programação permitem o uso de recursão (infelizmente, nem todas). 


Escreva o corpo da função recursiva para computar T(n) para a seqüéncia T definida na Prática 9. Ы 


No Exemplo 26, uma definição recursiva foi dada para multiplicar dois inteiros positivos m e п. Uma versão 
em Pascal de um algoritmo recursivo para multiplicação baseada nesta definição é dada abaixo: 


function Produto(m,n:integer):integer; 
[calcula recursivamente o produto de m por п} 


begin 
if n = 1 then 
Produto := m 
else 
Produto := Produto(m, n— 1) +m; 
end; 


Um algoritmo recursivo chama ele próprio para valores "menores" que o valor de entrada. Suponha um 
problema que pode ser resolvido pela solução de versões menores do mesmo problema, e que essas versões 
tornam-se, em algum momento, casos triviais que podem ser manipulados facilmente. Entáo, um algoritmo 
recursivo pode ser útil, mesmo que o problema original não seja colocado de forma recursiva. 

Para nos convencermos de que um algoritmo recursivo funciona não necessitamos começar com um 
particular valor de entrada, e a partir daí trabalhar com os valores anteriores até alcançarmos o caso trivial e 
então voltar para calcular o valor inicial. Acompanhamos este procedimento para computar o valor de S(3) 
apenas para ilustrar o mecanismo computacional de recursividade. Em vez disso, nós poderíamos verificar o 
caso trivial (da mesma forma que verificamos o passo básico em uma prova por indução) e verificar que se o 
algoritmo funciona corretamente quando é chamado para valores de entrada menores, entáo ele resolve o pro- 
blema para o valor original de entrada (este fato é semelhante a provar P(k+ 1) a partir da hipótese P(k) em 
uma prova por indução). 


Uma das tarefas mais comuns em processamento de dados é ordenar uma lista L de n termos em ordem cres- 
cente ou decrescente numérica ou alfabeticamente. (A lista pode consistir, por exemplo, em nomes de clien- 
tes, е na ordenação "Zé das Couves" deve vir depois de "João da Silva") 


ALGORITMO  SelectionSort 


procedure SelectionSort(L: lista;j: integer); 
{ordenação recursiva crescente dos itens de 1 até j da lista L} 


begin 
if j = 1 then 
ordenação está completa, imprima a lista ordenada 
else 
begin 
encontre o índice i do maior elemento de L entre 1 e j; 
troque L(i) com L(j); 
SelectionSort(L,j- 1); 
end; 


end; 
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EXEMPLO 29 


EXEMPLO 30 


O algoritmo de selectionsort — um algoritmo simples, mas pouco eficiente — é descrito em pseudocódigo no 
quadro acima. Ele ordena os primeiros j itens de uma lista L em ordem crescente; quando o procedimento é 
inicialmente chamado, tem o valor n (então a primeira chamada, em última análise, ordena a lista inteira). А 
parte recursiva do algoritmo reside na cláusula else; o algoritmo examina a seção da lista que está sendo con- 
siderada e determina i de tal forma que L(i) seja o maior valor. O algoritmo troca então L(i) e L(j), depois disso 
o máximo valor ocorre na posição j, ou seja, na última posição da seção considerada da lista. L(j) agora está 
correto e não deve mais ser alterado, este processo é repetido para a lista L(1) а L(j-1). Se esta parte da lista 
for ordenada corretamente, então a lista inteira também estará corretamente ordenada. Tão logo j assuma o 
valor 1 (a cláusula then) a parte da lista submetida à ordenação consistirá em uma única entrada, a qual certa- 
mente estará no lugar correto. Neste ponto a lista inteira estará ordenada. . 


Agora que ordenamos nossa lista, outra tarefa comum é procurar se um particular item ocorre na lista. (Será 
que Joáo da Silva é um cliente?) Uma técnica eficiente de busca para uma lista ordenada é o algoritmo de 
busca binária recursivo que é descrito em pseudocódigo no quadro a seguir. O algoritmo procura o valor x na 
seção da lista L entre L(i) e L(j); inicialmente i e j têm os valores 1 e п, respectivamente. A cláusula then do 
primeiro if é a base da recursáo que determina que x nào pode ser encontrado em uma lista vazia, ou seja, uma 
lista onde o primeiro índice excede o último. Na cláusula else, devemos obter o item mediano da seção consi- 
derada da lista. (Se a seção contém um número ímpar de itens, existe realmente um item mediano; se a seção 
contém um número par de itens, é suficiente tomar como mediano o último item da primeira metade da seção 
em questão.) Comparando x com o valor mediano, ou localizamos x ou determinamos em qual metade da lista 
devemos continuar a busca. e 


ALGORITMO BuscaBinária 


procedure BuscaBinária(L: lista; ij: integer; x: tipoitem); 
(procura o item x em uma lista L entre L(i) e L(j)] 


begin 
if i >; then 
write('não encontrado” 
else 
begin 
encontre o índice k do item mediano na lista L(i) — L(j); 
if x = item mediano then 
write('encontrado”) 
else 
ifx < item mediano then 
BuscaBinária (L, ik—lx) 
else 
BuscaBinária (L, k*Lj, x); 
end; 
end; 


Suponha uma lista com os seguintes nümeros: 
3,7,8, 10, 14, 18,22,34 


e o valor de busca x igual a 25. A lista inicial é não-vazia, logo podemos localizar e determinar o item mediano 
que, no caso, é 10. Comparamos entáo x com o item mediano. Como x ^ 10, a busca é realizada na segunda 
metade da lista, ou seja 


14, 18,22,34 


Aqui novamente a lista é não-vazia, e o valor mediano é 18. Como x > 18 a busca é realizada na segunda 
metade da lista, ou seja, 


22,34 


Para esta lista não-vazia, o valor mediano é 22. Como x > 22, a busca continua na segunda metade da lista, ou 
seja 


34 
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EXEMPLO 31 
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Esta é uma lista com um único elemento, com o valor mediano igual a este elemento. Como x < 34 a busca 
deve começar na "primeira metade” da lista que, no caso, está vazia. Neste ponto o algoritmo é encerrado in- 
formando que o valor procurado x não está na lista. 


Este procedimento exigiu ao todo quatro comparações, x foi comparado, a cada momento, a 10, 18, 22 
e 34. Ы 


Na busca binária da lista no Exemplo 30, obtenha os valores com os quais x é comparado, caso х assuma o 
valor 8. ° 


Resolvendo Relações de Recorrência 


Para obtermos o valor $(п) da seqüência 5 do Exemplo 19, desenvolvemos dois algoritmos, um iterativo e 
outro recursivo No entanto, existe ainda uma forma mais fácil para computar S(n). Lembremos que 


$022 (1) 
S(n) = 28S(n-1) paran=2 (2) 
Como 
S(D= 222! 
$0)= 4 = 2 
5(3) = 8 = 2 
$(4) = 16 = 2 


e assim por diante, podemos concluir que: 
S(n) = 2n (3) 


Usando a equação (3), podemos escolher um valor para n e computar S(n) sem a necessidade de computarmos 
inicialmente $ para valores menores que n. Uma equação como a (3), onde podemos substituir um valor e 
obter diretamente o seu resultado, é chamada solução de forma fechada para a relação de recorrência (2) su- 
jeita à hipótese básica (base da recorrência) estabelecida em (1). Encontrar uma solução de forma fechada chama- 
se resolver a relação de recorrência. Obviamente, é interessante encontrar uma solução de forma fechada sempre 
que for possível. 

Uma técnica utilizada para resolver relações de recorrência é uma abordagem do tipo "expanda, supo- 
nha e verifique”, que usa repetidamente a relação de recorrência para expandir a expressão para o n-ésimo 
termo, até que um padrão geral de comportamento da expressão possa ser deduzido. Finalmente, a suposição 
é verificada (demonstrada) por indução matemática. 


Consideremos novamente a hipótese básica e a relação de recorrência para a seqüéncia $ do Exemplo 19: 


SD= 2 (4) 
S(n) = 2S(n-l) paran 2 2 (5) 


Vamos supor que ainda não conhecemos a solução de forma fechada, e usar a abordagem de expandir, supor 
e verificar para encontrá-la. Começando com S(n), expandiremos pelo uso repetido da relação de recorrência. 
Lembrando que a relação de recorrência é a fórmula que diz que qualquer valor de $ pode ser substituído por 
duas vezes o valor anterior de 5. Aplicaremos esta fórmula a $ para os valores n, n— 1,n-2, e assim por dian- 
te: 


S(n) = 28(n— 1) 
= 2 [25(n-2)] = 22S5(n—2) 
= 2[2S(n-3)] = 28(n—3) 


Observando a evolução do padrão, podemos supor que após k expansões sucessivas, a equação terá a forma: 


Sin) = X S(n—k) 
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PRÁTICA 19 


Esta expansão dos valores de S em termos dos valores inferiores de S deve parar quando п — К = 1, ou seja, 
quando k = п — 1. Neste ponto, teremos 


Sin) = 2^ SEn — (n — 1] 
= X S(1) = 27-10) = 2" 


que é a expressão da solução de forma fechada. 

Ainda não terminamos, pois o que fizemos até agora foi supor encontrar um padrão geral. Devemos 
confirmar agora nossa solução de forma fechada utilizando indução em n. A afirmação que desejamos de- 
monstrar é, portanto, S(n) = 2" paran > |. 

Para a hipótese básica, S(1) = 2'. Este resultado é verdadeiro pela equação (4). Suponhamos então que 
S(k) = 2* Temos então: 


S(k+ 1) = 2 S(k) (pela equação (5)) 
= 2 (2%) (pela hipótese indutiva) 


= 21 


Este resultado prova que a nossa solução de forma fechada está correta. . 


Encontre uma solução de forma fechada para a relação de recorrência, sujeita à hipótese básica para a sequên- 
cia Т: 


1. Т@)=1 
2. T(n) = Т(п—1)+ 3 paranz2 


(Dica: Expanda, suponha e verifique.) . 


Os métodos usados na solução de relação de recorrência são semelhantes áqueles usados para resolver 
equações diferenciais. Em particular, relações de recorrência e equações diferenciais são classificadas em vários 
tipos, muitos dos quais têm fórmulas de solução que são conhecidas. 

Uma relação de recorrência para a seqüéncia S(n) é linear se valores anteriores de $ que aparecem na 
definição ocorrem apenas à primeira potência. A relação de recorrência linear mais geral tem a forma: 


Sin) = f(n)Sn—-1) + }(п)5(п—2)у+ + + fiin)si —-k) + gin) 


onde os f;'s е g podem ser expressões envolvendo л. A relação de recorrência tem coeficientes constantes se 
os f;'s são todos constantes. Ela é de primeira ordem se o n-ésimo termo depende apenas dos termos de ordem 
n— Uma relação de recorrência de primeira ordem com coeficientes constantes tem a forma 


S(n) = cS(n-1) + g(n) (6) 
Finalmente, uma relação de recorrência é homogênea se g(n) = O para todo n. 


Encontraremos a solução de forma fechada da equação (6), a relação de recorrência linear de primei- 
ra ordem com coeficientes constantes, sujeita à hipótese básica (base da recorrência) S( 1), que é conhecida. 
Usaremos a abordagem de expandir, supor e verificar. O procedimento a ser implementado aqui é uma gene- 
ralização do que foi feito no Exemplo 31. Aplicando-se repetidamente a equação (6) e simplificando, obtém- 
se: 

S(n) = cS(n— 1) + g(n) 
с[с5(п—2) + g(n— D] + g(n) 
csS(n—2) + cg(n— 1) + gin) 
c[cS(n—3) + g(n—2)] + cg(n— 1) + gin 
= с55(п—3) + cg(n-2) + се(п—1) + g(n) 


EM ti 


Após К expansões sucessivas, a fórmula geral parece ser: 


S(n) = c'S(n—k) + c*"'g(n-(k—1))* = +eg(n— 1) + gin). 


EXEMPLO 32 
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Se a seqüéncia tem o valor base igual a 1, então a expansão termina quando n — k = 1 ouk =n - 1. Neste 
ponto teremos: 


S(n) = cc S(1)+c"?g(2)+... +cg(n-1)+g(n) 
= cc S(1)+c"?g(2)+... +cg(n-1) + cg(n) (7) 


Podemos usar a notacáo de somatório para escrever parte desta expressáo de forma mais compacta. A letra 
grega maiúscula sigma, Y , representa o somatório. A notação 2, (expressão) significa que devemos subs- 
tituir na expressão sucessivos valores de i, o índice do somatório; do limite inferior p até o limite superior q, 
e então somar os resultados obtidos. (Veja Apéndice A mais adiante, para discussões sobre a notação do soma- 
tório.) 
Então, por exemplo, 

7, 
У а = a0) + a) aT) 


Na notação de somatório a equação (7) será: 
Sn) = с S+ Y eng) 
i=2 


Podemos usar a indução de forma mais explícita do que a utilizada no Exemplo 31 para verificar que esta fór- 
mula funciona (veja Exercício 67). Entretanto, a solução de forma fechada para a relação de recorrência (6) é 


Sm) = с"! SD + Y engi) (8) 


A seqüéncia S(n) do Exemplo 31, 


su) = 2 
$(n) = 2 S(n —1) paran 22 


é uma relação de recorrência linear, homogênea, de primeira ordem com coeficientes constantes. Em outras 
palavras, ela verifica a equação (6) com c = 2 e g(n) = 0. Da fórmula (8), a solução de forma fechada é 


Sin) =22)+ Y 0=2" 


о que confirma o resultado previamente obtido no Exemplo 31. ° 


Refaça a Prática 19, usando a equação (8). Ы 


Revisão da Seção 2.3 


Técnicas 


* Geração de valores em uma seqüéncia definida recursivamente. 

* Uso da indução para demonstrar propriedades de uma seqüéncia definida recursivamente. 

* Reconhecimento de objetos de uma coleção definida recursivamente. 

* Como fornecer definições recursivas para determinados conjuntos de objetos. 

* Como fornecer definições recursivas para certas operações sobre objetos. 

* Como escrever algoritmos recursivos para gerar seqüéncias definidas recursivamente. 

* Resolução de relações de recorrência lineares de primeira ordem com coeficientes constantes, 
usando uma fórmula de solução. 

* Resolução de relações de recorrência através da técnica de expansão, suposição e verificação. 
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Idéias Principais 


Podemos usar definições recursivas para seqüéncias de objetos, conjuntos de objetos e operações sobre obje- 
tos, desde que informações básicas sejam conhecidas e novas informações dependam de informações já co- 


nhecidas. 


Os algoritmos recursivos fornecem uma forma natural de resolver certos problemas, através da utilização da 


mesma tarefa para solucionar uma versão reduzida do problema. 


Certas relações de recorrência têm soluções de forma fechada. 


Exercícios 2.3 


Para os Exercícios 1 a 10, escreva os cinco primeiros valores das sequências dadas. 


x1. S(1) = 10 
S(n) = S(n—1) + 10. paran 2 2 
2. A(1) 22 
1 
А(п) = ҮТЕРЕР paran > 2 
3. В(1) = 1 


В(п) = B(n-1) + и? paran=2 


x4. S(1)= 1 


Sm= sn-n+i  paran=2 
п 


5. TD=1 
T(n) = пТ(п-1) paran 2 2 
6. P(1)= 1 
P(n) = п?Р(п—1)+(п—1) paran 2 2 
*7. M(1)=2 
М(2) = 2 
М(п) = 2M(n—-1)-M(n-2) paran > 2 
8. D(1) = 3 
D(2) = 5 
Día) = (n-1)D(n—1)*t(n-2)D(n-2) paran => 2 
9. W(1) = 2 
№(2) = 3 
(п) = W(n-1)W(n—-2) paran > 2 
10. T(1) = 1 
TO = 2 
TO) = 3 


T(n) = Т(п—1) + 27(п—2) + 3T(n-3) paran 23 


Nos Exercícios 11 e 12, prove as propriedades dadas рага os números de Fibonacci diretamente da definição. 


(Não é necessário usar indução.) 
x11. Fin+1) + F(n-2) = 2F(n) paran>2 


12. [Ё(п+1)]? = [Р(п)]? + F(n-DF(n*2) paran > 1 


Nos Exercícios 13 а 18, demonstre as propriedades dadas рага os números de Fibonacci para todo n = 1. 


*15. 


* 19. 


20. 


*21. 


22. 


23. 


24. 
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. FA) + F(Q} + + F(n) = F(n+2) — 1 (Dica: Use a indução fraca.) 


FO + F(4) + + F(2n) = FQn4 1) — 1 (Dica: Use a indução fraca.) 


F(n+3) = 2F(n+1) + F(n) 


. F(n*6) = AF(n* 3) Е(п) 
. F(n) «2 


. Os valores p e q são definidos como se segue: 


1-45 El 


2 549 ^73 


p= 


a. Prove que 1 +p=p?el+q=q 
b. Prove que 


F(n) = 2729 
p-4 


c. Use o item (b) para provar que 


теле 
02512 5| 2 


е 


é uma solução de forma fechada para a sequência de Fibonacci. 


Escreva uma definição recursiva para uma progressão geométrica com termo inicial a e razão r (veja 
Exercício 17 na Seção 2.2). 


Escreva uma definição recursiva para uma progressão aritmética com termo inicial a e razão d (veja 
Exercício 18, Seção 2.2). 


Em um experimento, certa colônia de bactérias tem inicialmente uma população de 50.000. Uma leitura 

é feita a cada duas horas, e no final de cada duas horas de intervalo há três vezes mais bactérias que 

antes. 

a. Escreva a definição recursiva para A(n), onde A(n) é o número de bactérias presentes no início 
do n-ésimo período de tempo. 

b. No início de qual intervalo existem 1.350.000 bactérias presentes? 


Uma quantia de 500 unidades monetárias foi investida em uma conta remunerada a uma taxa de juro 
composto anual de 10%. 

a. Escreva a definição recursiva para P(n), a quantia na conta no início do n-ésimo ano. 

b. Depois de quantos anos a quantia excederá o valor de 700 unidades monetárias? 


Uma coleção T de números é definida recursivamente por: 


1. 2 pertence a Т. 
2. Se X pertence a T, então X + 3 e 2. X também pertencem a T. 


Quais dos seguintes números pertencem a 77 
аб b7 c.19 4.12 


Uma coleção M de números é definida recursivamente por: 


1. 2е 3 pertencemaM. 
2. Se X e Y pertencem a M, então Х. Y também pertence a M. 


80 Demonstrações, Recursão e Análise de Algoritmo 


*25. 


26. 


*27. 


28. 


29. 


30. 


*31. 
32. 
*33. 


34. 


*35. 
36. 


37. 


38. 


*39. 


Quais dos seguintes números pertencem а М? 


a. 6 5.9 c. 16 4.21 е. 26 £54 2.72 h.218 


Uma coleção $ de cadeias de caracteres é definida recursivamente por: 


І. a e b pertencem a S. 


2. Se X pertence a S, então Xb também pertence a S. 
Quais das seguintes cadeias pertencem a S? 


a. a b.ab  c.aba d.aaab е. bbbbb 


Uma colecáo W de cadeias de símbolos é definida recursivamente por 


1. a,be c pertencem a W. 


2. Se X pertence a W, então a(X)c também pertence a W. 
Quais das seguintes cadeias pertencem a W? 


a. a(b)c b.a(a(b)c)c c. a(abc)c а. a(a(a(a)c)c)c е. a(aacc)c 
Forneça uma definição recursiva para o conjunto de todas as wffs predicativas unárias em x. 


Forneça uma definição para o conjunto de todas as fórmulas bem definidas da aritmética de inteiros que 
envolvam inteiros e os operadores aritméticos +, —, * е /. 


Forneça uma definição recursiva para o conjunto de todas as cadeias de parênteses bem balanceados. 


Forneça uma definição recursiva para o conjunto de todas as cadeias binárias contendo um número ím- 
par de Os (zeros). 


RUE tu 2 R & 
Forneça uma definição recursiva рага x, о reverso da cadeia х. 


Forneça uma definição recursiva para |x|, o tamanho da cadeia x. 


Use a notação BNF para definir o conjunto dos inteiros positivos. 


Use a notação BNF para definir o conjunto dos números decimais que consistem em um sinal opcional 
(+ ou —), seguido de um ou mais dígitos, o ponto decimal, zero ou mais dígitos. 


Forneça uma definição recursiva para o fatorial n/, para n = 1. 
Forneça uma definição recursiva para a adição de dois inteiros não-negativos m e n. 
a. Escreva uma definição recursiva para a operação de obtenção do maior dentre n inteiros, a; . . ., Am 


п 2= 2. 


b. Escreva uma definição recursiva para a operação de obtenção do menor dentre n inteiros, a; . 
п > 2. 


Puit 


a. Forneça uma definição recursiva para a conjunção de n proposições na lógica proposicional. 
b. Escreva uma formalização da propriedade associativa da conjunção (equivalência tautológica 
2b da Seção 1.1), e use a indução para prová-la. 


Sejam A e Bi, IB» ,... . В, afinmações. Prove a extensão finita das equivalências distributivas da lógica 
proposicional: 


Ау (В AB, ^-^ B) ө (А У В) л (А vB) a cn (Av B,) 


А л (ВУ В, v.v B) б (А л В) У (А л В,) у-у (А л В) 


para n > 2. 
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40. Sejam B,,B>,.. ., В, afirmações. Prove a extensão finita da lei de De Morgan: 


(B, VB, v.v BJ) SB л Ву ^-^ B, 
e 


(B, ^B, ^«^ В) e В’ v Bj vv B, 


" 


para n z 2. 


Nos Exercícios 41 a 46, escreva o corpo da função recursiva para computar S(n) para uma dada seqüéncia S. 


41. 1,3,9,27,... 
11 
42. 2, Lago 


x43. 1,2,4,7, 11, 16,... 
44. 2,4, 16,256,... 
45.a, b, a + b, а + 2b, 2a*3b,... 
*46. p, p—q, p+q, p-2q. р + 29, p-3q, . .. 
47. Que valor é computado pelo seguinte algoritmo recursivo em Pascal, para um valor de entrada n? 


function fn: integer): integer: 
begin 
ifn = 1 then 


else 
f: =f(n-1)+ 1; 
nd; 


e 


48. A seguinte funcáo recursiva em Pascal é inicialmente chamada com um valor inicial para i igual a 1. L 
é uma lista (vetor) com 10 inteiros. Qual o procedimento executado pela função? 


function g(L: lista; i,x : integer) : integer: 


begin 
if i> 10 then 
g:=0 
else 
if L[i] =x then 
g:= 10 
else 
g:-g(L i*lx); 
end; 


49. Descreva informalmente um algoritmo recursivo para inverter os elementos de uma lista de itens. 


50. Descreva informalmente um algoritmo recursivo para computar a soma dos dígitos de um inteiro posi- 
tivo. 


x51. Simule a execução do algoritmo SelectionSort para a lista L abaixo; escreva а lista após cada troca que 
altere o conteúdo da mesma. 


4, 10, -6,2,5 


52. Simule a execução do algoritmo SelectionSort para a lista L abaixo; escreva a lista após cada troca que 
altere o conteúdo da mesma. 


9,0,2,6,4 


82 Demonstrações, Recursão e Análise de Algoritmo 


93; 


54. 


O algoritmo de busca binaria é utilizado na lista a seguir; x tem o valor "Cuiabá". Enumere os elementos 
com os quais x é comparado. 


Brasília, Campinas, Ipu, Nova Iguaçu, Petrolina, São Paulo, Xerém 


Um algoritmo de busca binária é usado na lista a seguir, tendo como valor de busca x = "margarina". 
Indique com quais elementos x é comparado. 


açúcar, chocolate, manteiga, margarina, nata, ovos 


Nos Exercícios 55 a 60 resolva as relações de recorrência sujeitas às bases apresentadas. 


*55. 


56. 


57. 


*58. 


59. 


60. 


$(1)=5 

S(n) = Sín-1) +5 paranz2 
FO) = 2 

Е(п) = 2Е(п-1) + 2" рағап > 2 
Т(1)= 1 


T(n) = 2Т(п-\) + 1 раган 2 2 
(Dica: Veja Exemplo 11.) 


А(1) = 1 
A(n) =A(n—D + п paranz2 
(Dica: Veja Prática 6.) 


$(1) 21 
S(n) = S(n-l) + 2n- 1 paranz2a 
(Dica: Veja Exemplo 10.) 


P(1) = 2 


P(n) = 2P(n-1) + n2" paran=2 
(Dica: Veja Prática 6.) 


Para os Exercícios 61 e 62, resolva as relações de recorrência sujeitas às bases apresentadas, usando a aborda- 
gem de expansão, suposição e verificação. 


x61. 


62. 


63. 


64. 


x65. 


Е(1) = 1 
Е(п) = пЕ(п — 1) раган 2 2 
S(1) = 1 


S(n) = nS(n-1) + n! 


O lixo em um depósito sanitário decompõe-se a uma taxa de 5% ao ano. Se 100 toneladas de lixo são 
inicialmente depositadas no depósito, quanto permanece não decomposto após 20 anos (ou seja, no iní- 
cio do 21.º ano)? (Dica: Enuncie e resolva uma relação de recorrência.) 


Um milhão de unidades monetárias é depositado em uma conta, a uma taxa anual de remuneração de 
8%. No final de cada ano um adicional de 100 unidades monetárias é depositado na mesma conta. Qual 
o montante do valor na conta no final de sete anos (ou seja, no início do 8.º ano)? (Dica: Escreva e resol- 
va a relação de recorrência. Consulte também o Exercício 17 da Seção 2.2 para obter a fórmula da soma 
de uma progressão geométrica.) 


Membros antigos da Sociedade de Pitágoras definiram números figurados como sendo o número de 
pontos em uma certa configuração geométrica. Os primeiros números triangulares são 1, 3, 6, e 10, e 
são semelhantes ao diagrama da figura abaixo: 


e 


1 3 6 10 


Encontre a fórmula рага o n-ésimo número triangular. (Dica: Veja a Prática 6.) 


Seção 2.4 
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66. Os primeiros números pentagonais (veja exercício anterior) são 1,5, 12, 22, e são semelhantes ao di- 
agrama da figura abaixo: 


1 5 12 22 


Encontre a fórmula рага o n-ésimo número pentagonal. (Dica: Veja Exercício 18 da Seção 2.2 para 
obter a expressão da soma de uma progressão aritmética.) 


67. Use a indução matemática para verificar que a equação (8) desta seção é a solução da relação de recor- 
rência (6) sujeita à condição básica de S(1) ser conhecida. 


Análise de Algoritmos e Mais Sobre Prova de Correção 


Análise de Algoritmos 


Geralmente existe mais de um algoritmo para executar a mesma tarefa. Quando comparamos algoritmos, vá- 
rios critérios podem ser utilizados para julgarmos qual deles é o "melhor". Devemos indagar, por exemplo, 
qual deles é mais fácil de ser entendido, ou qual é executado de forma mais eficiente. Um modo de julgarmos 
a eficiência de um algoritmo é estimarmos o número de operações realizadas pelo mesmo. Contamos apenas 
as operações que são básicas para a tarefa principal, não devemos computar operações cuja contribuição para 
o processamento seja irrelevante. 

Suponhamos, por exemplo, que a tarefa é procurar a ocorrência de um determinado item x em uma lista 
ordenada de palavras ou números. Uma vez que qualquer algoritmo elaborado deverá comparar os elementos 
da lista dada com x (elemento a ser procurado), a operação básica a ser contabilizada é, portanto, a compara- 
ção. 

O algoritmo de busca segiiencial compara x com cada valor da lista até que x seja encontrado, ou a lista 
seja totalmente varrida. Uma descrição em pseudocódigo de um algoritmo de busca sequencial é apresentado 
a seguir. O algoritmo tem um tempo de processamento máximo quando x é o último item da lista, ou quando 
x não é um elemento da lista. Nos dois casos, todos os elementos da lista são comparados a x, totalizando as- 
sim n comparações. 


ALGORIIMO BuscaSeqiiencial 


procedure BuscaSegiiencial (L: lista; n: integer; x: tipoitem); 
( procura o item x em uma lista L com n itens ) 


begin 
i- 1; 
while (L(7) % x) and (i < n) do 
i:= i + l; 
if Li) = x then 
imprima ('encontrado') 
else 
imprima ('não encontrado'); 
end; 


É claro que x poderia ser o primeiro item da lista, o que acarretaria apenas uma comparação; no entanto, 
se x estiver no meio da lista serão necessárias aproximadamente n/2 comparações. Obviamente, existem mui- 
tas possibilidades e seria interessante que tivéssemos alguma forma de estimar o valor médio da quantidade de 
processamento demandada. Tal estimativa requer informações sobre a lista típica sobre a qual se realiza a busca, 
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bem como uma relação típica entre o valor procurado e a lista dada. Porém, uma medida para o comportamen- 
to médio é geralmente muito difícil de se determinar, não só para este algoritmo específico, mas para a maioria 
dos algoritmos. Para comparar a eficiência de algoritmos, portanto, nos contentaremos com a análise de seus 
piores casos. 

O estudo da eficiência de algoritmos, isto é, do número de operações executadas, é chamado análise de 
algoritmos. A análise de algoritmos recursivos geralmente envolve a solução de uma relação de recorrência. 
A título de exemplo, consideremos outro algoritmo de busca em uma lista ordenada, o algoritmo de busca 
binária da Seção 2.3. Quantas comparações são realizadas por este algoritmo no pior caso? Uma comparação 
é realizada com o valor mediano, o processo é então repetido com uma das metades da lista. Se a lista original 
tem n elementos, então a metade da lista tem no pior caso n/2 elementos. (No Exemplo 30, por exemplo, quando 
10 é o valor mediano, a metade "direita" da lista tem quatro elementos, porém a metade "esquerda" tem ape- 
nas três.) Se vamos continuar a cortar a lista pela metade, é conveniente considerar apenas o caso em que ob- 
temos um valor inteiro cada vez que dividimos a lista ao meio; assim devemos assumir que п = 2'" para algum 
m = 0. Se C(n) representa o número máximo de comparações realizadas para uma lista com n elementos, en- 
tão veremos que: 


n 
cm =1+0(%) 


(Este resultado reflete uma comparação com o valor mediano, acrescido de outras comparações que são ne- 
cessárias para a metade da lista.) A hipótese básica é: 


С) = 1 
posto que apenas uma comparação é realizada para uma lista com um elemento. 
Como isto não é uma relação de recorrência de primeira ordem, para resolvê-la iremos começar com 


uma abordagem de expansão, suposição e verificação. Além disso, essa solução irá envolver uma função loga- 
rítmica; para uma revisão da função logarítmica e suas propriedades, veja o Apêndice B. 


Resolva a relação de recorrência 


co -i«c(2) paran 2 2, п = 2" 


sujeita à hipótese básica 
Cd) = 1 
Expandindo, vem 


Cm) =1+C (3) 


0) 
su SS) 


com o termo geral sendo 
C(n)-k*C (=) 
2 
O processamento termina quando 2* = n ou k = logan. (Iremos omitir, daqui por diante, a notação na base 2 — 
assim log n significa log»n.) Então 
C(n)=logn+ C( = 1 + logn 


Agora, usaremos indução para mostrar que C(n) = 1 + log(n) para todo n = 1,n = 2". Esta é uma forma um 
pouco diferente de indução, porque os únicos valores de interesse são potências de 2. Continuaremos usando 
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o valor 1 para a base da indução, mas provaremos que, se nossa sentença é verdadeira para um valor k, então 
ela também será verdadeira para 2k. A afirmação será então verdadeira para 1, 2, 4, 8,..., ou seja, para todos 
inteiros não-negativos potências de 2, exatamente o que desejamos. 

C(1)21 +logl=1+0 verdadeira 


Suponhamos então que C(k) = 1 + log k Então 


C(2k) = 1 + C(k) (pela relação de recorrência) 
= ] + 1 +logk (pela hipótese de indução) 
= ] + log 2 + log k; (1052 = 1) 
= 1 + log 2k (propriedade dos logaritmos) 
Este resultado completa a prova indutiva. . 


Pelo Exemplo 33, o número máximo de comparações realizadas para uma busca binária em uma lista 
ordenada com n elementos, e n = 2” é 1 + log n. No Exemplo 30, n vale 8, e quatro comparações (1 + log 8) 
foram realizadas no pior caso (x não está na lista). Uma busca seqüencial exigiria oito comparações. Como 


l+logn<n paran=2",nz4 


a busca binária é quase sempre mais eficiente que a busca seqüencial. Entretanto, um algoritmo de busca se- 
qüencial tem uma grande vantagem — se a lista a ser pesquisada não estiver ordenada, o algoritmo de busca 
sequencial funcionará mas o de busca binária, não. Se ordenarmos a lista para então usarmos o algoritmo de 
busca binária, devemos considerar o número de operações envolvidas no procedimento de ordenação. Os 
Exercícios 7 até 14 no fim desta seção solicitarão que você conte as operações realizadas para ordenar uma 
lista em diferentes algoritmos. 

O algoritmo de busca binária é recursivo, o que significa que o algoritmo chama ele próprio para calcu- 
lar valores menores que o valor de entrada original. Neste caso, a versão menor do problema é significativa- 
mente menor — a entrada tem mais ou menos a metade do tamanho da entrada do problema original. Este 
resultado decorre claramente da forma da relação de recorrência, onde C(n) depende não de C(n-1) mas de 
C(n/2). Algoritmos com relações recursivas dessa forma, onde o problema principal é decomposto em peque- 
nos subproblemas, são algumas vezes chamados algoritmos dividir para conquistar (divide and conquer). 

A relação de recorrência da busca binária é um caso particular da forma geral 


S(n) = 85) + (п) paran 2 2, п = 2" " 


onde c é uma constante e g pode ser uma expressão envolvendo л. Iremos estabelecer uma solução de forma 
fechada para (1) sujeita à hipótese básica de que S(1) é conhecido. Poderíamos usar novamente a abordagem 
de expandir, supor е verificar, mas, em vez disso, faremos algumas transformações em (1) para convertê-la em 
uma relação de recorrência de primeira ordem com coeficientes constantes. 

A equação (1) assume que n = 2" com n > 2. Daí segue que m = log пе т > 1. Substituindo 2" por n 
na equação (1), temos 

5(2”) = с5(2"-!) + 8(2") (2) 
Fazendo T(m) representar S(2”) па equação (2), obtemos 


Тип) = cTm-1) + 80") param = i (3) 


A equação (3) é uma equação linear de primeira ordem com coeficientes constantes; da equação (8) na Seção 
2.3, obtemos a solução 


T(m) = c""T(1) + Dera) (4) 
(22 
sujeita à condição básica de que Т(1) seja conhecida. Como a equação (3) vale para т = 1, temos que 


TA) = cT(0) + gQ) 
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Substituindo este valor em (4) vem 
Т(т) = с"Т(0у+ V crig() (5) 
i=t 
Desfazendo a substituição inicial T(m) = S(2"), a equação (5) resulta em: 
50") = c^SQ?) - V erig(2:) 
i=l 
Finalmente, usando 2” = n, ou m = log n vem: 
loga 
S(n) = che^S(1) + у, cues ni g(2i) (6) 
i=1 
A equação (6) é então uma solução de forma fechada para a relação de recorrência (1). 
A relação de recorrência para o algoritmo de busca binaria 
С) = 1 


co) =1+c2) paran 2 2, п = 2" 


verifica a equação (1) acima, com с = 1 e g(n) = 1. A solução de acordo com a fórmula (6) é 


log n 


Сп) = Y^ CO) + У eem 
i=l 
=1+ (log n)(1)=1+ logn 
que confirma o resultado obtido previamente. * 
Mostre que a solução da relação de recorrência 


S(D=1 


Sm) = ^+ | paran 2 2, п = 2" 


é 2n - 1 (Dica: Veja o Exemplo 11 e note que 2º” = п.) . 


Mais adiante neste livro examinaremos o comportamento de outros algoritmos, muitos deles que operam com 
grafos, e muitos que náo sáo recursivos. 


Mais sobre Prova de Correcáo de Algoritmos 


Na Seção 1.5 explicamos o uso de um sistema de lógica formal para provar matematicamente a correção de 
um programa. Asserções ou predicados envolvendo variáveis do programa são inseridas no início, no fim e 
pontos intermediários entre as instruções do programa. Provar então a correção de qualquer particular instru- 
ção s; do programa envolve provar que a implicação 


{Q} sitR) (1) 


é verdadeira, onde Q e R são asserções conhecidas, respectivamente, como pré-condição e pós-condição para 
a instrução. O programa é demonstrado como correto se todas as implicações para as instruções no programa 
são verdadeiras. 


EXEMPLO 35 
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No Cap. 1, discutimos um axioma que fornece a condição sob a qual a implicação (1) é verdadeira quando s; 
é um comando de atribuição, e uma regra de inferência que fornece as condições para que a implicação (1) seja 
verdadeira, quando s. é uma instrução condicional. Agora iremos usar uma regra de inferência que fornece as 
condições para que a implicação (1) seja verdadeira quando s; é uma instrução de laço. Nós adiamos as consi- 
derações sobre instruções de laço até agora porque usamos a indução matemática na aplicação desta regra de 
inferência. 


Suponha que s; é uma instrução de laço da forma 


while condição B do 
$ 


onde B é uma condição que pode ser verdadeira ou falsa e $ é uma instrução do programa. Quando esta instru- 
ção é executada, a condição B é computada. Se B é verdadeira, a instrução S é executada e então B é compu- 
tada novamente. Se B continuar verdadeira, o segmento de programa S é executado e então B é novamente 
computada, e assim por diante. Se a condição B for falsa, o loop é interrompido. 

A forma de implicação (1) que pode ser usada quando s; é uma instrução de loop impõe (da mesma forma 
que no axioma da atribuição) uma relação entre Ое К, a pré-condição e a pós-condição. A asserção О é ver- 
dadeira antes de se entrar no laço; um requisito é que Q deve continuar valendo depois que o laço termina (o 
que significa que deveremos procurar uma asserção Q que desejamos seja verdadeira quando o loop terminar). 
Além disso, B' — a condição para o término do loop — deve ser verdadeira da mesma forma. Então (1) terá 
a forma 


1035,10 л B (2) 


Considere a seguinte função em pseudocódigo, que calcula o produto x * у рага dois inteiros não-negativos x 
e y. 


function Produto(x, y: inteiros não-negativos):integer; 
[computa x * y) 


var 
ij: integer; 


begin 
i: 0; 
j:=0; 
while (i z x) do 
begin 
= Ј + у; 
i: + oL 
end; 


[j agora contém o valorx * у} 
Produto : = j; 
end; 


Esta função contém um loop; a condição B para o loop continuar executando é į % x. A condição B' para o loop 
terminar é i = x. Quando o loop é encerrado j deve conter o valor x * y. Sabendo-se que i = x quando o loop 
termina, a asserção j = i * у também deve ser verdadeira. Portanto, quando o laço termina, se a função realiza 
o que desejamos que realize, a asserção 


j=ixyni=x 
é verdadeira. Isto iguala a forma Q A B’, se tomarmos a asserção 

j=i*y 
como О. Objetivando igualar a forma a (2), a asserçãoj = і * y deverá ser verdadeira antes da instrução de 
laço. Isto é realmente o caso porque antes do laço, i = j = 0. 


Parece que para este exemplo nós temos um candidato à asserção Q para a implicação (2), no entanto 
não temos ainda a regra de inferência que nos permita afirmar quando (2) é uma implicação verdadeira. (Lem- 


88 Demonstrações, Recursão е Análise de Algoritmo 


EXEMPLO 36 


bre-se de que nós descobrimos Q baseados no que imaginamos ser a operação correta do código da função.) 


A asserção О deve ser verdadeira antes que o laço seja iniciado. Se a implicação (2) for verificada, О 
permanecerá verdadeira depois do término do loop. Este fato pode ser garantido se О permanecer constante 
após cada iteração do loop, incluindo a iteração final. Q representa um predicado ou relação entre os valores 
das variáveis do programa. Se esta relação é válida, antes que uma iteração do loop seja executada, e perma- 
nece válida depois que a iteração é executada, então a relação entre estas variáveis não é afetada pela ação da 
iteração do loop, ainda que os valores possam ter mudado. Uma relação desse tipo é chamada invariante do 
loop. 

A regra de inferência de laço nos permite inferir a veracidade de (2) a partir de uma implicação que diga 
que Q é uma invariante do loop, isto é, que se Q for verdadeira e a condição B também for verdadeira, caso no 
qual outra iteração do laço é executada, então О permanece verdadeira após esta iteração. A regra é apresen- 
tada de modo mais formal no quadro a seguir. Para se valer desta regra de inferência, devemos obter uma in- 
variante do loop, О, que nos seja útil — uma asserção que afirme o que esperamos que deva acontecer — e 
então demonstrar a implicação. 


{Q ^ BIStQ) 


Regra do Loop de Inferência 
A implicação 


(Qis(Q AB”) 
onde s; é uma iteracáo do loop 


while condição B do 
S 


pode ser inferida de 


{0 ^ B) S(Q) 


Neste ponto é que a indução entra em cena. Denotamos por Q(n) a sentença de que О, uma invariante do 
loop proposta, é verdadeira após n iterações do loop. Por não sabermos necessariamente quantas iterações o 
loop pode executar (ou seja, por quantos passos a condição B permanece verdadeira), nós desejamos mostrar 
que Q(n) é verdadeira para todo n = 0. (O valor n = O corresponde à asserção quando da entrada no loop, 
depois de zero iteração do loop.) 


Consideremos novamente a função em pseudocódigo do Exemplo 35. Neste exemplo, supomos que Оё a re- 
lação 


j=i*y 


Para usar a regra de inferência de loop, nós devemos provar que Q é uma invariante do loop. 

Os valores de x e y permanecem inalterados durante toda a execução da função, no entanto i e j têm seus 
valores alterados no interior do laço. Façamos i, ej, denotar respectivamente os valores de i ej após n ite- 
rações do loop. Então Ofn) é a sentença jn = i, * y. Demonstraremos por indução que Q(n) vale para todo 
п 2 0. 


Q(0) ё a sentença 
ў 0 E iy * y 


que, como foi verificado no Exemplo 35, é verdadeira porque, após zero iteracáo do loop, quando o primeiro 
comando do loop é alcançado, tanto i quanto j têm o valor 0. (Formalmente, o axioma de transferência pôde 
ser usado para provar que estas condições em i ej valem neste ponto.) 


Assumimos — Q(Kj, = i, * y 
Mostraremos Q(k*1)j,, = i, sy 


PRÁTICA 22 
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Entre os instantes de tempo em que j e i assumem os valores j e i, e os valores /к+ e ix, 1, uma iteração do loop 
é realizada. Nesta iteração, o valor de j é alterado pela adição de y ao seu valor anterior, e o de i pela adição de 
1. Assim 


Então 


Аре ДГУ (рог (3)) 

іж у + у (pela hipótese de indução) 
(Л + Dy 

= ut) (por (4)) 


O que conclui a demonstração de que Q é uma invariante do loop. 


A regra de inferência de loop nos permite inferir que, após a execução do loop, a condição Q ^ B' ainda 
é válida, o que no nosso caso é 


ј = іжулі= х 
No entanto, neste ponto a sentença 
j=x*y 


é verdadeira, o que é exatamente o que a função pretendia calcular. . 


O Exemplo 36 ilustra que invariantes de loops nos fornecem informações mais fortes sobre o programa 
do que pretendíamos demonstrar; o que desejamos mostrar é o caso especial da invariante do loop após o tér- 
mino do loop. Encontrar a invariante do loop apropriada requer que trabalhemos de trás para frente, a partir da 
conclusáo desejada, como no Exemplo 35. 

Não demonstramos de fato que o laço neste exemplo chega ao fim de sua execução. O que demons- 
tramos foi sua correção parcial — o programa produz o resultado desejado, supondo que sua execução che- 
ga ao fim. Como x é um inteiro não-negativo e i é um inteiro que começa em 0 e é incrementado de 1 a cada 
passo do loop, sabemos que, em algum passo, i = x irá tornar-se uma sentença verdadeira. É claro que este 
exemplo é irreal: se nós realmente desejássemos calcular x.y, o teríamos feito usando uma simples instrução 
de programa. No entanto, esta mesma técnica também se aplica a laços que tenham um significado mais con- 
creto. 


Mostre que a seguinte função calcula x+y para inteiros x e y não-negativos, provando que O :j = х + i é uma 
invariante do loop e avaliando o valor de О quando o loop termina. 


function Soma(x,y: inteiros não-negativos): integer; 


var 
i, j: integer; 


begin 
¿:=0; 
ji=x 
while (і 4 y) do 
begin 
у=} +1; 
i:=i+ l; 
end; 


| J agora tem o valor x + y) 
Soma := j; 
end; 
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Revisão da Seção 2.4 


Técnicas 
* Resolver relações de recorrência de algoritmos que se valham de estratégias do tipo dividir para con- 


quistar através do uso de uma fórmula resolvente. 
* Verificação de invariantes de loops. 


Idéias Principais 
A análise de um algoritmo estima o número de operações básicas que o algoritmo executa. 


A análise de algoritmos recursivos conduz às relações de recorrência. 


Uma invariante do loop, demonstrada por indução no número de iterações, pode ser usada para demonstrar a 
correção de um loop de programa. 


Exercícios 2.4 


* 1. Descreva a versão recursiva do algoritmo de busca sequencial para realizar uma busca do item x em uma 
lista L com n itens. 


2. Usando a versão recursiva do Exercício 1, escreva uma relação de recorrência para o número de compa- 
rações de x com os elementos da lista realizada pelo algoritmo de busca seqüencial no pior caso, e em 


seguida resolva esta relação de recorrência. (Como antes, a resposta deverá ser n.) 


Nos Exercícios 3 a 6, resolva a relação de recorrência sujeita à hipótese de indução. (Dica: Veja Exemplo 11, 
e note que 2"? = п.) 


3. T(1) 23 
rq) - T(2)*n para n = 2, n = 2" 


4.Р(1) = 1 
23 ү 
Р(п) = 2ғ(5)-з 


5. Sa) = 1 
sm =25[(3)4n 


6. Р(1)= 1 
Р(п) = EE т 


Os Exercícios 7 а 9 referem-se ao algoritmo SelectionSort da Seção 2.3. 


ж7. Em cada passo do algoritmo SelectionSort, o índice do item de valor máximo em uma lista deve ser de- 
terminado. Isto requer comparações entre os elementos da lista. Quantas comparações são necessárias 
no pior caso para determinar o maior elemento de uma lista não ordenada com n elementos? Quantas 
comparações são necessárias no caso médio? 


8. Definindo como operação básica a comparação dos elementos de uma lista e ignorando o processamen- 
to necessário para realizar as trocas de elementos, escreva a relação de recorrência para a quantidade de 
esforço computacional empregado pelo algoritmo SelectionSort quando aplicado a uma lista com n ele- 
mentos. (Dica: Use o resultado do Exercício 7.) 


9. Resolva a relação de recorrência do Exercício 8. 
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Os Exercícios 10 a 14 referem-se a um algoritmo para ordenação de dados denominado MergeSort, descrito a 
seguir: Uma lista com um único elemento já está obviamente ordenada e não é necessário qualquer processa- 
mento. Para outros casos, divida a lista ao meio, ordene cada uma das partes e então faça um merge das duas 
listas em uma única lista ordenada. 


* 10. A parte do algoritmo MergeSort que executa o merge requer a comparação entre elementos das duas 


11. 


listas ordenadas a fim de escolher qual elemento será incluído na lista ordenada, que será a combinação 
das duas "metadas já ordenadas". Quando o fim de uma das listas é alcançado, os elementos restantes 
da outra lista podem ser adicionados à nova lista sem a necessidade de mais comparações. Dadas as duas 
listas, execute um merge e conte o número de comparações necessárias para executá-lo. 

a. 6,89 e 145 b. 1,58 e 2,34 c. 0,2,3,4,7,10 e 1,89 


Em quais circunstâncias ocorre um número máximo de comparações para executar um merge de duas 
listas ordenadas? Se os tamanhos das listas são respectivamente г e s, qual o número máximo de compa- 
rações? 


* 12. Escreva uma relação de recorrência para o número de comparações realizadas entre os elementos das 


13. 
14. 


listas pelo algoritmo MergeSort no pior caso. Assuma que n = 2”.. 


Resolva a relação de recorrência do Exercício 12. 


Estabeleça a comparação entre os algoritmos SelectionSort e MergeSort para os piores casos com n = 4, 
8, 16 e 32 (use uma calculadora). 


Nos Exercícios 15 a 18 demonstre que o trecho de programa em pseudocódigo está correto, provando que Q é 
uma invariante do loop, e calculando o seu valor quando o laço é encerrado. 


15. 


Função para calcular х? para x = 1. 
function Quadrado(x: inteiro positivo): integer; 
var 
Lj: integer; 
begin 
i:zl 


while (i < x) do 
begin 
j:=j + 2i+ 1; 
ii=i+ 1; 
end; 


{j agora tem o valor x? } 


Quadrado : = j; 
end; 
Qj =? 


* 16. Função para calcular x! para x = 1. 


function Fatorial(x: inteiro positivo): integer; 


var 

Lj: integer; 
begin 

jm Ds 


while (i 4 x + 1) do 
begin 
jg 
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{j agora tem o valor x!) 


Fatorial: = j; 
end; 
Qj- (@ 1)! 


17. Função para calcular х para x, y = 1. 


function Potência(x,y: inteiro positivo): integer; 


var 
ij: integer; 
begin 
ii 1; 
=x: 
while(i 4 y) do 
begin 
ji = јс 
i: i+ Ll 
end; 


{ j agora tem o valor x”) 
Potência : =j; 
end; 
Ој = х 
18. Procedimento para calcular о quociente д е o resto r quando x é dividido рогу, х > 0, у = 1. 
procedure Divide(x: inteiro não-negativo; y: inteiro positivo); 


var 
q, т. inteiros não-negativos; 


rix 
while (r > y) do 
begin 
q:-q* l; 
ri2r—y 
end; 
{д e r são agora quociente e resto) 
write('O quociente é 'g ,'e o resto é', г); 
end; 


Qx=g*y+r; 


Nos Exercícios 19 a 22 prove que o segmento de programa é correto encontrando e demonstrando a invariante 
do loop О apropriada e computando О ao fim do loop. 


19. Função para calcular x — y para x, y > 0. 


function Diferenca (x, y: inteiros n&o-negativos): integer; 


var 
ij: integer; 
begin 
1:=0; 
j:=x; 
while (i » y) do 
begin 
i=j- 1; 
i= icd 


end; 


*20. 


21. 


22. 
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{j agora tem o valor x — y} 
Diferença : = j; 
end; 
Função para calcular x , y" para n > 0. 
function Computacional (x, y: inteiros; n: inteiro não-negativo): integer; 
var 
ij: integer; 
begin 
i:=0; 


J:=x; 
while (i % n) do 


{j agora tem o valor x * y”) 
Computacional : 5j; 

end; 

Função para computar x * n/ para n = 1. 


function OutraFunção (x: integer; n: inteiro positivo): integer; 


var 
ij: integer; 
begin 
= 1; 
PES X; 
while (7 4 n) do 
begin 
j:=j*(i+ 1); 
= +1; 
end; 


U agora tem o valor x , n!) 
OutraFunção : = j; 
end; 


Função para calcular o valor do polinômio 


ах" + a, OU + + + ах + а, 


n-l 
para um dado valor de x. 
function Poli (a, . . ., ao, x: real): real; 


var 
ij: integer; 
begin 


і: =n; 


while (i = 0) do 


begin 
J3 =j жх + adir 
i:=i- l; 
end; 


{j agora tem o valor calculado da polinomial } 
Poli: = j; 
end; 
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Terminologia 


Avaliação 


23. Prove a correção da função iterativa da Seção 2.3 para calcular S(n) = 2”. 


Revisão do Capítulo 2 


algoritmo de busca binária 


algoritmo de busca seqüencial 


algoritmo selectionsort 
algoritmos dividir para 
conquistar 

base da indução 
cadeia binária 

cadeia vazia 
concatenação 
contra-exemplo 
contrapositiva 
correção parcial 
definição indutiva 
definição recursiva 
Fórmula de Backus Naur 
(BNF) 


hipótese indutiva 


índice do somatório 
indução completa 
indução forte 

indução fraca 
invariante de loop 
notação de somatório 
número racional 
palíndromo 

passo indutivo 
princípio da boa ordenação 
princípio da indução 
matemática 

prova direta 

prova por contradição 
prova por contraposição 
prova por exaustão 
raciocínio dedutivo 


raciocínio indutivo 

recíproca 

regra de inferência de loop 
relação de recorrência 

relação de recorrência com coefici- 
entes constantes 

relação de recorrência de primeira 
ordem 

relação de recorrência 
homogênea 

relação de recorrência linear 
sequência 

seqüéncia de Fibonacci 

solução de forma fechada 

solucáo de uma relagáo de recor- 
réncia 

suposição indutiva 


Sem consultar o capítulo, responda verdadeiro ou falso para as seguintes questóes. 


Secáo 2.1 


1. 


Um teorema nunca poderá ser demonstrado simplesmente, provando-se que é verdadeiro para um nú- 
mero finito de casos. 


2. A prova por contradição de P — Q é iniciada pela suposição de Pe O”. 

3. No enunciado do teorema "o dobro de um número ímpar é par”, subentendemos um quantificador exis- 
tencial. 

4. Para demonstrar o "teorema" "Se São Luís é a capital, então Maranhão é o estado”, é suficiente demons- 
trar que "se Maranhão é o estado, então São Luís é a capital”. 

5. Provar "A se, e somente se, B” requerer a prova de А — Bea prova de В — А. 

Secáo 2.2 

6. A indução é uma técnica de demonstração apropriada para provar resultados envolvendo todos os nú- 
meros inteiros positivos. 

7. А base da indução em uma demonstração indutiva requer que se prove que uma propriedade é válida 
paran = 1. 

8. Se a condição para que P(k + 1) seja verdadeira depender da veracidade de valores anteriores a P(K), 
então devemos usar a indução forte. 

9. O caminho para uma demonstração por indução fraca é verificar como o fato de P ser verdadeira no 
valor k+1 depende do fato de P ser verdadeira no valor k. 

10. A hipótese indutiva na demonstração por indução para a afirmação 

п(п + 1? 
ESEA a ) 
4 
é 
кэ RAD 
4 
Seção 2.3 
11. Uma segiiência definida por 


5(1)= 7 
S(n) = 3S(n - 1) + 2 paran z2 


contém o número 215. 
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12. Algoritmos recursivos são sempre nossas primeiras opções porque são mais eficientes que algoritmos 
iterativos. 

13. Aplicando um algoritmo de busca binária à lista 

2,5,7, 10, 14,20 

onde x = 8 é o item a ser procurado, x nunca será comparado com o valor 5. 

14. Uma solução de forma fechada para uma relação de recorrência é obtida pela aplicação de indução ma- 
temática à relação de recorrência. 

15. S(n) = 2S(n - 1) + 3S(n - 2) + 5n é uma relação de recorrência linear de primeira ordem com coefi- 
cientes constantes. 

Seção 2.4 

16. A análise de um algoritmo geralmente avalia a quantidade de trabalho demandada considerando o pior 
caso, pois é muito difícil se fazer a avaliação para o caso médio. 

17. Algoritmos do tipo dividir para conquistar nos leva a relações de recorrência que não são de primeira 
ordem. 

18. Uma invariante de laço permanece verdadeira até que o loop seja encerrado, ocasião em que ele se torna 
falso. 

19. A correção parcial de um laço em um programa significa que o laço comporta-se corretamente para al- 
guns valores de entrada e não para outros. 

20. O algoritmo de busca binária é mais eficiente que o algoritmo de busca sequencial em uma lista ordena- 


da com mais de três elementos. 


No Computador 


Para os Exercícios 1 a 10, escreva um programa de computador que produza o resultado desejado a partir dos 
dados de entrada. 


3 


. Entrada: Número n de termos em uma progressão geométrica (veja Exercício 17, Seção 2.2), o termo 


inicial a e a razão r. 
Saída: Soma dos primeiros n termos usando: 
a. iteração 
b. fórmula do Exercício 17, Seção 2.2 
Entrada: Número n de termos de uma progressão aritmética (veja Exercício 18, Seção 2.2), o termo inicial 
a e arazáo d. 
Saída: Soma dos primeiros n termos, usando: 
a. iteracáo 
b. fórmula do Exercício 18, Seção 2.2 
Entrada: Número n 


Saída: Soma dos n primeiros cubos, usando: 


7. 


a. iteração, usando apenas multiplicação e adição. Mostre, ao final, o número de multiplicações e adi- 
ções realizadas 

b. fórmula do Exercício 8, Seção 2.2, usando apenas multiplicação, adição e divisão. Mostre, ao final, o 
número de adições, multiplicações e divisões realizadas. 

Entrada: Nenhuma 

Saída: Tabela mostrando todo inteiro n, 8 = n = 100 como soma de 3s e 5s (veja Exemplo 18). 

Entrada: Cadeia Binária 

Saída: Mensagem indicando se a cadeia é um palíndromo (veja Prática 15). 

Algoritmo: Use recursão. 


. Entrada: Cadeia de caracteres x e um inteiro positivo n. 


Saída: Concatenação de n cópias de x. 

Algoritmo: Use recursão. 

(Algumas linguagens de programação fornecem rotinas internas para manipulação de strings, tais como 
a concatenação.) 

Entrada: Inteiro positivo n 


Saída: n-ésimo valor de seqüéncia de Fibonacci, usando: 


a. iteração 
b. recursão 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Introduza um contador em cada versão para indicar o número total de operações de adição utilizadas. 
Execute cada versão para vários valores de n e, em um gráfico simples, marque o número de adições 
como função de n para ambas as versões. 


Entrada". Dois inteiros positivos m e n 

Saída: mdc(m,n) máximo divisor comum de m e n. 

Algoritmo: mdc(m,n) é definido como o maior inteiro que divide ao mesmo tempo m e п. Suponha que 
m é menor do que n. Se m divide n entáo mdc(m,n) = m. Por outro lado, o algoritmo de Euclides afirma 
que o mdc(m,n) é igual ao maior divisor de m e o resto da divisão de n por т. Por isso, uma relação de 
recursáo é apropriada. 


Entrada: Lista não ordenada de 10 elementos 
Saída: Lista ordenada em ordem crescente 
Algoritmo: Use o algoritmo de seleção recursiva do Exemplo 28. 


Entrada: Lista ordenada de 10 inteiros e um inteiro x 
Saída: Mensagem indicando se x pertence à lista 


Algoritmo: Use o algoritmo de busca binária do Exemplo 29. 


A fórmula 3” < n! é verdadeira para todo n > N. Escreva um programa para determinar N e depois de- 
monstre o resultado por indução. 


A fórmula 2" > nº é verdadeira para t o dn = N.: r e v a um programa para determinar N e depois de- 
monstre o resultado por indução. 


Iz Е Й 4 А РИИ y Р 
O valor (1+ 45 )/2 conhecido como razão áurea é relacionado à seqüéncia de Fibonacci por: 


Е(п+1) 1-945 
M== => 
n F(n) 2 


Verifique este limite calculando F(n + 1YF(n) paran<=10, 15, 25, 50 e 100, e compare este resultado 
com a razáo áurea. 


14. Compare o trabalho realizado pelos algoritmos de busca binária e de busca seqüencial em uma lista or- 


denada de n entradas, pelo cálculo de n e 1 log para valores de n de 1 até 100. Apresente os resul- 
tados de forma gráfica. 


Conjuntos 
e 
Combinatória 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, o leitor estará apto a: 
Lidar com a notação de teoria de conjuntos 


Encontrar o conjunto das partes de um conjunto finito 


Encontrar a união, interseção, diferença, complemento e produto 
cartesiano de conjuntos 


Identificar operações binárias e unárias sobre conjuntos 


Usar uma de duas técnicas de demonstração de identidade de 
conjuntos 


Entender a representação de conjuntos em computadores e como 
são usados em linguagens de programação e na programação 
orientada a objeto 


Compreender que nem todos os conjuntos são enumeráveis 


Aplicar o Princípio da Multiplicação e o Princípio da Adição na 
solução de problemas de contagem 


Usar árvores de decisão para resolver problemas de contagem 


Usar o Princípio da Inclusão e Exclusão na determinação do número 
de elementos da união de conjuntos 


Usar o Princípio da Casa do Pombo para determinar quando certos 
eventos devem ocorrer 


Usar as fórmulas de permutação e combinação, com e sem 
repetições, de robjetos dentre um conjunto de n objetos distintos. 


98 Conjuntos e Combinatória 


Seção 3.1 


EXEMPLO 1 


* Encontrar o número de permutações distintas de n objetos que não 
sejam todos distintos 


* Usar o teorema binomial para expandir (a + b)" 


A teoria dos conjuntos é uma das balizas-mestras da Matemática. Mui- 
tos conceitos na Matemática e na Ciência da Computação podem ser 
convenientemente expressados na linguagem dos conjuntos. Podem ser 
realizadas operações em conjuntos a fim de gerar novos conjuntos. Apesar 
de muitos conjuntos de interesse para a Ciência da Computação serem 
finitos ou contáveis, existem conjuntos com tantos elementos que se torna 
impossível enumerá-los. А Teoria dos Conjuntos será discutida na Seção 3.1. 

Se um conjunto é finito, normalmente será interessante contar o 
número de elementos que contém. Isto pode não ser uma tarefa trivial. 
A Seção 3.2 fornece algumas regras básicas para a contagem de ele- 
mentos em um conjunto resultado de um evento. A contagem dos ele- 
mentos deste tipo de conjunto pode ser administrada através da quebra 
do evento em uma sequência de subeventos ou em eventos disjuntos 
que não tenham dependência entre si. Alguns princípios de contagem 
especializados são mostrados na Seção 3.3, enquanto que a Seção 3.4 
fornece fórmulas para a contagem do número de formas nas quais os 
objetos de um conjunto podem ser arranjados ou selecionados. 

A Seção 3.5 discute o teorema binomial, um resultado algébrico que 
também pode ser entendido como consequência das fórmulas de con- 
tagem. 


Conjuntos 


As definições são importantes em qualquer ciência, porque contribuem para uma comunicação precisa. 
No entanto, se procurarmos uma palavra no dicionário, veremos que sua definição é expressa em termos de 
outras palavras, que são definidas por outras palavras, e assim por diante. 

Portanto, precisamos ter um ponto de partida para nossas definições no qual os significados fiquem cla- 
ros; nosso ponto de partida nessa discussão será a idéia de um conjunto, um termo que não definiremos for- 
malmente. Ao invés disso, usaremos apenas a idéia intuitiva de que um conjunto é uma coleção não-ordenada 
de objetos. Normalmente todos os objetos em um conjunto gozam de uma mesma propriedade (além da de 
pertencer ao conjunto!); qualquer objeto que contenha a propriedade é um elemento do conjunto e qualquer 
objeto que não tem a propriedade não é um elemento. (Isto é consistente com nosso uso da palavra conjunto na 
Seção 2.3, onde falamos do conjunto das fórmulas bem-formuladas, o conjunto de todas as cadeias de símbo- 
los de um alfabeto finito, e do conjunto dos identificadores de uma linguagem de programação.) 


Notação 


Usamos letras maiúsculas para denotarem conjuntos e o símbolo € para denotar que um elemento pertence ao 
conjunto. Portanto, a € A significa que a é um elemento, ou membro, do conjunto A e b € A significa que o 
objeto b não é um elemento do conjunto A. Usamos chaves para indicar conjuntos. 


Se A = (violeta, mostarda, vermelho), então mostarda e A e púrpura ¢ A. . 


Como um conjunto é uma colegáo náo-ordenada de objetos, a ordem na qual os elementos sáo escritos 
não importa; portanto (violeta, mostarda, vermelho}, denota o mesmo conjunto que (mostarda, vermelho, vio- 
leta). Além disso, cada elemento de um conjunto é listado apenas uma vez; seria redundante listá-los mais do 
que uma única vez. 


PRÁTICA 1 


PRÁTICA 2 
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Dois conjuntos são iguais se contêm os mesmos elementos. (Em uma definição, "se" significa, na ver- 
dade, "se, e somente se”, portanto dois conjuntos são iguais se, e somente se, eles contêm os mesmos elemen- 
tos.) Usando a notação da lógica predicada, 


А = B significa (V)((xeA— хє В) (xeB— xeA)] 


Ao descrevermos um determinado conjunto, precisamos identificar seus elementos. Para conjuntos fini- 
tos, podemos fazé-lo apenas listando os elementos que contém, como o conjunto А do Exemplo 1. E, embora 
seja impossível listar todos os elementos de um conjunto infinito, para alguns deles é possível indicar um pa- 
dráo para a listagem indefinida. Podemos, portanto, escrever (2,4, 6,...) para expressar o conjunto $ de todos 
os inteiros positivos pares. (Apesar desta ser uma prática comum, existe sempre o risco do leitor não compreen- 
der o padrão que o escritor tinha em mente.) S pode ainda ser definido, definindo explicitamente um de seus 
elementos e, então, definindo os demais elementos de S em termos dos elementos já conhecidos. Por exemplo: 


1.2є 5 
2. Se n e S, então (n + 2) є 5 


Mas a forma mais clara de descrever este conjunto $ em particular é descrever a propriedade característica de 
seus elementos através de palavras e escrever 


5 = {х | x é inteiro positivo par) 


que é lido como "o conjunto de todos os x tal que x é inteiro positivo par”. 
As diversas formas pelas quais descreveremos um conjunto são, portanto 


1. listando (ou listando parcialmente) os elementos, 
2. usando recursão para descrever como gerar o conjunto de elementos, ou 
3. descrevendo uma propriedade P que caracterize o conjunto de elementos. 


Veremos mais adiante nesta seção que existem conjuntos para os quais a primeira abordagem não funciona; 
em geral, a segunda é difícil de ser usada. Normalmente acaba restando o terceiro método como melhor opção. 

A notação para um conjunto cujos elementos sejam caracterizados como tendo a propriedade Р é fx 
P(x)]. A propriedade P aqui é um predicado unário, termo este que foi apresentado no Cap. 1. Na verdade, а 
notação da lógica formal do Cap. 1 vem nos ajudar a tornar mais claro o que queremos dizer com a proprieda- 
de característica dos elementos de um conjunto: 


5 = {х | Р(х)} significa (Vol є 5 — Р(х) A (Р(х) — x € S)] 


Em palavras, todo elemento de $ tem a propriedade P e tudo o que tem a propriedade Р é um elemento de 5. 


Descreva cada um dos seguintes conjuntos, listando seus elementos. 
а. {x| xé um inteiroe3 « x = 7] 


b. (x| x é um més com exatamente 30 dias) 
c. {x| x é a capital do Brasil) . 


Descreva cada um dos seguintes conjuntos, fornecendo-lhes uma propriedade característica. 


a. (1,4,9, 16) 
b. {о açougueiro, o padeiro, o fabricante de velas) 
c. (2,3,5,7, 11, 13, 17, ...) e 


E conveniente dar nomes a alguns conjuntos-padrão a fim de referirmo-nos a eles mais facilmente. Usa- 
remos 


N = conjunto de todos os inteiros não-negativos (perceba que O e N) 
Z = conjunto de todos os inteiros 

Q = conjunto de todos os números racionais 

R = conjunto de todos os números reais 

€ = conjunto de todos os números complexos 
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EXEMPLO 2 


PRÁTICA 3 


PRÁTICA 4 


PRÁTICA 5 


EXEMPLO 3 


Algumas vezes também falaremos no conjunto sem qualquer elemento (o conjunto vazio ou conjunto nulo), 
denotado por @ ou (). 


Se S = (x|xeNex < 0), então S= ( ). . 
Suponhamos agora que o conjunto A é descrito como 
A = {x| (EQ € 10, 1,2) ex = y”) 
Como y não é uma variável livre, esta descrição continua na forma A = (x | P(x)). Os elementos de A podem 
ser encontrados fazendo com que y assuma cada um dos valores 0, 1 e 2, e entáo tomando a terceira poténcia 
desses valores. Logo A = (0, 1, 8}. Se seguirmos o mesmo processo com o conjunto B, 
В = {x|xe Ne (ING EN ex y) 
então, fazendo y = O temos x = 0; fazendo y = 1 temos x = О ou 1; fazendo y = 2 temos x = 0, 1 ou 2. Em 
outras palavras, В consiste em todos os inteiros não-negativos que são menores ou iguais a algum inteiro náo- 
negativo, o que quer dizer que В —N. Mas para o conjunto C, 


C= (x| x eN e (Vy)(y € N => x у)} 


obtemos C = {0} porque O é o único inteiro não-negativo que é menor ou igual a todo inteiro não-negativo. 


Descreva cada um dos conjuntos definidos abaixo. 
a А = (xixeNe(Vy(ye(2,3,4,5) > x = y) 
b. В = [x|(dy (32 € {1,2} eze {2,3}ex = y + 2) 
Relações entre Conjuntos 
Para A = [2, 3, 5, 12} e B 2 (2, 3,4, 5,9, 12}, todo elemento de A é também um elemento de B. Quando isto 
acontece, dizemos que A é um subconjunto de B. 
Complete a definição: A é um subconjunto de B se 
(VoxeA-> | ) Я 


Se А é um subconjunto de В, escrevemos,A C B. Ѕе.А C B mas A + B (existe pelo menos um elemento 
de В que não é elemento de A), então А é dito um subconjunto próprio de В е denotado por А С В. 


Use a notação da lógica formal para definir.A С В. . 


Seja 


A= (1,7,9, 15) 
В= {7,9} 
С= {7,9, 15,20} 


Então as seguintes sentenças (dentre outras) são todas verdadeiras: 


ВСС 15єС 
ВСА {7,9} СВ 
ВСА {7} СА 
ACC Occ 


Esta última sentença é verdadeira, porque a sentença (Vx)(x e  — x € C) é verdadeira, uma vez que x e Ø é 
sempre falsa. . 


PRÁTICA 6 


EXEMPLO 4 


PRÁTICA 7 


EXEMPLO 5 
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Seja 


(x|xeNexz 5) 
(10, 12, 16, 20] 
= {х |(3уу e Nex = 2у)} 


A 
B 
С 


Quais das seguintes sentenças são verdadeiras? 


a.BCC b.BCA 
cC ACC d.26e C 
e. (11,12,13) CA гп, 12, Bice 
Е {12} €B h. (12) € 
«(x[xeNex<20) Z B SCA 
E (2) CB LDe A Ы 


Suponha que В = {х | Р(х) | e que A C B. Como cada elemento de A também é um elemento de B e P é 
a propriedade que caracteriza todos os elementos de B, então todos os elementos de A também gozam da pro- 
priedade Р(х). Os elementos de A "herdam" a propriedade P. De fato, para provar que А C B, tomamos um x 
e A arbitrário e mostramos que Р(х) é verdadeira. Se A for um subconjunto próprio de В, os elementos de A 
terão, normalmente, alguma propriedade característica que nem todos os elementos de B têm. 


Seja 

В = {x | x é múltiplo de 4) 
e seja 

A = {x |x é múltiplo de 8) 
Então temos А С В. Para provar este resultado, seja x є А; perceba que x é um elemento de А completamente 
arbitrário. Precisamos mostrar que x satisfaz a propriedade característica de В; isto significa que precisamos 
mostrar que x é um múltiplo de 4. Como temos x e A, x satisfaz à propriedade característica de A; isto é, x é um 
múltiplo de 8 e, como tal, pode ser escrito na forma x = m * 8, para algum inteiro m. Esta equação pode ser 
escrita como x = m.2 .4 ou x= k4, onde К = 2m, de forma que К é também um inteiro. Isto mostra que x 
é um múltiplo de 4 e, portanto x e B. 


Existem números (como 12) que são múltiplos de 4, mas não são múltiplos de 8; portanto, A C B. Outra 
forma de descrever A é 


А = (xix = k: 4е ké um número par) 


Desta forma fica claro que os elementos de A herdam a propriedade característica de B — ser um múltiplo de 
4 —, mas há uma restrição adicional que torna A menos geral que B. . 


Seja 


A=(x|reRex – 4х +3 = 0} 


B-ixixeNel =х<4) 
Prove que 4 СВ. 
Sabemos que А e В são iguais se contêm os mesmos elementos. Podemos reescrever esta igualdade em 


termos de subconjuntos: A = B se, e somente se, A C B e В С A. Provar a inclusão em ambas as direções é a 
forma normal de estabelecer a igualdade entre dois conjuntos. 


Provaremos que (x| xeNex? < 15) = (x|xeNe2x « 7). 
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PRÁTICA 8 


PRÁTICA 9 


PRÁTICA 10 


Seja А = [x [(xeNex? < 15} eB = (x|xeNe2x < 7]. Para mostrar que А = B, mostraremos que A 
C BeB СА. Para A C B precisamos escolher um elemento arbitrário de A, isto é, qualquer número que 
satisfaça sua propriedade característica e mostrar que ele também satisfaz a propriedade característica de B. 
Seja x e A. Então x é um inteiro não-negativo que satisfaz a desigualdade х? < 15. Os inteiros não-negativos 
com quadrado menor que 15 são 0, 1, 2 e 3, portanto esses são os elementos de A. O dobro de cada um desses 
inteiros é um número menor que 7. Portanto, cada elemento de A é um elemento de B eA C B. 

Mostraremos agora que B C A. Qualquer elemento de B é um inteiro não-negativo cujo dobro é menor 
que 7. Esses números são 0, 1, 2 e 3, que têm, cada qual, um quadrado menor que 15. Portanto, B С A. . 


Conjuntos de Conjuntos 
Dado um conjunto S, podemos criar um novo conjunto cujos elementos sejam todos os subconjuntos de 5. 


Este novo conjunto é chamado de conjunto das partes de S, P(S}. P(S} conterá, pelo meno$7e o próprio S, 
uma vez que © C Se S C S são sempre verdade. 


Para A = [1, 2, 3), qual HAN 


Na Prática 8, A tem três elementos e P(A) tem oito elementos. Experimente achar P(S) para outros con- 
juntos S até que vocé seja capaz de responder ao problema da prática a seguir. 


Se S tem n elementos, então P(S) tem elementos. (Sua resposta funciona para п = 0 também?) . 


Existem diversas formas de mostrar que, para um conjunto $ com n elementos, P(S) tem 2" elementos. 
A prova a seguir se vale da indução. Para a base da indução, tomemos n = 0. O único conjunto com O elemen- 
tos é o Ø. O único subconjunto de Ø é ele próprio. Portanto, AZ) = {Ø}, um conjunto com 1 = 2 elemen- 
tos. Assumimos como verdadeiro que para qualquer conjunto com k elementos, o seu conjunto das partes tem 
2* elementos. 

Agora, tomemos 5 com k + 1 elementos e ponhamos um de seus elementos, digamos x, de lado. O con- 
junto que resta tem k elementos, cujo conjunto das partes, pela hipótese de indução, tem 2º elementos. Cada 
um desses elementos é também um elemento de P(S). Os únicos elementos d (8) и e não foram contados 
ainda sáo os que incluem o elemento x. Todos os subconjuntos que contém o elemento x podem ser encontra- 
dos tomando-se todos os subconjuntos que não contenham x e incluindo-lhes x. Ao todo, temos 2* subconjun- 
tos que não contêm x e 2º subconjuntos que contêm x. Ou 2* + 2º = 2. 2º = 2**! subconjuntos. Portanto, P(S) 
tem 2" * elementos. 

De forma análoga às tabelas-verdade da Seção 1.1 existe outra maneira de se mostrar que P(S) ttem 2" 
elementos, para um conjunto $ com n elementos. Lá nós tínhamos n símbolos proposicionais e mostramos que 
existem 2" combinações verdadeiro-falso dentre esses símbolos. Mas podemos pensar em cada combinação 
verdadeiro-falso como representando um subconjunto em particular, com V indicando a inclusão e F indican- 
do a não-inclusão de cada elemento de S no subconjunto. (Por exemplo, a linha da tabela-verdade onde todos 
os símbolos proposicionais valendo F correspondem ao conjunto vazio.) Portanto, o número de combinações 
verdadeiro-falso envolvendo n símbolos proposicionais é igual ao número de subconjuntos de um conjunto 
com п elementos; e ambos sáo 2". 


Operações Binárias e Unárias 


Um conjunto, por si só, não é objeto de muito interesse até que se faça algo com seus elementos. Por exemplo, 
podemos realizar diversas operações aritméticas sobre os elementos do conjunto Z. Podemos subtrair dois 
inteiros ou podemos tomar o simétrico de um inteiro. A subtração é uma operação binária em Z. Uma opera- 
ção binária atua sobre dois números e uma operação unária atua sobre um único número. Para vermos o que é 
usado em uma operação binária, daremos uma olhada mais detalhada na subtração. Para quaisquer dois intei- 
IOS x ey, x — y resultará em uma, e apenas uma resposta, e essa resposta será sempre um inteiro. Finalmente, 
a subtração é realizada sobre um par ordenado de números. Por exemplo, 7 — 5 não produz o mesmo resul- 
tado que 5 — 7. Um par ordenado é denotado por (x, y), onde x é o primeiro componente do par e y é o segundo. 
A ordem é importante em um par ordenado; portanto, os conjuntos (1, 2) e (2, 1) são iguais mas os pares 
ordenados (1, 2) e (2, 1) não o são. Você já deve estar familiarizado com os pares ordenados usados como 
coordenadas para localização de pontos no plano. O ponto (1, 2) é diferente do ponto (2, 1). Dois pares orde- 
nados (x, y) e (и, V) são iguais apenas quando x = u ey = v. 


Dado que (2x - y, x + y) = (7, - 1), ache x e y. . 


PRÁTICA 11 


EXEMPLO 6 


EXEMPLO 7 


EXEMPLO 8 


EXEMPLO 9 


EXEMPLO 10 


EXEMPLO 11 


EXEMPLO 12 
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Seja S = (3, 4). Liste todos os pares ordenados (x, y) de elementos de S. * 


Podemos generalizar essas propriedades da subtração de inteiros a fim de definir uma operação binária 
e no conjunto S. O símbolo ? representa uma operação qualquer; em qualquer discussão específica, ele será 
substituído pelo símbolo da operação apropriada, tal como o símbolo da subtração. 


Definição: Operação Binária 
o é uma operação binária sobre um conjunto $ se para qualquer par ordenado (x, y) de elementos de S, x 
o y existe, é único e é um elemento de 5. 


O fato do valor x » v existir e ser único é descrito ao dizer-se que a operação binária ? é bem-definida. A 
propriedade de que x ° y deve sempre pertencer a 5 é descrita ao dizer-se que S é fechado sob a operação °. 


A adição, subtração e multiplicação são todas operações binárias em Z. Por exemplo, quando realizamos a 
adição no par ordenado de inteiros (x, у), x + у existe, é único e é inteiro. ° 


As operações lógicas de conjunção, disjunção, implicação e equivalência são operações binárias no conjunto 
das wffs proposicionais. Se P e Q são wffs proposicionais, então P ^ О, P v О, P — Q e P © Q são wffs 
proposicionais únicas. . 


Uma ° candidata a uma operação pode não ser uma operação binária em um conjunto $ por três motivos: 


(1) Existem elementos x, y € $ рага os q u aï s$ p à o existe; (2) existem elementos $ ara os quais x ° y 
fornece mais de um resultado; ou (3) existem elementos.x, y є S para os quais x enáo pertence a 5. 


A divisão não é uma operação binária em Z porque x + O não existe. . 


Seja x > y definida em № por 


Isex = 5 
**Y 7 Josex = 5 


Então, pela primeira parte da definição de o, 5 © | = 1, mas, pela segunda parte, 5 » 1 = Q. Portanto, + não é 
bem-definida em ÑN. . 


A subtração não é uma operação binária em N porque N não é fechado sob a subtração. (Por exemplo, 1 — 10 


e N.) s 


Para que seja uma operação unária no conjunto S, é preciso que para qualquer x e $, x* exista, seja 
único e seja um elemento de S. Caso qualquer dessas condições não seja satisfeita, não teremos uma operação 
unária. 


Seja x* definida por x” = —x, de tal forma que xé о negativo de x. Então # é uma operação unária e ným as 
não em № porque № não é fechado sob #. * 


O conectivo lógico da negação é uma operação unária no conjunto das wffs proposicionais. Se P for uma wff 
proposicional, então P' será uma wff proposicional. . 


Com esses exemplos fica claro que para » (ou #) ser ou não uma operação binária (ou unária) não de- 
pende apenas de sua definição, mas também do conjunto em questão. 


Quais das seguintes operações não são binárias nem unárias nos conjuntos dados. Por que não? 


а.х°у =x + у; 5 = conjunto de todos os inteiros positivos 
b. xey =x = y; $ = conjunto de todos os números racionais positivos 
€xoy—-x5S-R 
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EXEMPLO 13 


EXEMPLO 14 


PRÁTICA 13 


EXEMPLO 15 


d. x° у = máximo entre x e y; 5 = № 
e. 3* = yx; S = conjunto de todos os números reais positivos 
f. x? = solução da equação (x* = x; 5 = C . 


Até agora todas nossas operações binárias foram descritas através de uma descrição ou uma equação. 
Suponha que 5 é um conjunto finito, 5 = (x;, x», ... x»). Então uma operação arbitrária e em S pode ser defi- 
nida por uma matriz, ou tabela, onde cada elemento i, j (linha i, coluna j) denota x; º x; 


Seja 5 = (2, 5, 9} e seja ° definida pela matriz 


o 2 5 9 
2 2 2 9 
5 5 9 2 
9 5 5 9 
Portanto, 2 ° 5 = 2 e 902 = 5, ° é uma operação binária em S. . 


Operacóes em Conjuntos 


A maioria das operações que vimos opera em números, mas também podemos realizar operações em conjun- 
tos. Dado um conjunto arbitrário S, podemos definir algumas operações binárias e unárias no conjunto (5). 
S, neste caso, é chamado o conjunto universo ou universo de discurso. O conjunto universo define o con- 
texto dos objetos em questáo. Se $ = Z, por exemplo, entáo todos seus subconjuntos conteráo apenas inteiros. 

Uma operação binária em 2S) precisa atuar em quaisquer dois subconjuntos de 5 para produzir um 
único subconjunto de S. Existem pelo menos duas maneiras naturais pelas quais isso pode acontecer. 


Seja S o conjunto de todos os estudantes da Universidade Selicon. Os elementos de (5) são, portanto, con- 
juntos de estudantes. Seja А o conjunto de graduandos em Ciência da Computação e seja В o conjunto de gra- 
duandos em Administração. Tanto A quanto B pertencem a (5). Um novo conjunto de estudantes pode ser 
definido como consistindo em todos os estudantes que sejam graduandos em Ciência da Computação ou Ad- 
ministração (ou ambos); este conjunto é chamado a união de A e B. Outro conjunto pode ser definido como 
sendo composto de todos que sejam graduandos em Ciência da Computação e também em Administração. 
Este conjunto (que pode ser vazio) é chamado a interseção de А e В. ° 


Definição: União de Conjuntos 
Seja A, B є P(S). A união de A e B, denotada por A U B, é {х | x€A oux e B). 


Seja A, Be 9S). Complete a seguinte definição: A interseção de A e B, denotada por A N B é [x | Ж }. 


А = {1 7,9} e B = {3, 5, 6, 10, 11}. Podemos considerar А е В como elementos де A(N). Então, 
АОВ = {1, 3, 5, 6,7, 9, 10, 11) eA B = (3,5). Tanto А U B quanto A N В são elementos de AN). Ф 


Podemos usar diagramas de Venn (cujo nome é dado em função do matemático inglês do século 19, 
John Venn) para visualizar as operações binárias de união e interseção. As áreas sombreadas nas Figs. 3.1 e 
3.2 ilustram os conjuntos que resultam da aplicação das operações binárias nos conjuntos dados. 
Definiremos uma operação unária em P(S). 


Definição: Complemento de um Conjunto 
Para um conjunto A є XS); o complemento de A, A” é (x ixese xe A). 
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AUB AAB 
Figura 3.1 Figura 3.2 
Ilustre A' em um diagrama de Venn. . 
Outra operação binária entre os conjuntos А e B é a diferença de conjuntos: A — B = (x|xeA ex é В}. 
Esta operação pode ser escrita como A — B = {х|хєА exe B')e, finalmente como A — B = A NB”. 
Ilustre A — B em um diagrama de Venn. . 


Dois conjuntos A e B tais que A ( B = @ são ditos disjuntos. Portanto, A — B e B — A, por exemplo, 
sáo conjuntos disjuntos. 


Sejam 
A = {х | x é um inteiro não-negativo par) 
В = {x| (Eyy e Мех = 2y + 1)) 
С = {x| (Ey) e Nex = 4y)) 


subconjuntos de N. Como B representa o conjunto dos números inteiros não-negativos ímpares, A e B são disjun- 


tos. Além disso, todo inteiro ou é par ou é ímpar, portanto, А U B = N. Esses dois fatos nos dizem, ainda, que 
A' = B. Todo múltiplo de 4 é um número par, portanto, C é um subconjunto de A, donde A U C = A. Cé, na 
verdade, um subconjunto próprio de A e A — С = {x| (Эу)(у є Мех = 4y + 2)). . 
Sejam 

A = (1,2,3,5,10] 

B= (2,4,7,8,9) 

С = {5, 8, 1 } 


subconjuntos de S = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). Encontre 
a. A UB 


b. A 6 
c. B1 (AU C) 


Produto Cartesiano 
Existe uma última operação que definiremos com base nos elementos de (5). 
Definição: Produto Cartesiano 


Sejam А e В subconjuntos de S. O produto cartesiano (produto cruzado) de А e В, denotado por4 X В 
é definido por 


АХВ = ((x y|xeAeyeB) 


Portanto, o produto Cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os pares ordenados cujas 
primeiras coordenadas pertençam a A e as segundas pertençam a B. O produto cruzado não é uma operação 
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PRÁTICA 17 


EXEMPLO 17 


binária em (5). Na verdade, ele opera em um par ordenado de membros de 2(S) e fornece um resultado único 
e o conjunto resultante não é, em geral, um subconjunto de S; isto é, não é um elemento de X5). A condição 
de fechamento para uma operação binária não é, portanto, satisfeita. 

Como estaremos, freqüentemente, interessados no produto cruzado de um conjunto com ele próprio, abre- 
viaremos A X A por A’; em geral, usaremos A" para denotar o conjunto de todas as n-uplas (x,X2 ..x,) de 
elementos de A. 


Sejam A = (1,2) e B= {3,4}. 


a. Encontre AX B. 
b. Encontre В X А. 
c. Encontre A’. 

d. Encontre A”. . 


Identidades de Conjuntos 


Existem diversas igualdades envolvendo as operações de união, interseção, diferença e complemento que são 
verdadeiras para todos os subconjuntos de um dado conjunto 5. Como elas são independentes dos subconjun- 
tos usados, essas igualdades são chamadas de identidades. Algumas dessas identidades básicas são mostradas 
a seguir. Os nomes e as formas dessas identidades são muito parecidos com as equivalências tautológicas da 
Seção 1.1 (verifique). Veremos no Cap. 7 que esta semelhança não é uma coincidência. 


Identidades de Conjuntos Básicas 


la AUB=BUA IbANB=BNA (propriedades comutativas) 
2а. (AU B)UC- 2b. (ANBNC= (propriedades associativas) 
AU(BU C) АП (ВПП С) 
За. AU(BN C) = 3b AN(BU O) = (propriedades distributivas) 
(A U B) '1 (A U C) (A Y B) U (АП €) 
4a. AUD=A 4b. ANS=A (propriedades de identidade) 
5а. АЧА’ =S 55. АПА’ =Ø (propriedades de complemento) 


(Perceba que a propriedade 2a nos permite escrever А U BU C sem a necessidade do uso de parênteses; 2b 
nos permite escrever А N B NC.) 


Vamos demonstrar a identidade 3a. Poderíamos desenhar diagramas de Уепп para cada lado da equação e ver 
que eles são iguais. No entanto, a identidade 3a é tida como válida para todos os subconjuntos 4, Be C, e 
qualquer figura que desenharmos não pode ser completamente geral. Portanto, se desenharmos А e В como 
disjuntos, seria um caso especial; mas se os desenhássemos com interseção não-vazia, não estaríamos consi- 
derando o caso em que А e В são disjuntos. Para não termos que desenhar uma figura para cada caso. vamos 
demonstrar a igualdade do conjunto através da inclusão em ambas as direções. Portanto, demonstraremos 


AU(BNOC(AUBN(AUC) 
e também que 
(AUBIN(AAUC)CAUVI(BNC) 


Para mostrar que A U (B ( C) C (A U B) N (А U С), tomaremos x como um elemento arbitrário de A U (В N 
C). Podemos proceder da seguinte maneira: 
xeAU(B(On С) э xeAouxe(B C) 
—xeAou(xeBexeC) 
э (xeAouxeB)e(xeAouxeC) | 
— xe(AU B)exe(AU C) 
— x €(A U B) Y (A U С) 


Para mostrar que (A U B) N (A U C) C A U (B N С), invertemos o argumento acima. * 
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Demonstre a identidade 4a. ° 
Uma vez que tenhamos provado as identidades dessa lista, podemos usá-las para demonstrar outras iden- 


А : SEE TES CA 2 
tidades de conjuntos, como quando usamos identidades algébricas como (x — y)? = х — 2xy + y” para rees- 
crever expressões algébricas. 


Podemos usar as identidades básicas de conjuntos para provar 
АО ВПС ППА’ uino nano»-g8 


para A, B e C quaisquer subconjuntos de 5. Na demonstração a seguir, os números à direita indicam as identi- 
dades usadas em cada passo. 


[A U (B à CO] n qA' U (8 à €] n BNC) 


= ([A U (B N COI AMA’ Uq«qanopnncy (2b) 

= (ВПС ЈА ПВ n o uA'pnoncy (1a duas vezes) 
-[(BneouunaA»)nincocyr (3a) 

-[Bneoudgndncocy (5b) 

=(BNON(BNO) (4a) 

-g (5b) i 


O dual para cada identidade de conjunto na nossa lista também aparece na lista. Os duais são obtidos 
substituindo-se U por N e trocando S por @. O dual da identidade no Exemplo 18 é 


[A N (B U CHU qA' (ВО С)) (BUCY) = 5 


que podemos demonstrar substituindo cada identidade básica de conjuntos usada na demonstração do Exem- 
plo 18 por sua dual. Como este método sempre funciona, sempre que tivermos demonstrado uma identidade 
de conjuntos usando as identidades básicas, teremos também demonstrado sua dual. 


a. Usando as identidades básicas de conjuntos, estabeleça a identidade 
[CNAUBJU[AUBNC]=AUB 


(A, B e C são quaisquer subconjuntos de S.) 
b. Indique a identidade dual que vocé sabe ser verdadeira. . 


Existem, portanto, duas formas de se demonstrar uma identidade de conjuntos: (1) estabelecer a inclu- 
são dos conjuntos em ambas as direções e (2) verificar a identidade (ou sua dual) através do uso de identidades 
já demonstradas. 


Conjuntos na Programacáo 
Linguagens de Programagáo e Conjuntos 


O conceito de conjuntos é um conceito útil e uma nogáo geral que figura como tipo de dados-padráo em algu- 
mas linguagens de programação, tais como Pascal e Modula-2. Nessas linguagens o conjunto universo $ pre- 
cisa ser especificado e então as variáveis que representam subconjuntos de S, isto é, elementos de 2(S), po- 
dem ser definidas. Existe um limite de tamanho para o conjunto universo de forma que os elementos de P(S) 
não podem ser arbitrariamente grandes; além disso, o conjunto universo precisa ser enumerável ou contável 
em uma determinada ordem, como uma seqüéncia. 

A declaração de tipo Pascal a seguir define o conjunto universo Alfabeto e como o conjunto de todos os carac- 
teres do teclado, tais como A, X, 7 e %. 


type 
Alfabeto = set of char; 


Agora, subconjuntos de Alfabeto podem ser definidos como variáveis no programa, através de declarações 
como 
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var 
Iniciais : Alfabeto; 
Letras : Alfabeto; 


e as atribuições a seguir seriam válidas para essas variáveis: 


Iniciais: = ['A' ..'F']; 
Letras := ['C ..'G']; 


onde os pontos indicam uma seqüéncia na ordem de enumeração que, neste caso, é a alfabética. (Em Pascal 
sáo usados colchetes no lugar de chaves para denotar os conjuntos.) 
Após a atribuição acima, Iniciais tem o valor (A, B, C, D, E, Е} e Letras tem o valor (C, D, E, F, С}. 
A ordem de enumeração é conveniente para a definição de quais são os elementos de um conjunto, mas 
como eles são conjuntos, a ordem dos elementos não é importante, e a atribuição 


Iniciais := ['B', 'A', 'D', 'F' E, 'С']; 


dá o mesmo valor a Iniciais que a atribuição anterior. Como um conjunto não é ordenado, não podemos refe- 
renciar elementos individuais do conjunto; portanto, não podemos dizer "o terceiro elemento" do conjunto 
Iniciais. е 


As expressões condicionais podem ser formadas pela comparação das variáveis do tipo conjunto А е В 
da seguinte maneira: 


Sintaxe de Programação Semântica (Significado) 
A=B A=B 
A<>B AFB 
A< =B ACB 
А> = В ВСА 


Finalmente, as operações de união, interseção e diferença são oferecidas pelos operadores +, * е —, 
respectivamente. O conteúdo de uma variável conjunto А pode ser construído dinamicamente durante a exe- 
cução do programa, iniciando-se 4 como um conjunto vazio, e então realizando uniões de A com conjuntos 
com um único elemento, a fim de incluir esses elementos em 4. 


PRÁTICA 20 Após as atribuições do Exemplo 19 a Iniciais e Letras, encontre os seguintes conjuntos: 


. Iniciais * Letras 

Iniciais — Letras 
Iniciais + Letras 
Letras + ['Q] + 


eo cs 


Uma linguagem de programação, chamada SETL (de set /anguage — linguagem de conjuntos), dá ênfa- 
se à manipulação de conjuntos para a realização de tarefas relacionadas à programação. A SETL inclui con- 
juntos e n-uplas como tipos de dados básicos. Além do conjunto usual de operações entre conjuntos, novos 
conjuntos podem ser formados a partir dos primeiros através do uso de tipos de descrições teóricas de conjun- 
tos que temos empregado nesta seção. 


EXEMPLO 20 Dado um conjunto S de inteiros, novos conjuntos podem ser criados em SETL por descrições semelhantes 
às seguintes: 


a. (xixin S|x <7} 
(o conjunto dos elementos de < que são menores que 7) 
b. ERA S} 
(o conjunto dos quadrados dos elementos de 5) 
c. (x | x in [1. .10] | exists y in $|х = ужу} 
(o conjunto de quadrados perfeitos dos elementos de 5 entre І e 10.) . 


Se o conjunto não for fornecido como um tipo de dados básico em uma linguagem de programação, 
então o programador pode implementar as idéias de conjuntos teóricos, implementando um tipo abstrato de 
dados para "conjuntos". Um tipo abstrato de dados é nada mais do que um modelo mental de uma colecáo de 


EXEMPLO 21 


EXEMPLO 22 


PRÁTICA 21 


EXEMPLO 23 
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itens relacionados, juntamente com as operações apropriadas a serem realizadas entre instâncias dessas cole- 
ções. Neste caso, o modelo mental é um conjunto, e as operações apropriadas são as operações entre conjun- 
tos, tais como a união, interseção e complemento. O programador deve usar as facilidades fornecidas pela lin- 
guagem para simular os conjuntos e as operações que não forem fornecidas. 

Uma forma comum de representação de conjuntos é através de um vetor, sendo cada elemento uma en- 
trada desse vetor. Isto limita o número de elementos do conjunto; isto é, o conjunto universo não pode exceder 
o tamanho do vetor. Isto também impõe uma ordem artificial aos elementos do conjunto. Operações de con- 
juntos, tais como a união е interseção, são realizadas através de manipulações do vetor. 


Suponha que o conjunto universo 5 seja 5 = (1, 2, 3, 4, 5). Então um vetor de cinco elementos comporta 
qualquer elemento de P(S}. O conjunto A = (1,4), por exemplo, pode ser representado pelo vetor 


1141 1 1] 


Apenas as duas primeiras entradas do vetor sáo itens válidos. Pode ser mantida uma variável separada que 
contenha um contador do número de entradas válidas. e 


Outra representação para conjuntos impõe uma ordem para o conjunto universo e então usa um vetor de 
bits, um vetor de Os e 15, para denotar quais elementos do conjunto universo estão presentes ou ausentes ao 
subconjunto. 


Usando a ordenação natural de $ do Exemplo 21, o subconjunto А = (1,4) poderia ser representado pelo 
vetor de bits 


A representação em vetores de bits torna as operações de conjuntos mais simples de serem implementadas. 
А união é realizada através do OU dos componentes de ambos os vetores, e a interseção é feita através do E. 


Encontre o vetor de bits que representa o complemento do conjunto do Exemplo 22. . 


Uma outra possibilidade é usar listas encadeadas para representar conjuntos. Uma lista encadeada é 
uma lista de dados com "ponteiros" que conectam cada item da lista ao seguinte. Um ponteiro nulo (um pon- 
teiro que aponta para lugar algum) marca o fim da lista. Algumas linguagens de programação, tais como Pas- 
cal, oferecem um tipo de dado de ponteiro; em outras linguagens, ponteiros precisam ser simulados usando os 
recursos da linguagem de programação. 

A representação através de uma lista encadeada apresenta a vantagem de não impor uma limitação a 
priori no tamanho do conjunto, mas continua a impor uma ordem em seus elementos. As operações entre os 
conjuntos são realizadas através de varredura, comparação, inserção e deleção nas listas encadeadas. 


O subconjunto А = {1,4} pode ser representado pela lista encadeada mostrada na figura abaixo, onde o 
ponto representa o ponteiro nulo. 


Er MES ER | 


Programação Orientada por Objeto 

A programação orientada por objeto baseia-se na idéia de um tipo abstrato de dados um pouco mais elaborado 
através da possibilidade de encapsulamento — a possibilidade de definir um tipo de dado junto com as operações 
apropriadas para manipulação de suas instâncias, tudo em um pacote com seção de código que todo o resto do 
programa não consegue acessar. Um tipo objeto de conjunto, SET, poderia ser definido e encapsulado juntamente 
com os procedimentos para achar o complemento de um conjunto ou a união е interseção de dois conjuntos. Va- 
riáveis (objetos) que forem instâncias do tipo objeto SET podem chamar esses procedimentos. 

Outra idéia que é importante na programação orientada por objeto é a herança. Uma vez o tipo-objeto 
tenha sido definido, pode-se criar um tipo-filho que "herde" todas as suas propriedades e operações e adicione 
propriedades ou operações locais especializadas conforme a necessidade. Desta forma, o código que já estava 
testado no tipo-pai é um código reutilizável. Isto reduz a quantidade de código que precisa ser escrito (e tes- 
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EXEMPLO 24 


tado). O importante é que o tipo-filho é essencialmente um subconjunto do tipo-pai. Lembremos que se A é 
um subconjunto próprio de Ве B = (x | P(x)], então todos os elementos de A herdam a propriedade de P além 
de possuírem alguma propriedade local. 


A definição a seguir define um tipo-objeto chamado Solido que tem um certo atributo ou propriedade chama- 
da Volume. 


type 
Solido = object 
Volume : integer; 
end; 


Agora podemos definir um tipo-filho chamado Cilindro que herde a propriedade de volume, mas tem a propri- 
edade local própria, Raio. 


type 
Cilindro = object (Solido) 
Raio : integer; 
end; 


Qualquer variável declarada como Cilindro terá tanto o campo Volume, herdado do tipo-Solido, quanto o campo 
Raio. Na notação teórica de conjuntos desta seção, poderíamos dizer que 


Solido = (x: Volume (x) é definido | 


Cilindro C Solido 


onde 


Cilindro = (x | Volume (x) € definido e Raio (x) é definido) 


Conjuntos Contáveis e Incontáveis 


Em um conjunto finito 5, podemos sempre designar um elemento como o primeiro, sz, outro elemento corno o 
segundo, s, e assim por diante. Se houver k elementos no conjunto, esses elementos podem ser listados na 
ordem que selecionarmos: 


$5 $3, $ 


Esta lista representa todo o conjunto. 
Se o conjunto for infinito, pode ser que ainda sejamos capazes de selecionar um primeiro elemento $, 
um segundo elemento sz e assim por diante, de forma que a lista 


ERR: o RD 


representa todos os elementos do conjunto. Este tipo de conjunto é dito denumerável.* Tanto os con- 
juntos finitos quanto os denumeráveis são conjuntos contáveis, porque podemos contar, ou enumerar, 
todos os seus elementos. Ser contável não significa que podemos dizer o número total de elementos no 
conjunto, mas que podemos dizer "Eis o primeiro elemento", "Eis o segundo" e assim por diante, atra- 
vés de todos os elementos do conjunto. Existem, no entanto, conjuntos infinitos que são não-contáveis. 
Em um conjunto não-contável, não há maneira de contar os elementos e obter todo o conjunto no pro- 
cesso. Antes de provarmos que existem conjuntos não-contáveis, vejamos alguns conjuntos denumeráveis 
(conjuntos infinitos e contáveis). 


* Apesar da palavra denumerable não constar do vocabulário da língua portuguesa, tomamos a liberdade de lançar mão deste neologismo 
uma vez que não é uma palavra corriqueira no inglês (denumerable) e que contém o mesmo radical de enumerável. (N. do T.) 


EXEMPLO 25 
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O conjunto N é denumerável. 


Para provar que um conjunto é denumerável, precisamos apenas exibir um esquema de contagem. Para 
o conjunto N dos inteiros não-negativos, é claro que 


0, 1,2,3, ... 
é uma enumeração que inclui, em algum momento, qualquer elemento do conjunto. . 
Prove que o conjunto dos inteiros positivos pares é denumerável. . 


O conjunto (D* dos números racionais positivos é denumerável. 


Assumimos que cada número racional positivo é escrito como uma fragáo de inteiros positivos. Pode- 
mos escrever todas essas frações como as que têm numerador 1 em uma linha, as que têm numerador 2 na 
segunda linha, e assim por diante: 


л 12 13 14 15 co 
21 2/2 2/3 2/4 2/5 co 
31 32 3/3 3/4 3/5 «e 
4/1 4/2 4/3 4/4 415 + 


Para mostrar que o conjunto de todas as frações nesta matriz é denumerável, devemos tragar uma seta que 
passe por toda a matriz, começando no 1/1; e, em seguida, fornecendo uma enumeração de todo o conjunto. 
Portanto, a fração 1/3 é o quarto elemento desta enumeração: 


3/5 3/4 3/5 
42 4/3 4/4 4/5 


Assim, o conjunto representado pela matriz é denumerável. 

Para obter uma enumeração de Q *, usamos a enumeração do conjunto acima, mas eliminamos as fra- 
ções que não estejam em sua forma mais simples. Isto evita o problema de listar 1/2 e 2/4, por exemplo, que 
representam o mesmo número racional positivo. A enumeração de Q * começa, portanto, com 


1/1,2/1, 1/2, 1/3,3/1,4/1, ... 


Por exemplo, eliminamos 2/2 que se reduz a 1/1. Ы 


Qual а 11.* fração na enumeração acima? Qual o 11. racional positivo? . 


Veremos agora que existe um conjunto infinito que não é denumerável. A técnica de demonstração apro- 
priada para mostrar que o conjunto A náo tem a propriedade B é assumir que A tem a propriedade B, e buscar 
uma contradigáo. A prova abaixo é uma prova muito famosa conhecida como o método de diagonalizacáo de 


Cantor em homenagem a Georg Cantor, matemático alemáo do século 19, conhecido como "pai da teoria dos 
conjuntos”. 


Mostraremos que o conjunto de todos os números reais entre Oe 1 é náo-contável. Escreveremos esses 
números em sua forma decimal, uma vez que qualquer número do conjunto possa ser escrito como 


0.d;d»d;... 
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Um número como 0.24999999 ... pode ser reescrito em sua forma alternativa como 0.2500000 ... A fim de 
evitar escrever o mesmo elemento duas vezes, optaremos (arbitrariamente) por usar a primeira representação, 
e não a última. Agora vamos assumir que nosso conjunto é contável. Portanto, existe alguma enumeração do 
conjunto. Podemos descrever uma enumeração do conjunto como a seguir, dj; é aj-ésima casa decimal do i- 
ésimo número da enumeração: 


Agora construímos um número real р = O.p;pop; ... da seguinte maneira: p; é sempre escolhido como 5 se di; 
+ 5 e 6 se di; = 5. Portanto, p é um número real entre 0 e 1. Por exemplo, se a enumeração começar por 


0.342134... 
0.257001... 
0.546122... 
0.716525... 


então dj; = 3, 422 = 5, 433 = 6 € 444 = 5, portanto, p; = 5, p2 = 6, p3 = 5 е p4 = 6. Assim, p começa por 0.5656 ... 

Se compararmos р com a enumeração do conjunto, р é diferente do primeiro número na primeira casa 
decimal, do segundo número na segunda casa decimal, do terceiro na terceira casa decimal, e assim por diante. 
Portanto, p não é igual a qualquer elemento na enumeração. Além disso, como p não contém Os à direita do 
ponto decimal, ele não é a representação alternativa de qualquer número na enumeração. Portanto p é um nú- 
mero real entre Oe 1 diferente de qualquer outro número na enumeração, mas a enumeração é suposta a incluir 
todos os elementos do conjunto. Temos aqui, portanto, uma contradição e o conjunto de todos os números 
reais entre Ое 1 é não-contável. (Por que esta prova é chamada de "método da diagonalizagáo"?) . 


Apesar de ser interessante e talvez surpreendente saber que existem conjuntos que náo sáo contáveis, 
normalmente estaremos interessados nos conjuntos contáveis. Um computador, por via de regra, pode gerir 
apenas conjuntos finitos. No restante deste capítulo, nós também nos limitaremos aos conjuntos finitos e ás 
várias maneiras de contar seus elementos. 


Revisáo da Secáo 3.1 
Técnicas 


* Descrever os conjuntos por uma lista de elementos e por uma propriedade característica 


* Provar que um conjunto é um subconjunto de outro 
* Achar o conjunto das partes de um conjunto 
* Verificar se as propriedades para uma operação binária ou unária são satisfeitas 


* Formar novos conjuntos tomando a união, interseção, complemento e produto cartesiano dos conjuntos 


* Provar identidades de conjuntos mostrando a inclusão de conjuntos em ambas as direções ou usando 
as identidades básicas 


* Representar conjuntos nas formas de vetores, vetores de bits e listas encadeadas 
* Demonstrar a denumerabilidade de certos conjuntos 


* Usar o método de diagonalização de Cantor para provar que alguns conjuntos são não-contáveis. 
Idéias Principais 


Conjuntos são coleções não-ordenadas de objetos que podem ser relacionados (conjuntos iguais, subconjun- 
tos etc.) ou combinados (união, interseção etc). 

Conjuntos-padráo têm suas próprias notações. 

O conjunto das partes de um conjunto com n elementos tem 2” elementos. 
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Existem identidades básicas (em pares duais) e elas podem ser usadas para provarem identidades de conjun- 
tos; uma vez que uma identidade seja provada desta maneira, sua dual também será válida. 

Os conjuntos podem ser fornecidos como tipos de dados-padrão em linguagens de programação, e um tipo 
abstrato de dados para representar conjuntos pode ser implementado de diversas formas. 

A noção da programação orientada a objeto de herança é uma conseqüéncia do conceito de subconjunto. 
Conjuntos contáveis podem ser enumerados e existem conjuntos não-contáveis. 


Exercícios 3.1 


*l. Seja 5 = (2, 5, 17, 27). Quais da sentenças a seguir são verdadeiras? 


а.5є5 b.2+5es с. Oes 
2. Seja B = (x|xeQ e —1 « x < 2). Quais das sentenças a seguir são verdadeiras? 
а.0єВ b.—1eB с. —0.84 є B d. V2 єв 
3. Quantos conjuntos diferentes são descritos abaixo? Quais são eles? 
{2,3,4} 2) 
(x | x é a primeira letra de céu, boi ou açude) {x | x é a primeira letra de céu, boi e açude) 
lx[xeNe2=x=<4) (2,a,3,b,4,c) 
(a, b, e) {3,4,2} 


x4. Descreva cada um dos conjuntos a seguir, listando seus elementos: 
a. [x|xeNex < 25} 
b. (x|xeNexépare2«x« 11} 
c. (x | x é um dos três primeiros presidentes do Brasil) 
а. (x|xeRexi = -1) 
e. {x | x é um dos estados da região Nordeste do Brasil) 
f. (x|xeZe|x|«4) ( x | denota a função do valor absoluto) 


5. Descreva cada um dos conjuntos abaixo, listando seus elementos: 
a.(x|xeNex — 5х +6 = 0} 
b.(x|ixeRex = 7) 
с. (x|xeNex – 2x- 8 = 0} 


6. Descreva cada um dos conjuntos abaixo, apresentando uma propriedade característica: 
a. (1,2,3,4,5) 
b. (1,3,5,6,9, 11, ...] 
c. (Sarney, Collor, Itamar] 
d. (0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, ...) 


7. Descreva cada um dos conjuntos a seguir: 
a. (x | x e N e (Igkge (2. 3] ex = 29) 
b. (х хє Ne (íINEDO є (0,1) eze(3,4) ey «x « 2)} 
c. {х [xe Ne (Му)(у par > x * y)) 


*8. Dada a descrição de um conjunto А como A = (2,4, 8, ... }, você acha que 16 e Al 


9. Sejam 
A={xixeNel<x< 50} 
В = {xixeRel<x< 50} 
C=(x|xeZe|x|=25) 


Quais das sentenças a seguir são verdadeiras? 


а.АСВ b.17€A c.ACC 
d.-40eC e. 13 eB f.(0,1,2) CA 
g. eB h. (x|[xeZex > 625} СС 

10. Sejam 
R=(1,3,7,4.1,9,10)  $-((1,3,9,10] 
T = (1,3, т) U= {{1,3, 7}, 1] 
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11. 


* 12. 


13. 


14. 


16. 
17. 
18. 
x19. 
20. 
21. 
22. 
x23. 
24. 
25. 
"26. 


27. 


Quais das sentenças a seguir são verdadeiras? Justifique as que não forem. 


ха SCR xb.1eR жс. 1є 5 
ха. ICU же. (1) CT xf.(1] CS 
gTCR h. (1) eS ics 
jTcU k.TeU LTER 
m.TCR n. $C (1,3,9, 10] 
Seja 
А = {х|хєВех — 4x 3« 0) 
e 
B=(xlxeRe0<x< 6) 
prove que A С B. 
Seja 
A = |(х, yl y) está a três unidades do ponto (1, 4)) 
e 


В = {(х, у)| (х — D + (y — 4) < 25) 
Ргоуе дие АС В. 


O programa QUAD encontra e imprime soluções de equações quadráticas da forma ax” + bx + c = 0. О 
programa PAR lista todos os inteiros de — 2n a 2n. Seja О o conjunto dos valores de saída de О, e Eo 
conjunto dos valores de saída de PAR. 

a. Mostre que paraa = 1, Б = -2, с = -24еп = 50, ОС Е. 

b. Mostre que para os mesmos valores de a, b e c, mas рага n valendo 2, О Y E. 


Seja A = (x | cos (112) = 0) e B = {х | sen x = 0}. Prove que 4 C B. 
. Quais das sentenças a seguir são verdadeiras para todos os conjuntos A, B e C? 

xa. SeA C Be B C A, então A = B. xb. {О} =@ 

xc. (13) = 10) xd. (2 e (2) 

же. DC A xf. Ø є А 
g 115) = (15) h.SeACBeBCC entñoA CC 
i. Se A * Ве B + CentáoA = С. j. SeAeBeB g С, entáoA e C. 

Prove que se A C Be B C C, entáo A С C. 


Prove que se A’ C B’ então B C A. 

Encontre (5) рага 5 = (a, b]. 

Encontre P(S) para 5 = (1, 2, 3, 4). Quantos elementos você espera que este conjunto tenha? 
Encontre (5) para 5 = (19). 

Encontre XS) рага 5 = ( (2), (2, 10H). 

Encontre 2(9(S)) para S = (a, b]. 

О que pode ser dito sobre A se PA) = (2, (x), (y). (x, у}}? 
O que pode ser dito sobre A se P(A) = {Ø, ta), ((a)]? 
Prove que se А C B, então HA) С 9XB). 

Prove que se P(A) = P(B), então A = B. 

Resolva para x e y. 


а. y, x + 2) = (5, 3) 
b.(2xy) = (16,7) 


28. 


29. 


30. 


31. 


*32. 
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с. (2x -yx + у) = (-2, 5) 


a. Lembre-se de que pares ordenados precisam ter a propriedade (x, у) = (и, v) se, e somente se, x = и 
e у = v. Prove que [(x], {х, у}} = и}, {и, v)) se, e somente se, x = u e y = v. Portanto, apesar de 
sabermos que (x, у) (x, y}, podemos definir о par ordenado (x, у) como o conjunto { {x}, (x, у}. 

b. Mostre através de um exemplo que nào podemos definir a tripla ordenada (x, у, z) como o conjunto 


{{х}, be yb Gs y 23). 


Quais das operações a seguir são binárias ou unárias nos conjuntos dados? Para as que não foram, justi- 
fique sua resposta. 

*a.xoy=x+1359=N 

*xb.xoy=x+y-1,S5=N 


х—1 sexéímpar 
*C.X9y- $-Z 


x se x é par 
dx =IngS=R 
ex” = 1 S=2 
fo 123 S=(1,2,3] 
1i 12 3 
2 234 
3 3 4 5 


g- хоу = a fração, x ou y com o menor denominador; $ = conjunto de todas as frações 
h. хе y = a pessoa, x ou y, cujo nome aparece primeiro em ordem alfabética; 5 = conjunto de 10 pessoas 
com nomes diferentes 


lx se x é positivo 
ixov- | 
l/(—x) sexénegativo 


j. х°у = xy (concatenação); $ = conjunto de todas as cadeias de símbolos do conjunto tp, q. r} de ta- 
manho finito. 


Quantas operações binárias diferentes podem ser definidas em um conjunto com n elementos? (Dica: 
imagine o preenchimento de uma tabela.) 


Nós temos escrito as operações binárias através da notação infíxa, onde os símbolos da operação apare- 
cem entre os operandos, como em A + B. A avaliação de uma operação aritmética complexa é mais efi- 
ciente se a operação for escrita na notação posfixa, onde o símbolo da operação aparece após os operan- 
dos, como em A В +. Muitos compiladores mudam as expressões dos programas da forma infixa para a 
forma posfixa. Uma forma de produzir uma expressão posfixa a partir de uma expressão infixa é escre- 
ver a operação infixa com todos os parênteses possíveis e mover cada operador a fim de que substitua 
seu "fecha-parénteses" e eliminar todos os "abre-parénteses". (Não há necessidade de parênteses na no- 
tação posfixa.) Portanto, 


AFB+C 
fica, quando escrita com todos os parénteses, 
((A * B) + С) 
e sua notação posfixa é 
AB*C+ 


Reescreva cada uma das expressões a seguir na notação posfixa: 
а. (А + B) * (C - D) b. A ** B - C * D (** denota exponenciagáo) 
СА * C + B/(C + D* B) 


Avalie expressões posfixas a seguir (veja Exercício 31): 
а.24*5 + 

b.51+2/1- 

c.34+51-* 
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33. Sejam 
А = {p,q r, s} 
B= fr, t, v} 
C= {р, s, t u} 


subconjuntos de S = /p, q, r, 5, t, u, у, w}. Encontre 


a BNC b. AUC 
c. C' d.An Bn c 
eB-C f. (A U B)' 
gAXB h.(AU B) C 


34. Sejam 
A = (2,4,5,6,8] 
В = {1,4,5,9} 
С={х|хєе2<х<5} 


subconjuntos de S = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Encontre: 


xa. A U B *xb.A N B *.ANC 
d.BUC eA-—B f.A' 
g ANA! xh. (A MB) ic-B 
(CNBUA k. (B — А) N (A — B) L (C' U By 
m. B X C 
35. 
А = {x| x é o nome de um presidente anterior do Brasil) 
B = (Jânio, Geisel, Figueiredo) 
С = {x| x é nome de um estado) 
Encontre: 
aANB 
bANC 
c. Bnc 
36. Sejam 


A = {x| x é uma palavra que aparece antes de cão no dicionário da língua portuguesa) 
B = fx|x é uma palavra que aparece depois de bem-te-vi no dicionário da língua portuguesa) 
C = {x| x é uma palavra com mais de quatro letras) 


Quais das sentenças a seguir são verdadeiras? 


a.BCC 
b. AU B = (x |x é uma palavra que aparece no dicionário da língua portuguesa] 
с. gato €e B N C' 


d. bambu € A — B 
x37. Considere os seguintes subconjuntos de Z: 


= (х Эуҳує Деу 4ех = 3у)) 
В = {х |(Эу)(у є ex = 2у)} 
С = ix|xeZ e|x| € 10] 


Usando as operações de conjuntos, descreva cada um dos seguintes conjuntos em termos de A, B e C: 
a. conjunto de todos os inteiros ímpares 

b. (-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8, 10) 

clxiIybpeZey=2ex=6)) 

а. {—9, –7, -5, -3, –1, 1, 3, 5,7,9) 

е. (х |(Эу)(ує Деу 2 5ех = 2y + DIU ix|(GyXyeZeysz —5ex-2y—10)] 


38. Sejam 


39. 


40. 


41. 


42. 


x43. 


48. 
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A-ix|xeRel«xzx3] 
В = {x|xeRe2 sxs 5) 


Usando operações de conjuntos, descreva cada um dos conjuntos mostrados abaixo em termos de A e В 


A a: O SS O b. -— ———-34-———9——$——34———- 


Quais das sentenças a seguir são verdadeiras para quaisquer conjuntos A, Be CI 


xa.AUA=A bBNnB=B 

xc. (А П B =A'NB' d. (A)! = A 

же. А – B=(B-AY Ё. (А В) П (B-A = @ 
g.If A1 B = Ø епідо ACB.  h.BXA-AXB 

О хА = @ ого} =d 


K.(A-BJU(B-O)=A-C і. (А - СП (А – В) = А – (ВОО) 


Para cada uma das sentenças a seguir, encontre as condições gerais para os conjuntos Ас В para tornar 
a sentença verdadeira: 


xa. AUB=A bANB=A cAUD=g 
d.B-A-( e AUBCANB 

Prove que 

(ANB)CA 


onde A e B sáo conjuntos arbitrários. 
Prove que 
AC(AUB) 


onde A e B sáo conjuntos arbitrários. 


Prove que P(A) N 9B) = PA П B), onde A е В são conjuntos arbitrários. 


. Prove que P(A) U В) C HA U B), onde A e B são conjuntos arbitrários. 
. Prove que se А U B = A — B, então B = Ø. (Dica: Faça uma demonstração por contradição.) 


. Prove que se (А — B) U (B — A) = AU B, então A N B = Ø. (Dica: faça uma demonstração por 


contradicáo.) 


. Uma operação binária em conjuntos chamada diferença simétrica é definida como A © B = (A — B)U 


(B — A). 

a. Desenhe um diagrama de Venn para ilustrar A @ B. 

b. Para A = (3, 5, 7,9] e B = (2, 3, 4, 5, 6), ache A CD B. 

c. Prove que А CD B = (А UB) — (A N B) para А e B arbitrários. 

d. Para um conjunto A arbitrário, ache A Ф A. Ache Ø (D A. 

e. Prove que A © B = B @® A para conjuntos arbitrários А e B. 

f. Para quaisquer conjuntos A, B e C demonstre que (A B) C = А @ (B © C). 


Quais das sentenças a seguir são verdadeiras para quaisquer conjuntos A, B e C? 
a.AU(BX C) = (АОС Хх (АЧС) 

Ъ.АХ (ВПС) = (AX В) П (А х C) 

сАх@=@ 
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49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


d. HA) x PA) = PA?) 
e. AX(BXC)=(AXB)XC 


Verifique as identidades básicas de conjuntos da р. 106 demonstrando a inclusão em ambas as direções. 
(Já mostramos a 3.º e 4.º) 


A e B sáo subconjuntos de S. Demonstre as seguintes identidades mostrando a inclusáo em ambas as 
direções: 
a.(AUB)'— A''YB' 
b.(ADQ BY = A'UB' 
c.AU(BNA)=A d(ANBYUB=A'UB 
e(ANBU(ANB)=A f. [AN (ВО OF = А' О (В' NC) 


| Leis de De Morgan 


a.A,Be С são subconjuntos de S. Demonstre as seguintes identidades usando as identidades básicas de 
conjuntos apresentadas nesta seção: 
*I(AUBN(AUB)=A 
2MANONBIJULANONBDUIANO = 5 
З (АОС ПКА ПВ) ОС ПВ) = АПВ 
b. Indique о dual de cada uma das identidades acima. 


A, Be C são subconjuntos de S. Demonstre as seguintes identidades de conjuntos, quer seja mostrando 
a inclusão em ambas as direções ou usando as identidades previamente demonstradas, incluindo as do 
Exercício 50. 

жа. (A'Y =A 

«bAN(BUA)=BNA 

cAUB)-C=(A-OQU(B-C) 

d.(A-B)-C=(A-C)-B 

e MA ОВ) ПА] SA 


A operação de união de conjuntos pode ser definida como uma operação n-ária para qualquer inteiro 
n=2, 


a. Forneça uma demonstração semelhante à da união de dois conjuntos para 
А, UA U... UA, 


b. Forneça uma definição recursiva para A, U A, О... U A, 


Usando a definição recursiva da união de conjuntos do Exercício 53(b), demonstre a propriedade asso- 
ciativa generalizada da união de conjuntos, que é válida para qualquer n com n = 3 e qualquer p com 
1Izpzn-l, 


(А.О... U ADU Ap О... ЧА) = АО... UA, 
А operação de interseção de conjuntos pode ser definida сото uma operação n-ária para qualquer intei- 


ron 2 2. 
a. Forneça uma definição semelhante à da interseção de dois conjuntos para 


A ПА, П... QA, 
b. Forneça uma definição recursiva рага А, ПА. П... D A, 

Usando a definição recursiva da interseção de conjuntos do Exercício 55 (b), demonstre a propriedade 
associativa generalizada da interseção de conjuntos, que é válida para qualquer n com n = 3 e qualquer 
pcom! = реп 1, 


(A, C ТАА, MUA) = A MNA, 


Para Aj. A5.A, eB subconjuntos de S, demonstre as seguintes identidades, onde л = 2. (Veja Exer- 
cícios 53 e 55.) 


58. 


59. 


60. 


61. 


*62. 
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xa. ВО(А ПА. П... ПА,) = (ВОА) Г\(В\) А) П...  (BUA; 
Б. ВП (А, ОА, О... ОА,) = (В ПА) (ВГ А) О... О(ВПА,) 


Рага A, Az; ..., A, subconjuntos de 5, demonstre as seguintes identidades, onde n = 2. (Veja Exercícios 
50, 53 e 55.) 


{| 


а. (А, ША, lU UA SANAN.. NA, 
Ь.(А ПА, П... ПА) = А, О AU... U А, 


As operações de união e interseção de conjuntos podem ser estendidas a fim de que se apliquem a uma 
família infinita de conjuntos. Podemos descrever essa família como a coleção de todos os conjuntos A,, 
onde i assume quaisquer valores do conjunto fixo /. Neste caso, / é chamado de conjunto índice da 
família. A união da família, U,., A,, é definida por U,,, А, = [x|x é elemento de algum A,]. A interseção 


ief i 

da família, (,., A, é definida por N,., А, = (x | x é elemento de todos os A,]. 

a. Seja 7 = (1,2, 3, ...] e para cada i € J, seja A,o conjunto dos números reais no intervalo (— 1/i, 1/i). 
Encontre U,., A, е Na 4,? 

b. Seja/ = (1,2, 3, ...] e para ie Z, seja A, o conjunto dos números reais no intervalo [— 177, 1/:]. Encon- 


tre Uie A; ?e @ A;? 


De acordo com nosso uso da palavra conjunto, se A é um subconjunto do conjunto universo S, então 
qualquer elemento de 5 ou pertence ou não pertence a А. Em outras palavras, a probabilidade de um 
elemento x de S pertencer a A é 1 (quando x é um elemento de 4) ou O (quando x não é um elemento de 
A). A é um conjunto fuzzy se todo x e 5 tem a probabilidade p, O = p = 1, de ser um elemento de A. A 
probabilidade p associada a x é uma estimativa da possibilidade de que x possa pertencer a À quando a 
composição de A é desconhecida. Operações de conjunto podem ser realizadas em conjuntos fuzzy da 
seguinte maneira: Se o elemento x tem a probabilidade p, de pertencer a A e a probabilidade p, de per- 
tencer a В, então a probabilidade de x ser um elemento de А U B, A (1 Be A' é, respectivamente, p, + p; 
= р PoP Mel р 

Seja $ um conjunto de possíveis agentes causadores de doenças. 5 = {genética, vírus, nutrição, 
bactéria, ambiente). Os conjuntos fuzzy AIDS e mal de ALZHEIMERS são definidos como AIDS = 
(genética, .2; vírus, .8; nutrição, .1; bactéria, .4; ambiente, .3) e ALZHEIMERS = (genética, .7; vírus, 
4; nutrição, .3; bactéria, .3; ambiente .4]. 
a. Encontre o conjunto fuzzy AIDS U ALZHEIMERS. 
b. Encontre o conjunto fuzzy AIDS N ALZHEIMERS. 
e. Encontre o conjunto fuzzy (AIDS). 


O princípio da boa-ordenação diz que todo conjunto não-vazio de inteiros positivos tem um menor nú- 
mero. Prove que o princípio da indução fraca, isto é, 


1. PO) verdadeira 


dadeira para todo inteiro positivo P 
ТИТИР с ССОРА НО oO 


implica о princípio da boa-ordenação. (Dica: admita que o princípio da indução fraca é válido е use uma 
prova por contradição para mostrar que o princípio da boa-ordenação é válido. Seja Tum conjunto não- 
vazio de inteiros positivos que não tem menor elemento. Seja P(n) a propriedade que todo elemento de 
Té maior que n.) 


Demonstre que o princípio da boa-ordenação (veja Exercício 61) implica o princípio da indução forte. 
(Dica: Admita que o princípio da boa-ordenação é válido e seja P a propriedade para a qual 


1". P(1) é verdadeira 
2º. (МЕ) [P(r) verdadeira para todo r, 1 = r = k — P(k + 1) verdadeira] 


Seja T o subconjunto dos inteiros positivos definido por 
T = (t| P(t) não é verdadeiro) 


Mostre que Té o conjunto vazio.) 
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Seção 3.2 


63. Seja o conjunto universo S = { 1,2,3,4,5 }. Usando a representação por vetor de bits, quais são 
OS se- guintes conjuntos? 
а.А = {2,3,5} 
b. B= (5) 
eð 
64. Seja o conjunto universo 5 = (1, 2, 3, 4, 5}. Usando a representação por vetor de bits, encontre 


*65. 


66. 


x67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


x73. 


74. 


a. O complemento de 10011 
b. A união de 11001 e 01011 
c. А intersecáo de 00111 e 10110 


Sejam os conjuntos A e B com as representações na forma de listas encadeadas mostradas a seguir: 


BENE. NONE LORS 
E FREGE ЖЕ 


Desenhe a representação na forma de lista encadeada de А U В. 

Usando os conjuntos do Exercício 65, desenhe a representação em forma de lista encadeada de A N B. 
Prove que o conjunto dos inteiros positivos ímpares é denumerável. 

Prove que o conjunto Z de todos os inteiros é denumerável. 

Prove que o conjunto de todas as strings de tamanho finito de letras a é denumerável. 

Prove que o conjunto Z x Z é denumerável. 


Use o método da diagonalização de Cantor para mostrar que o conjunto de todas as seqüéncias infinitas 
de inteiros positivos não é contável. 


Explique por que qualquer subconjunto de um conjunto contável é também contável. 
Explique por que a união de quaisquer dois conjuntos denumeráveis é também denumerável. 


Conjuntos podem ter conjuntos como elementos (veja Exercício 10, por exemplo). Seja B o conjunto 
definido como mostrado a seguir: 


В = (SlSéumconjuntoe 5 € 5) 


Verifique que tanto B € B qu a iBt€ B а o verdadeiros. Esta contradição é chamada de paradoxo de 
Russell devido ao famoso matemático e filósofo Bertrand Russell, que primeiro a enunciou em 1901. 
(A criação cuidadosa de axiomas na teoria dos conjuntos impôs algumas restrições sobre o que se pode 
chamar de conjunto. Todos os conjuntos ordinários continuam sendo conjuntos, mas conjuntos pecu- 
liares que nos induzem a dúvidas, como o B acima, foram evitados.) 


Contagem 


A combinatória é o ramo da Matemática que trata da contagem. Tratar a contagem é importante, sem- 


pre que temos recursos finitos (Quanto espaço um banco de dados consome? Quantos usuários a configuração 
de um computador pode suportar?) ou sempre que estamos interessados em eficiência (Quantos cálculos um 
determinado algoritmo envolve”). 


Problemas de contagem normalmente se resumem em determinar quantos elementos existem em um 


conjunto finito. Esta questão que parece trivial pode ser difícil de ser respondida. Já respondemos algumas 
questões do tipo "quantos" — quantas linhas existem na tabela-verdade com n símbolos proposicionais, e quantos 
subconjuntos existem em um conjunto com n elementos? (Na verdade, como já vimos, essas podem ser a mes- 
ma pergunta.) 


ЕХЕМРГО 28 


EXEMPLO 29 
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O Princípio da Multiplicação 


Resolvemos o problema da tabela-verdade, desenhando uma árvore de possibilidades. Essa árvore sugere um 
princípio mais geral que pode ser usado para resolver diversos problemas de contagem. Antes de enunciarmos 
o princípio geral, daremos uma olhada em outro exemplo de árvore. 


A uma criança é permitido escolher um dentre dois confeitos, um vermelho e outro preto, e um entre três chi- 
cletes, amarelo, lilás e branco. Quantos conjuntos diferentes de doces a criança pode ter? 

Podemos resolver este problema, quebrando a tarefa da escolha dos doces em duas etapas segiienciais: 
a escolha do confeito e a escolha do chiclete. A árvore da Fig. 3.3 mostra que existem 2 x 3 = 6 escolhas 
possíveis. São elas: (V, A}, (V, LJ, (V, B}, (P, A), (P, L]e (P, В}. 


Escolher confeito 


Escolher chiclete 


(V, A} (У, (B) (Р, А} (PL (P,B) 
Figura 3.3 
Neste problema, a sequência de eventos pode ser invertida; a criança pode escolher o chiclete antes de 
escolher o confeito, resultando na árvore da Fig. 3.4, mas o número de escolhas possíveis permanece o mesmo 
(2X3 = 6). Pensar como uma seqüéncia de eventos sucessivos nos ajuda a resolver o problema, mas o se- 
qüenciamento não é uma parte do problema, pois o conjunto (V, А} é o mesmo que o (A, V]. 
Escolher chiclete 


Escolher confeito 


(A, V) А, Р) {L, V (LP) (B, V {B, P} 
Figura 3.4 


O Exemplo 28 mostra que o nümero de possibilidades para eventos seqüenciados pode ser obtido por 
meio da multiplicacáo dos námeros de possibilidades do primeiro evento pelo námero de possibilidades do 
segundo. Esta idéia é sintetizada no Princípio da Multiplicagáo. 


Princípio da Multiplicação 
Se existem n; possibilidades para um primeiro evento e m possibilidades para um segundo evento, então 
existem ny . n» possibilidades рага a sequência dos dois eventos. 


O Princípio da Multiplicação pode ser estendido por indução a fim de se aplicar a seqüéncia de qualquer 
número finito de eventos. (Veja o Exercício 53 ao fim desta seção.) O Princípio da Multiplicação é útil, quan- 
do desejamos contar o número de possibilidades totais de uma tarefa que pode ser quebrada em uma seqüéncia 
de etapas sucessivas. 


A última parte do número de seu telefone contém quatro dígitos. Quantos números de quatro dígitos 
existem? 

Podemos imaginar um número de quatro dígitos como o total de possibilidades de uma sequência de 
etapas de escolha do primeiro dígito, depois do segundo, depois do terceiro e, finalmente, do quarto dígito. O 
primeiro dígito pode ser qualquer dos 10 dígitos entre O e 9, portanto há 10 possibilidades para a primeira 
etapa. Da mesma forma, há 10 possibilidades para as etapas de escolha dos segundo, terceiro e quarto dígitos. 
Usando o Princípio da Multiplicação, multiplicamos o número de possibilidades de cada etapa da seqüéncia. 
Portanto, há 10. 10. 10. 10 = 10.000 números diferentes. . 
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EXEMPLO 30 


EXEMPLO 31 


PRÁTICA 24 


EXEMPLO 32 


EXEMPLO 33 


EXEMPLO 34 


O número de resultados possíveis para eventos sucessivos após o primeiro evento é afetado se o mesmo 
elemento não puder ser usado novamente, isto é, se não forem permitidas repetições. 


Com relação ao Exemplo 29, quantos números de quatro dígitos sem repetições de dígitos existem? 
Novamente, temos a seqüéncia de etapas de seleção dos quatro dígitos, mas não são permitidas repeti- 
ções. Existem 10 possibilidades para a escolha do primeiro dígito, mas apenas nove para a escolha do segun- 
do, pois não podemos usar o que já foi usado para o primeiro dígito, e assim por diante. Existem, portanto, 10 
‚9.8.7 = 5040 números diferentes sem repetições de dígitos. . 


a. De quantas maneiras podemos escolher trés funcionários de um grupo de 25 pessoas? 
b. De quantas maneiras podemos escolher trés funcionários de um grupo de 25 pessoas, se uma pessoa puder 
acumular mais de um cargo? 

Em (a) existem três etapas sucessivas sem repetições. A primeira etapa, escolher o primeiro funcionário, 
tem 25 resultados possíveis. A segunda etapa tem 24 possibilidades, c a terceira 23. O número total de resul- 
tados possíveis é 25 . 24 . 23 = 13.800. Em (b), as mesmas três etapas são realizadas em seqüéncia, mas são 
permitidas repetições. O número total de repetições é 25 . 25 . 25 = 15.625. Ы 


Se um homem tem quatro ternos, oito camisas e cinco gravatas, quantas combinações ele pode compor? + 


Para qualquer conjunto finito S, seja | S | o número de elementos em 5. Se А e B são conjuntos finitos, então 
A x B| = А-В 


A X B consiste em todos os pares ordenados com a primeira componente em A e a segunda componente 
em B. A escolha desses pares ordenados é equivalente a escolher, em seqüência, a primeira componente dentre 
as |А| possibilidades, e então escolher a segunda, para a qual existem В| possibilidades. O resultado segue, 
então, o Princípio da Multiplicação. . 


O Princípio da Adição 


Suponha que desejamos escolher uma sobremesa dentre três tortas e quatro bolos. De quantas formas isto pode 
ser feito? Existem dois eventos, um com três resultados possíveis (escolher uma torta) e outro com quatro re- 
sultados possíveis (escolher um bolo). No entanto, não estamos compondo uma segiiência de dois eventos, 
uma vez que desejamos apenas uma sobremesa, que precisa ser escolhida dentre as possibilidades de dois con- 
juntos disjuntos. O número de possibilidades é o número total de opções que temos, 3 + 4 = 7. Isto ilustra o 
Princípio da Adição. 


Princípio da Adição 
Se A e B são eventos disjuntos com n; e n; possibilidades, respectivamente, então o número total de possi- 
bilidades para o evento A ou B é n; + nz. 


O Princípio da Adição pode ser estendido por indução para o caso de qualquer número finito de eventos 
disjuntos. (Veja o Exercício 54, ao fim desta seção.) O Princípio da Adição é útil sempre que desejamos contar 
o número total de resultados possíveis para uma tarefa que pode ser quebrada em dois casos disjuntos. 


Um comprador deseja comprar um veículo de uma concessionária. A concessionária tem 23 carros e 14 
caminhões em estoque. Quantas possíveis escolhas o comprador pode ter? 

O comprador deseja escolher um carro ou caminhão. São eventos disjuntos; escolher um carro tem 23 
possibilidades e escolher um caminhão tem 14. Pelo Princípio da Adição, a escolha de um veículo tem 23 + 
14 = 37 possibilidades. Perceba que os requisitos para os eventos A e B são conjuntos disjuntos. Portanto, se 
um comprador desejar comprar um veículo de uma concessionária que tenha 23 carros, 14 caminhões e 17 
veículos vermelhos, não podemos dizer que o comprador tem 23 + 14 + 17 possibilidades de escolha. • 


Sejam A e B conjuntos finitos disjuntos. Então И U B| = 4| + |B]. 
A uniáo lA U B| pode ser encontrada, no caso de conjuntos disjuntos, pela contagem do nümero de ele- 
mentos em A, Al, e do número de elementos em B, В|. Pelo Princípio da Adição, somamos esses dois números. 


ЕХЕМРГ.О 35 


EXEMPLO 36 


EXEMPLO 37 


PRÁTICA 25 


EXEMPLO 38 


EXEMPLO 39 
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Se 4 e B são conjuntos finitos, então 
|A - B| = |A| -|A N B| 
IA — В| = |A| — [Bi se BC A 
Para provar a primeira igualdade, perceba que 


(A—-BJU(ANB)=(ANBÍU(ANDB) 
=AN(B'UB) 
=ANS 
=A 


de forma que А = (A — B) U (A N B). Além disso, A — Be A N В são conjuntos disjuntos; portanto, pelo 
Exemplo 34, 


la] = Ка - BJU(AN B)] = la – B| + la n Bl 


la — Bl = А-А O Bl 


A segunda equação é obtida a partir da primeira, aplicando-se que se B C A, então, A N B = B. ° 
Freqüentemente, o Princípio da Adição é usado em conjunto com o Princípio da Multiplicação. 


Com referência ao Exemplo 28, suponha que desejamos achar quantas formas diferentes existem para uma 
criança escolher um doce, ao contrário do número de conjuntos de doces que uma criança pode ter. Desta 
forma, escolher um confeito amarelo, seguido de um chiclete amarelo é diferente de escolher um chiclete amarelo 
diferente de um confeito amarelo. Podemos considerar dois casos disjuntos — escolher confeitos antes de es- 
colher chicletes ou escolher chicletes antes de escolher confeitos. Cada um desses casos (pelo Princípio da 
Multiplicação) tem seis possibilidades, portanto (pelo Princípio da Adição) existem 6 + 6 = 12 formas pos- 
síveis de escolher o doce. . 


Quantos números de quatro dígitos comegam com 4 ou 5? 

Podemos considerar dois casos disjuntos — números que começam por 4 e números que começam por 
5. Para a contagem dos números que começam por 4, existe uma forma de escolher o primeiro dígito, e 10 
possibilidades para as etapas de escolha de cada um dos outros dígitos. Portanto, pelo Princípio da Multiplica- 
ção, existem 1 * 10 * 10 * 10 = 1000 formas de escolher um número de quatro dígitos começando com 4. О 
mesmo raciocínio mostra que existem 1000 formas de escolher um número de quatro dígitos começando por 
5. Pelo Princípio da Adição, existem 1000 + 1000 = 2000 resultados possíveis ao todo. ° 


Se uma mulher tem sete blusas, cinco saias e nove vestidos, com quantas combinações diferentes ela pode 
se vestir? 


Normalmente, problemas de contagem podem ser resolvidos de mais de uma forma. Apesar da possibi- 
lidade de uma segunda solução poder parecer confusa, ela fornece um modo de verificar nosso resultado — se 
duas abordagens diferentes do mesmo problema produzem o mesmo resultado, isto aumenta a credibilidade 
de que analisamos o problema corretamente. 


Considere o problema do Exemplo 37 novamente. Podemos evitar usar o Princípio da Adição, pensando sobre 
o problema em etapas sucessivas, onde a primeira etapa será escolher o primeiro dígito, que tem duas possibi- 
lidades de escolha— escolher 4 ou 5. Desta forma, existem 2 . 10. 10 . 10 = 2000 possibilidades de escolha. 


Quantos inteiros de três dígitos (números entre 100 e 999) são pares? 

Uma solução faz uso do fato de que números inteiros terminam em 0, 2, 4, 6 ou 8. Considerando esses 
casos separadamente, o número de inteiros de três dígitos terminando em 0 pode ser encontrado escolhendo 
seus dígitos em etapas. Existem nove possibilidades, de 1 a 9, para o primeiro dígito; 10 possibilidades, O a 9, 
para o segundo dígito; e uma possibilidade para o terceiro dígito, 0. Pelo Princípio da Multiplicação, existem 
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EXEMPLO 40 


EXEMPLO 41 


90 números de três dígitos terminando em 0. Analogamente, existem 90 números terminando por 2, 4, 6 e 8. 
Portanto, pelo Princípio da Adição, existem 90 + 90 + 90 + 90 + 90 = 450 números pares de três dígitos. 
Outra solução tira vantagem do fato de que existem apenas cinco escolhas para o terceiro dígito. Pelo 
Princípio da Multiplicação, existem 9 . 10. 5 = 450 números. 
Para este problema, existe ainda uma terceira solução. Existem 999 — 100 + 1 = 900 inteiros de três 
dígitos. Metade dos quais é ímpar, portanto 450 devem ser pares. ° 


Suponha que os quatro últimos dígitos de um número de telefone precisam incluir, pelo menos, um dígito 
repetido. Quantos números deste tipo existem? 

Apesar de ser possível resolver este problema com um uso direto do Princípio da Adição, isto é difícil, 
porque existem diversos casos disjuntos a considerar. Por exemplo, se os primeiros dois dígitos forem iguais, 
mas os terceiro e quarto forem diferentes, existem 10.1 . 9.8 maneiras de escolher o número. Se o primeiro 
e terceiro dígitos forem iguais, existem 10.9. 1 . 8 maneiras de escolher o número. Se os dois primeiros 
forem iguais e os dois últimos também forem iguais, mas diferentes dos dois primeiros, existirão 10 ° 1 •9• 1 
números. Obviamente, existem diversas outras possibilidades. 

Ao contrário da abordagem acima, resolveremos este problema usando o fato de que números com repe- 
tições e números sem repetições são conjuntos disjuntos cuja união é o conjunto de todos os números de qua- 
tro dígitos. Pelo Exemplo 34, podemos achar quantos números com repetições existem através da subtração 
da quantidade de números sem repetições (5040, segundo o Exemplo 30) do total de números de quatro dígi- 
tos (10.000, de acordo com o Exemplo 29). Portanto, existem 4960 números com repetições. ° 


Árvores de Decisão 


Árvores como as mostradas nas Figs. 3.3 e 3.4 ilustram o número de possibilidades de um evento baseado em 
uma série de opções possíveis. Tais árvores são chamadas árvores de decisão. Veremos no Cap. 5 como elas 
são usadas na análise de algoritmos, mas, por enquanto, as usaremos para resolver problemas de contagem 
adicionais. As árvores das Figs. 3.3 e 3.4 nos levam ao Princípio da Multiplicação, porque o número de possi- 
bilidades em cada nível sucessivo da árvore é constante. Na Fig. 3.4, por exemplo, o nível 2 da árvore mostra 
duas possibilidades para cada um dos três ramos derivados do nível 1. Árvores de decisão menos regulares 
podem ainda ser usadas para resolver problemas de contagem onde o Princípio da Multiplicação não se aplica. 


Tony está jogando "cara-ou-coroa". Cada lançamento resulta em cara (C) ou coroa (K). De quantas formas 
ele pode lançar a moeda cinco vezes sem obter duas caras consecutivas? 

A Fig. 3.5 mostra a árvore de decisão para este problema. Cada lançamento de moeda tem duas possibi- 
lidades: o ramo à esquerda está marcado com um C para cara, e o ramo da direita com um K para coroa. Sem- 
pre que um C aparecer em um ramo, o próximo nível pode conter apenas um ramo para a direita (K). Existem 
13 possibilidades. . 


1º lançamento 


2.º lançamento 
3? lançamento 
4.º lançamento 


5.º lançamento 


с C 
K K 
c C 
K K 
C K 


ROXRARO 
ORAXRO 
RARAR ARO 
RO AR OA 
OAXOA 
AARXAOA 
OROAR 
AXOXA 
HROXXA 
ох AAA 
RARA ARAR 


Figura 3.5 


PRÁTICA 26 


PRÁTICA 27 
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Explique por que o Princípio da Multiplicação não se aplica ao Exemplo 41. . 


Desenhe a árvore de decisões para o número de cadeias de caracteres com X's, Y's e 775 com tamanho 3 que 
não contenham um Z seguindo um Y. . 


Revisáo da Secáo 3.2 
Técnica 


* Uso do Princípio da Multiplicação e o Princípio da Adição e árvores de decisão para a contagem do 
número de objetos em um conjunto finito. 


Idéias Principais 


O Princípio da Multiplicação é usado para contar o número de resultados possíveis рага uma seqüéncia de 
eventos, cada qual com um número fixo de possibilidades. 

O Princípio da Adição é usado para contar o número de resultados possíveis para eventos disjuntos. 

Os Princípio da Multiplicação e da Adição são normalmente usados juntos. 

Árvores de decisão podem ser usadas para contar o número de resultados possíveis para uma seqüéncia de eventos 
onde o número de possibilidades para um dado evento não é constante e depende do resultado do evento anterior. 


Exercícios 3.2 


x1. Uma loja de iogurte congelado permite escolher um sabor (baunilha, morango, limão, cereja ou pêsse- 
go), um acompanhamento (raspas de chocolate, jujuba ou castanha de caju) e uma calda (creme batido 
ou coco ralado). Quantas sobremesas diferentes são possíveis”? 


*2. No Exercício 1, por quantas escolhas de sobremesa podemos optar, se formos alérgicos a chocolate e a 
morangos? 


3. Umjogo de computador é iniciado fazendo-se seleções em cada um dos três menus. O primeiro menu 
(número de jogadores) tem quatro opções, o segundo menu (nível de dificuldade do jogo) tem oito, e o 
terceiro menu (velocidade) tem seis. Com quantas configurações o jogo pode ser jogado? 


4. Uma prova de múltipla-escolha tem 20 perguntas, cada qual com quatro respostas possíveis, e 10 per- 
guntas adicionais, cada uma com cinco respostas possíveis. Quantas folhas de respostas diferentes são 
possíveis? 


5. Uma senha de usuário em um computador de grande porte consiste em três letras seguidas de dois dígi- 
tos. Quantas senhas diferentes são possíveis (considere o alfabeto com 26 letras)? 


6. No computador do Exercício 5, quantas senhas serão possíveis se diferenciarmos as letras maiúsculas 
das minúsculas? 


x7. Uma conferência telefônica está tendo lugar do centro do Rio de Janeiro até Curitiba, via São Paulo. 
Existem 45 troncos telefônicos entre o Rio de Janeiro e São Paulo e 13 de São Paulo a Curitiba. Quantas 
rotas diferentes podem estar sendo usadas? 


8. A, B, C e D são nodos (nós) de uma rede de computadores. Existem dois caminhos entre A e C, dois 
entre B e D, trés entre A e B e quatro entre C e D. Por quantos caminhos uma mensagem de A para D 
pode ser enviada? 


9. Quantos números de CPF são possíveis? 


10. Um prédio de apartamentos comprou um novo sistema de fechaduras para seus 175 apartamentos. Essas 
fechaduras são abertas através de um código numérico de dois dígitos. Será que o síndico fez uma com- 
pra inteligente”? 


*11. Um palíndrome é uma cadeia de caracteres que é igual quando lido normalmente ou de trás para frente. 
Quantas palíndromes de cinco letras são possíveis na língua portuguesa”? 
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12. 


13. 


* 14. 


15. 


16. 


x17. 


Quantos nümeros de trés dígitos menores que 600 podem ser construídos usando os dígitos 8, 6, 4 e 2? 


Um conectivo lógico binário pode ser definido fornecendo sua tabela-verdade. Quantos conectivos lógi- 
cos binários existem? 


Um identificador em BASIC precisa ser ou uma letra simples ou uma letra seguida de outra letra ou 
dígito. Quantos idenficadores sáo possíveis de serem formados? 


Três cadeiras da cámara dos deputados serão preenchidas, cada qual com alguém de um partido diferen- 
te. Existem quatro candidatos concorrendo pelo Partido do Movimento Democrático Brasileiro, três do 
Partido dos Trabalhadores e dois do Partido Social Democrático. De quantas formas as cadeiras podem 
ser preenchidas? 


Um presidente e um vice-presidente precisam ser escolhidos de um comitê de uma organização. Exis- 
tem 17 voluntários da Divisão Leste e 24 voluntários da Divisão Oeste. Se ambos os funcionários preci- 
sam vir da mesma divisão, de quantas maneiras os funcionários podem ser selecionados? 


Em um jantar especial, existem cinco aperitivos para serem escolhidos, três saladas, quatro entradas e 
três bebidas. Quantos jantares diferentes são possíveis? 


18. No Exercício 17, quantos jantares diferentes são possíveis, se pudermos ter um aperitivo ou uma salada, 


19. 


20. 


421. 


22. 


x23. 


24. 


25. 


*26. 


27; 


mas náo ambos? 


Um novo carro pode ser encomendado com a escolha dentre 10 cores exteriores; sete cores interiores; 
transmissão automática, câmbio com trés marchas ou câmbio com cinco marchas; com ou sem ar condi- 
cionado; com ou sem piloto-automático; e com ou sem o pacote opcional que contém as travas elétricas 
das portas e o desembagador do vidro traseiro. Quantos carros diferentes podem ser encomendados? 


No Exercício 19, quantos carros diferentes podem ser encomendados se o pacote opcional só for possí- 
vel para carros com transmissáo automática? 


Em um estado, as placas dos carros precisam ter dois dígitos (sem zeros à esquerda), seguidos de uma 
letra mais uma cadeia de dois ou quatro dígitos (podendo conter zeros à esquerda). Quantas placas dife- 
rentes sáo possíveis? 


Um freguês de uma lanchonete pode pedir um hambúrguer com ou sem mostarda, ketchup, picles ou cebo- 
la; um sanduíche de peixe com ou sem alface, tomate ou molho tártaro; e escolher entre trés tipos de bebidas 
fracas ou dois tipos de milk shakes. Quantos pedidos diferentes sáo possíveis para fregueses que possam 
pedir no máximo um hambúrguer, um sanduíche de peixe e uma bebida, mas podem pedir menos também? 


Qual o valor de Contador após a execução do seguinte trecho de programa? 
Contador := 0; 
for i : = 1 to 5 do 
for Letra := 'A' to 'C' do 
Contador := Contador + 1; 
Qual o valor da variável Resultado após a execução do seguinte trecho de programa? 
Resultado : = 0; 
for índice : = 20 downto 10 do 
for Interno := 5 to 10 do 
Resultado := Resultado + 2; 


Os Exercícios de 25 a 30 referem-se ao conjunto dos inteiros de três dígitos (números entre 100 e 999, 
inclusive). 


Quantos são divisíveis por 5? 
Quantos não são divisíveis por 5? 


Quantos são divisíveis por 4? 


28. 
29. 


30. 


*31. 
32; 
*33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
*39. 


40. 
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Quantos são divisíveis por 4 ou 5? 
Quantos são divisíveis por 4 e 5? 
Quantos não são divisíveis por 4 nem por 5? 


Os Exercícios de 31 a 40 referem-se ao conjunto de cadeias de caracteres de tamanho 8 (cada caracter é 
ou o dígito O ou o dígito 1). 


Quantas cadeias deste tipo existem? 

Quantas começam e terminam por 0? 

Quantas começam ou terminam por 0? 

Quantas têm 1 como segundo dígito? 

Quantas começam por 111? 

Quantas contêm exatamente um 0? 

Quantas começam por 10 e têm 0 como terceiro dígito? 
Quantas são palíndromes? (Veja o Exercício 11.) 
Quantas contêm exatamente sete 15? 


Quantas contêm dois ou mais Os? 


Nos Exercícios de 41 a 50, uma mão consiste em uma carta escolhida ao acaso de um baralho de 52 cartas 
com flores no verso e em uma carta escolhida, também ao acaso, de um baralho de 52 cartas com pássaros no 
verso. 


*41. 


42. 


43. 


*44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


ж49. 


50. 


*51. 


52. 


93, 


Quantas mãos diferentes são possíveis? 

Quantas mãos consistem em pares de ases? 

Quantas mãos contêm todas as cartas de figuras? 

Quantas mãos consistem em duas cartas do mesmo naipe? 

Quantas mãos contêm exatamente um rei? 

Quantas mãos têm o valor total de 5 (considere o ás como 1)? 

Quantas mãos têm o valor total menor que 5? 

Quantas mãos não contêm quaisquer cartas de figuras? 

Quantas mãos contêm pelo menos uma carta de figura? 

Quantas mãos contêm pelo menos um rei? 

A votação em determinado debate é feita através de pedaços de papel vermelho, azul e verde que devem 
ser colocados em um chapéu. Essas tiras de papel são retiradas uma de cada vez, e a primeira cor que 
receber dois votos ganha. Desenhe uma árvore de decisão para encontrar o número de maneiras que o 


resultado da votação pode ocorrer. 


Desenhe uma árvore de decisão (use os times A e B) para encontrar o número de maneiras que as parti- 
das da NBA podem ocorrer, onde o vencedor é o primeiro time a vencer quatro partidas de sete. 


Use a indução matemática para estender o Princípio da Multiplicação à seqüéncia de m eventos para 
qualquer inteiro m, m = 2. 
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Seção 3.3 


PRÁTICA 28 


PRÁTICA 29 
EXEMPLO 42 


54. Use a indução matemática para estender o Princípio da Adição para m eventos disjuntos para qualquer 
inteiro m, m = 2, 


Princípio da Inclusão e Exclusão e o Princípio da Casa do Pombo 


Discutiremos, nesta segáo, dois outros princípios da contagem que podem ser usados para resolverem proble- 
mas de combinatória. 


Princípio da Inclusáo e Exclusáo 


A fim de desenvolvermos o Princípio da Inclusáo e Exclusáo, precisamos antes perceber que se A e B sáo 
quaisquer conjuntos de um conjunto universo S, então A Вр В (2-8 são conjuntos mutuamente disjuntos 
(veja a Fig. 3.6). Por exemplo, sexe A — B, entáopóürtanto, x € B /&ex ФА 1 В.6 m disso, também 
podemos dizer algo a respeito da uniáo de tais conjuntos. 


ANB 


Figura 3.6 


Qual o outro nome do conjunto (A — B) U (B — A) U (A N B)? 
Pelo Exemplo 34 (estendido a trés conjuntos finitos disjuntos) 
(А— B) U (B – A) U (А пд) = |A — В| + |B- А| + |А n В| (D 

Do Exemplo 35, 
A-B|=|AL-|ANB 
B — A| = |B| - lA B| 


Usando essas expressões na equação (1), junto com o resultado da Prática 28, obtemos 


la U B| = la] — la n Bl + |B|- la n Bl + la NB 


A U B| = А + [B| — la n B (2) 


A equação (2) é a versão para dois conjuntos do Princípio da Inclusão e Exclusão. Este nome decorre do 
fato de que, quando contamos o número de elementos na união de А e В, precisamos "incluir" (contar) o nú- 
mero de elementos em 4 e o número de elementos em B, mas devemos "excluir" (subtrair) os elementos que 
pertencerem a А N B para evitar contá-los duas vezes. 


Como a equação (2) se refere ao Exemplo 34 da seção anterior? . 


Um entrevistador de opinião pública entrevista 35 pessoas que optam pelo referendum 1, referendum 2 ou por 
ambos, e conclui que 14 entrevistados escolheram o referendum 1 e 26 o referendum 2. Quantos entrevistados 
escolheram ambos? 


PRÁTICA 30 


EXEMPLO 43 
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Seja А o conjunto dos entrevistados que escolheram o referendum 1, e В о conjunto dos entrevistados 
que escolheram o referendum 2; assim, sabemos que 

AUB|=35 И|=14 iB| = 26 
Da equação (2), 

la M B| = [a] + [8| – |А U B| = 14 + 26 – 35 = 5 
portanto, cinco entrevistados escolheram ambos. ° 


A Equação (2) pode ser facilmente estendida para o caso de três conjuntos, como mostrado a seguir: 


lAUBUC|=l4 U(BUC)|=lal + |BU C|- (4 N(BUC)] 
=lal + Bj IC – Bh Cj - (An B)U (A C) 
= |А + [В| + |с -iBnc-(anB -lanc-lnBnc) 
= [А| + |В| +|c - Апд- Ипа – вп + Алва с 


Portanto, a versão do Princípio da Inclusão e Exclusão para três conjuntos é 


luBUuc|sll-«i-«id-Ans-hAncd-Bnc-jAnsanc| (3) 
Justifique cada uma das igualdades usadas na derivação da equação (3). s 


Uma quitanda vende apenas brócolis, cenoura e quiabo. Em determinado dia, a quitanda atendeu 208 pessoas. 
Se 114 pessoas compram apenas brócolis, 152 compraram cenouras, 17 compraram quiabos, 64 compraram 
brócolis e cenouras, 12 compraram cenouras e quiabos e 9 compraram todos os trés, quantas pessoas compra- 
ram brócolis e quiabos? 

Sejam 


A = (pessoas que compraram brócolis) 
B = (pessoas que compraram cenouras) 
С = (pessoas que compraram quiabos) 


Então [A U B U C| = 208, |4! = 114, |B| = 152, 
Da equação (3), 


c| = 17, |А п В| = 64, |8 п С = 12е|А Пт ВГ С| = 9. 


lA N C| = 114 + 152 + 17 – 64-12 + 9 —208 = 8 + 


Na equação (2), somamos o número de elementos nos conjuntos simples, e subtraímos o número de ele- 
mentos da interseção de ambos os conjuntos. Na equação (3), somamos o número de elementos do conjunto 
simples, subtraímos o número de elementos das interseções dos conjuntos dois a dois e somamos, novamente, 
o número de elementos da interseção dos três conjuntos. Isto parece sugerir um padrão: Se tivermos n conjun- 
tos, devemos somar o número de elementos dos conjuntos simples, subtrair o número de elementos das inter- 
seções dos conjuntos dois a dois, somar o número de elementos das interseções dos conjuntos três a três, sub- 
trair o número de elementos das interseções dos conjuntos quatro a quatro, e assim por diante. Isto nos leva à 
forma geral do Princípio da Inclusão e Exclusão: 


Princípio da Inclusão e Exclusão 
Dados os conjuntos finitos A,, ..., À,, п = 2, então, 


JA U-UA,|= Y Jal- » ANA, 
ГЕТЕ Isi€jzn 
+ Y anana] 


Isi<j<ken 


«+1 ЈА MN NA, (4) 
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Na equação (4), a notação 


y la, 04) 


ISi<jSu 


por exemplo, indica a soma dos números de elementos de todas as interseções da forma A, N A, onde i e j podem 
conter quaisquer valores entre 1 e л, desde que į < j. Paran = 3, temos |А, ПА, (i = 1,j=2), la, NAlG=1,j 
= 3) e A, Aj G = 2, j = 3). Isto está de acordo com a equação (3), onde A, = A, A; = Вед, =C. 

Para provar a forma geral do Princípio da Inclusão e Exclusão, usamos a indução matemática. O caso 
básico, п = 2 é a equação (2). Admitimos a equação (4) como verdadeira para п = К, e mostraremos que ela é 
válida рага п = К + 1. Escrevemos 


IA, UU A 


=(A, UUA JUA + 
-|A U--UA, [HA 


=KAU--UA)NA, | (pelaequação(2)) 
= Y la/- y lana + Y, lanana,| 
Isisk Isi<j=k Г рт 


— (> Dt IA, П.А [A 
-[A ПА, DU UCA 044) 


(pela hipótese de indução e a propriedade distributiva) 


= Y Jal- У ana y АПА, ПА. 
Isisk+] Ixi«jsk I=i<j<m=k 
— (7 DP? [A NA 


E Sana Y |АпА,пА,,„ 


== Izi<j=k 


++ 


k d 
*-CD Y КАПА ПАПА, DN ГА, А, 1) 


]Ixi€j«msk 


k—ltermo 
£C D" lA тта, а) 
(combinando os termos 1 acima e usando a hipótese de indução nos k conjuntos A, ПА, , p A; (0 Åra |, ..., А, 
ПА, 1) 
= Y lal- Y anaj Y Апа па, 


ISiSk+1 Isi<jsk+] Тар рон +i 
—(— nl 
=...—(-1) lA 0A 


(combinando os termos do mesmo índice acima) 


= Y lal- Y lana Y  lanana,] 


Isisk+l Isicjsk-Tl < јат 


— Cp 


ANNA | 


Isto completa a prova da equação (4). 


EXEMPLO 44 


PRÁTICA 31 


EXEMPLO 45 


Seção 3.3 Princípio da Inclusão e Exclusão e o Princípio da Casa do Pombo 131 


O Princípio da Casa do Pombo 


O Princípio da Casa do Pombo recebe este nome estranho devido à seguinte idéia: Se mais do que k pombos 
pousarem em k casas de pombos, então pelo menos uma casa de pombo ficará com mais de um pombo. Apesar 
de isto parecer imediatamente óbvio, podemos construir uma prova por contradição. Suponha que mais do que 
k pombos pousaram em k casas de pombos. Se cada casa contiver no máximo um pombo, teríamos, ao todo, no 
máximo k pombos, uma contradição. Enunciaremos, agora, o Princípio da Casa do Pombo de uma forma menos 
pitoresca. 


Princípio da Casa do Pombo 
Se mais do que К itens são distribuídos entre К caixas, então pelo menos uma caixa conterá mais de um 
item. 


Escolhendo-se apropriadamente os itens e as caixas, podemos resolver uma grande gama de problemas 
de contagem. 


Quantas pessoas precisam estar no mesmo quarto para se garantir que pelo menos duas pessoas têm o sobre- 
nome iniciado pela mesma letra? 

Existem 26 letras no alfabeto (caixas). Se tiverem 27 pessoas, então haverá 27 letras iniciais (itens) que 
devem ser distribuídas entre as 26 caixas; por isso, pelo menos uma caixa conterá mais de um item. Ы 


Quantas vezes um único dado precisa ser lançado рага termos certeza de que obtivemos algum valor duas 
vezes? . 


Prove que se 51 inteiros positivos entre 1 e 100 são escolhidos, então pelo menos um deles divide outro. 
Sejam os inteiros n;, ..., 1s; diferentes entre si. Cada inteiro n; = 2 pode ser escrito como um produto 
de números primos (veja o Exemplo 17 do Cap. 2); cada número primo, exceto o 2, é ímpar, e o produto de 
números ímpares é ímpar. Portanto, para cada i, n; = 2*b, onde k; = 0e b; é um número ímpar. Além disso, 
| = b; = 99, Mas existem 50 números ímpares entre 1 e 99 inclusive. Pelo Princípio da Casa do Pombo, b; = 
bj para algum i e j com i + į, Portanto, n; = 2p, en;= 24, .Se К, < k; então n; divide nj; do contrário, n; divide 
П; е 


Revisão da Seção 3.3 


Técnicas 


* Uso do Princípio da Inclusão e Exclusão para encontrar o número de elementos da união de conjuntos. 
* Uso do Princípio da Casa do Pombo para encontrar o número mínimo de elementos que garantem 
que dois elementos gozam de uma mesma propriedade. 


Idéia Principal 


O Princípio da Inclusão e Exclusão e o Princípio da Casa do Pombo são mecanismos de contagem adi- 
cionais. 


Exercícios 3.3 


1. Em um grupo de 42 turistas, todos falam inglês ou francês; existem 35 pessoas que falam inglês e 18 
pessoas que falam francês. Quantas falam inglês e francês”? 


*2. Todos os convidados de uma festa bebem café ou chá; 13 convidados bebem café, 10 bebem chá e 4 
bebem café e chá. Quantas pessoas têm neste grupo? 


3. O controle de qualidade em uma fábrica introduziu 47 peças com defeitos de pintura, na embalagem ou 
na parte eletrônica na linha de montagem. Dessas peças, 28 tinham defeito de pintura, 17 tinham defei- 
to na embalagem, 7 tinham defeito na embalagem e na parte eletrônica e 3 tinham defeitos na pintura е 
na parte eletrônica. Alguma peça tinha os três tipos de defeito”? 
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*5. 


*7. 


10. 


11. 


* 12. 


13. 


14. 


x15. 


16. 


Em um grupo de 24 pessoas que gostam de rock, country e música clássica, 14 gostam de rock, 12 gos- 
tam de música clássica, 11 gostam de rock e country, 9 gostam de rock e música clássica, 13 gostam de 
country e música clássica e 8 gostam de rock, country e música clássica. Quantos gostam de country? 


Onze produtos diferentes para higiene bucal t&m as seguintes estratégias: 10 veiculam que oferecem 
um hálito puro, oito garantem que protegem a gengiva, sete anunciam que reduzem a placa bacteriana, 
seis prometem um hálito puro e a redução da placa, cinco dizem prevenir a gengiva e oferecer um hálito 
puro e cinco dizem prevenir a gengiva e reduzir a placa. 

a. Quantos produtos veiculam todas as três vantagens? 

b. Quantos produtos veiculam um hálito puro, mas não veiculam prevenir a formação da placa bacte- 
riana? 


Dentre 214 clientes de um banco com contas-correntes, caderneta de poupança ou aplicações financei- 
ras, 189 têm contas-correntes, 73 têm cadernetas de poupanças regulares, 114 têm aplicações no merca- 
do financeiro e 69 têm contas-correntes e cadernetas de poupança. Não é possível ter caderneta de pou- 
pança e investir no mercado financeiro. 

a. Quantos clientes têm, ao mesmo tempo, conta-corrente e aplicações no mercado financeiro? 

b. Quantos clientes têm apenas conta-corrente? 


Uma pesquisa dentre 150 estudantes revelou que 83 são proprietários de carros, 977 possuem bicicletas, 
28 têm motocicletas, 53 são donos de carros e bicicletas, 14 têm carros e motocicletas, sete possuem 
bicicletas e motocicletas, e dois têm todos os três. 
a. Quantos estudantes possuem apenas bicicletas? 
b. Quantos estudantes não têm qualquer dos três? 


Você está desenvolvendo um novo sabonete e contratou uma empresa de pesquisa de opinião pública 
para realizar uma pesquisa de mercado para você. A empresa constatou que, em sua pesquisa de 450 


consumidores, os fatores a seguir foram considerados relevantes na decisão de compra de um sabone- 
te: 


Perfume 425 
Fácil produção de espuma 397 
Ingredientes naturais 340 
Perfume e fácil produção de espuma 284 
Perfume e ingredientes naturais 315 
Fácil produção de espuma e ingredientes naturais 219 
Todos os três fatores 147 


Você confiaria nesses resultados? Justifique. 
Escreva a expressão para IA UBUCU D| a partir da equação (4). 


Escreva uma expressão para o número de termos da expressão para |A, U ... UA, 


(4). 


Quantas cartas precisam ser tiradas de um baralho convencional de 52 cartas para garantirem que tira- 
remos duas cartas do mesmo naipe? 


dada pela equação 


Se 12 cartas são tiradas de um baralho convencional, podemos afirmar que duas têm valores iguais, 
independentemente do naipe? 


Quantas pessoas precisam estar em um grupo para se garantir que duas pessoas tenham o mesmo aniver- 
sário (não se esqueça de ignorar o ano)? 


Em um grupo de 25 pessoas, podemos afirmar que existem pelo menos três que nasceram no mesmo 
mês? 


Prove que se quatro números são escolhidos do conjunto (1, 2, 3, 4, 5, 6), pelo menos um par precisa 
somar 7. (Dica: Encontre todos os pares de números do conjunto que somem 7.) 


Quantos números precisam ser escolhidos do conjunto (2,4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18,20) afim de se ga- 
rantir que pelo menos um par soma 22? (Veja a dica para o Exercício 15.) 


Seção 3.4 


EXEMPLO 46 


EXEMPLO 47 
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17. Sejan um inteiro positivo. Mostre que em qualquer conjunto com n + 1 elementos, existem pelo menos 
dois com o mesmo resto, quando dividido por n. 


Permutações e Combinações 


Permutações 


Na Seção 3.2, vimos o problema da contagem de todas as possibilidades para os últimos quatro dígitos de um 
número telefônico sem repetições (Exemplo 30). Neste problema, o número 1259 não é o mesmo que o núme- 
ro 2951, pois a ordem dos dígitos é importante. Um arranjo ordenado de objetos é chamado de permutação. 
A determinação da quantidade de números de quatro dígitos sem dígitos repetidos pode ser considerada a con- 
tagem do número de permutações ou arranjos: são 4 objetos distintos escolhidos de um conjunto de 10 objetos 
distintos (os dígitos). A resposta encontrada pelo Princípio da Multiplicação foi 10 . 9 . 8 . 7. Em geral, o 
número de permutações de r objetos distintos escolhidos de n objetos distintos é denotada por P(n, т). Portan- 
to, a solução do problema dos quatro dígitos sem repetição pode ser expressada como P(10, 4). 

Uma fórmula para P(n, r) pode ser escrita usando a função fatorial. Para um inteiro positivo n, fatorial 
de n é definido como n(n - 1)fn - 2) ... 1 e denotado por n!; além disso, 0! é definido como tendo valor 1. 
Pela definição de n/, vemos que 


n! = n(n - 1)! 


e que para r < n, 


n! = п(п— De(n—r+X(n— r)! 
(n — ғ)! (n— r)! 


=n(n—D-(n>r+1) 
Usando a função fatorial, 


P(10,4) = 10.9.8.7 
_10:9-8:7:6:5-4:3-2-1_10!_ 10! 


6:5:4-3-2-1 6! (10-4)! 
Em geral, P(n, r) é dado pela fórmula 


п! 


P(n, osr para 0 =r =n 


n—r)! 


O valor de P(7, 3) é 


7 A T6 34.32. 
ЕЕ сла м РЕР РИ = 210 ° 
(7—3)! 4 4:3:2:1 


Três casos particulares podem ocorrer ao computarmos P(n, r), que são as duas "condições de fronteira” P(n, 
0) e P(n, п) e também P(n, 1). De acordo com a fórmula 


Isto pode ser interpretado como dizer que existe um único arranjo ordenado de zero objeto — o conjunto va- 
710. 


(n-Di- 


Р(п,1)= п 
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EXEMPLO 48 


EXEMPLO 49 


PRÁTICA 32 


PRÁTICA 33 


EXEMPLO 50 


Esta fórmula reflete o fato de que existem n arranjos ordenados de um objeto. (Como cada arranjo consiste em 
apenas um objeto, basta contar quantas formas existem de se escolher um objeto.) 


Esta fórmula mostra que existem n/ arranjos ordenados de n objetos distintos. (O que apenas reflete o Princí- 
pio da Multiplicação — п escolhas para o primeiro objeto, п — 1 para o segundo, e assim por diante, com uma 
única escolha para o n-ésimo objeto.) 

Na fórmula de P(n, r), à medida que r cresce, n — r, e, portanto, (n — r)!, diminui; logo P(n, r) cresce. 
Desta forma, os valores de P(n, r) cresceram de n an! para 1 = г = п. . 


O número de permutações de três objetos, digamos a, b e c, é dado por P(3, 3) = 3! = 3. 2. 1 =6. São 
elas 


abc, acb, bac, bca, cab, cba . 


Quantas palavras de três letras (não necessariamente com sentido) podem ser formadas com as letras da pala- 
vra "compilar", se náo pudermos repetir letras? Neste caso, desejamos saber o número de permutacóes de trés 
objetos distintos tomados dentre oito objetos. A resposta é P(8, 3) = 81/5! = 336. e 


Perceba que poderíamos ter resolvido o Exemplo 49, usando apenas o Princípio da Multiplicação — existem 
oito possibilidades para a primeira letra, sete para a segunda e seis para a terceira, de forma que a resposta é 8 
. 7.6 = 336. P(n, r) simplesmente nos fornece uma nova maneira de pensar no problema, bem como uma 
notação mais compacta. 


De quantas maneiras podem ser escolhidos um presidente e um vice-presidente dentre um grupo de 20 pes- 
soas? Ы 


De quantos modos seis pessoas podem sentar-se em uma sala com seis cadeiras? . 


Uma biblioteca tem quatro livros sobre sistemas operacionais, sete sobre programagáo e trés sobre estrutura 
de dados. Vamos ver de quantas maneiras esses livros podem ser arrumados em uma prateleira, considerando 
que todos os livros de cada assunto precisam estar juntos. Podemos pensar neste problema como uma seqüén- 
cia de subtarefas. Primeiro consideremos a subtarefa de arrumar os três assuntos. Existem 3! maneiras de fa- 
zer isto, isto é, 3! maneiras de ordenar os assuntos dos livros na prateleira. As etapas seguintes são arranjar os 
livros sobre sistemas operacionais (4! maneiras), arrumar os livros sobre programação (7! maneiras) e, então, 
arrumar os livros sobre estrutura de dados (3! maneiras). Portanto, pelo Princípio da Multiplicação, o núme- 
ro final de arranjos possíveis de todos os livros é (3!) (4!) (7!) (3!) = 4.354.560. . 


Combinações 


Às vezes, desejamos selecionar r objetos de um conjunto de n objetos, mas não desejamos relevar a ordem na 
qual eles são arranjados. Neste caso, estamos contando o número de combinações de r objetos distintos esco- 
lhidos dentre n objetos distintos, denotadas por C(n, т). Para cada combinação dessas, existem r/ maneiras de 
permutar seus r objetos. Pelo Princípio da Multiplicação, o número de objetos escolhidos dentre n objetos é o 
produto do número de maneiras de selecionar esses objetos, C(n, r) multiplicado pelo número de maneiras de 
arranjar esses objetos escolhidos, A. Portanto, 


С(п, r)r! = P(n, r) 
ou 


_ P(nr) _ п\ 


К ts PM 


EXEMPLO 51 


EXEMPLO 52 


EXEMPLO 53 


PRÁTICA 34 
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Outras notações para C(n, r) são 


„C, Œ, е (2) 
r 


O valor de C(7, 3) é 


п 7! ROSI 
3(7—3)! 34! 3:2:1:4:3:2-1 
3-2-1 
Do Exemplo 46, o valor de P(7, 3) é 210 e C(7, 3). (3!) 2 35(6) = 210 = Р(7, 3). * 


Os casos especiais para C(n, т) sáo C(n, 0), C(n, 1) e C(n, n). A fórmula para C(n, 0), 


čao 
mO- 


reflete o fato de que existe apenas uma maneira de escolher zero objeto dentre n — o conjunto vazio. 


n! 
Cid. Bios 
(5D n - Di 


Aqui a fórmula mostra que existem n maneiras de escolher 1 dentre n objetos. 


! 
С(п,п)= —— =] 
ni(n— n) 
Aqui vemos que existe uma maneira de se escolher n dentre n objetos e que esta escolha é composta por todos 
os objetos. 

Na fórmula de C(n, r), à medida que r aumenta, r! também aumenta, o que tende a fazer C(n, r) menor, 
mas (n — r)! diminui, o que tende a tornar C(n, r) maior. Para pequenos valores de г, o aumento de r! não é tão 
marcante quanto a diminuição de (n — r)! e, desta forma, C(n, r) aumenta de 1 para n e para valores maiores. 
Em algum ponto, no entanto, o acréscimo de r! supera o decréscimo de (n - r)! e os valores de C(n, r) dimi- 
nuem até voltar a 1 quando r = n. ° 


Quantas mãos de pôquer com cinco cartas podem ser sorteadas de um baralho de 52 cartas? 
Neste caso a ordem não interessa; C(52, 5) = 52!/(5! 47!) = 2.598.960. . 


Ao contrário dos problemas anteriores, a resposta ao Exercício 53 náo pode ser facilmente obtida pela 
aplicação do Princípio da Multiplicação. Portanto, C(n, r) nos fornece um modo de resolver novos proble- 
mas. 


De quantas maneiras podemos escolher um comitê de três pessoas dentre um grupo de 12? ° 


Lembre-se de que a diferença entre permutações e combinações reside no fato de que os objetos são 
apenas selecionados ou selecionados e ordenados. Se a ordem for relevante, o problema envolve permutações; 
se a ordem não importar, o problema envolve combinações. Por exemplo, a Prática 32 é um problema de per- 
mutação — duas pessoas serão selecionadas e ordenadas — a primeira será o presidente e a segunda o vice- 
presidente —, enquanto que a Prática 34 é um problema de combinação — três pessoas serão escolhidas, mas 
não serão ordenadas. Um bom ponto de partida para os problemas de contagem, então, é determinar se a or- 
dem é importante ou não. 

Na solução de problemas de contagem, C(n, r) pode ser usada juntamente com o Princípio da Multipli- 
cação ou o Princípio da Adição. 
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EXEMPLO 54 


EXEMPLO 55 


Um comitê de oito estudantes deve ser selecionado de uma turma de 19 calouros e 34 veteranos. 


a. De quantas maneiras podem ser selecionados três calouros e cinco veteranos? 

b. De quantas maneiras podem ser selecionados comitês com exatamente um calouro? 
c. De quantas maneiras podem ser selecionados comitês com no máximo um calouro? 
d. De quantas maneiras podem ser selecionados comitês com pelo menos um calouro? 


Como a ordenação das escolhas individuais não é importante, este problema envolve combinações. 

Para o item (a), ternos uma seqüéncia de duas etapas, selecionar calouros e selecionar veteranos. O Prin- 
cípio da Multiplicação pode ser usado. (Pensar em uma segiiência de subtarefas pode parecer implicar ordena- 
ção, mas isto apenas define os níveis da árvore de decisão, a base para o Princípio da Multiplicação. Na verda- 
de, não há ordenação para os estudantes.) Como existem C( 19, 3) maneiras de escolher calouros e C(34, 5) 
formas de escolher veteranos, a resposta é 


С(19, 3).C(34 вуш 195.294 ONR 256) 
АОЛ 3116! 51291 | 


Para o item (b), temos novamente uma seqüéncia de subtarefas: selecionar um único calouro e então seleci- 
onar o resto do comité dentre os veteranos. Existem C(19, 1) maneiras de selecionar o único calouro e C(34, 7) 
modos de selecionar os sete outros membros dentre os veteranos. Pelo Princípio da Multiplicação, a resposta é 


19! 34! 


C(19, 1).C(34, 7) = . 
| а | 119—1)! 734—7)! 


= 19(5.379.616) 


Рага о item (c), obtemos no máximo um calouro escolhendo exatamente um calouro ou escolhendo O 
calouro. Como esses eventos são disjuntos, usaremos o Princípio da Adição. O número de maneiras de esco- 
lher exatamente um calouro é a resposta do item (b). O número de escolher O calouro é a mesmo do número de 
maneiras de selecionar todos os oito membros do comitê dentre os 34 veteranos, C(34, 8). Portanto, a resposta é 


C(19, 1) . C(34, 7) + С(34, 8) = algum número grande 


Podemos abordar o item (d) de diversas formas. Uma forma é usar o Princípio da Adição para as seguin- 
tes possibilidades disjuntas: exatamente um calouro, exatamente dois calouros, e assim por diante até oito ca- 
louros. Podemos computar cada um desses números, e então somá-los. No entanto é mais simples ver de quan- 
tas maneiras o comitê pode ser selecionado de um total de 53 pessoas, e então eliminar (subtrair) o número de 
comités com 0 calouro (apenas veteranos). Desta forma, a resposta é 


C(53, 8) - С(34, 8) . 


A funcáo fatorial cresce muito rapidamente. Um número como 100! náo pode ser computado em diver- 
sas calculadoras (ou em muitos computadores, exceto se usarmos aritmética de precisáo dupla), mas expres- 
sões como 


100! 


25! 75! 


podem, todavia, ser computadas se cancelarmos os fatores comuns em primeiro lugar. 


Eliminando Duplicidades 


Mencionamos anteriormente que problemas de contagem podem, ser resolvidos amiúde de diferentes manei- 
ras. Infelizmente, também é fácil encontrar assim-chamadas soluções que parecem razoáveis, mas são, na ver- 
dade, incorretas. Em geral, são erradas porque contam algum(ns) elemento(s) mais de uma vez (ou às vezes 
por esquecer de contar algo). 


Considere novamente o item (d) do Exemplo 54. Uma solução inválida para este problema é a seguinte: Ima- 
gine uma seqüéncia de duas subtarefas, escolhendo um calouro e então escolhendo o resto do comitê. Existem 
C(19, 1) maneiras de escolher um calouro. Uma vez que um calouro já tenha sido escolhido, o que garante que 
pelo menos um calouro compõe o comitê, estamos livres para escolher os demais sete membros do comitê 


PRÁTICA 35 


EXEMPLO 56 


PRÁTICA 36 
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dentre as 52 pessoas que sobraram, sem quaisquer restrições, o que nos dá C(52, 7) possibilidades. Pelo Prin- 
cípio da Multiplicação, temos C(19, 1) . C(52, 7). No entanto, este é um número maior do que o obtido na 
resposta correta. 

O problema é o seguinte: suponha que Daniel e Felícia são calouros. Em uma das possibilidades, foi 
contado o caso no qual Daniel é o calouro escolhido em primeiro lugar, e o resto do comitê foi selecionado de 
forma que Felícia foi escolhida junto com outros seis membros. Mas também contamos o caso no qual Felícia 
foi escolhida em primeiro lugar, e Daniel foi selecionado junto com os mesmos seis outros membros do comi- 
tê. Este comitê é o mesmo que o anterior, e foi contado duas vezes. . 


Um comité de duas pessoas precisa ser escolhido dentre quatro matemáticos e trés físicos, e precisa incluir 
pelo menos um matemático. Compute os dois valores a seguir 


a. C(7, 2) — CQ, 2) (a solução correta — todos os comitês menos os sem matemáticos) 
b. C(4, 1) . C(6,1) (a solução errada — escolhe um matemático e depois seleciona o outro integrante do comité) 


Perceba que C(4, 1) . C(6, 1) — C(4, 2) nos dá a resposta correta, porque C(4, 2) é o número de comitês 
com dois matemáticos, e esses comités foram contados duas vezes em C(4, 1) * C(6, 1). . 


a. Quantas permutações distintas podem ser formadas com as letras da palavra FLORIDA? 
b. Quantas permutações distintas podem ser formadas com as letras da palavra MISSISSIPI? 


O item (a) é um simples problema de encontrar o número de arranjos ordenados de sete objetos distin- 
tos, que é 7! No entanto, a resposta para o item (b) não é 11! porque as 11 letras de MISSISSIPI não são todas 
distintas. Isto significa que 11! conta alguns dos mesmos arranjos mais de uma vez (o mesmo arranjo significa 
que não podemos ver a diferença entre MISSISSIPI e MIS;S,ISSIPI.) 

Considere qualquer arranjo das letras. Os quatro Ss ocupam certas posições no arranjo. Rearrumar esses 
Ss resultaria em não alterar o resultado final, de forma que um mesmo arranjo tem 4! possibilidades de ser 
escrito. A fim de evitar contar esse arranjo mais de uma vez, devemos dividir 11! por 4!, que são as formas de 
trocar os Ssde posição. Analogamente, precisamos dividir por 4! a fim de evitar a contagem repetida por parte 
dos Is e por 2! para tratar os dois Ps. O número de permutações distintas é, portanto, 


41412! 


Em geral, suponha que existam n objetos dos quais um conjunto de n; é igual entre si, outro conjunto de 
m é também igual entre si, e assim por diante até ną objetos que são iguais entre si. O número de permutações 
distintas desses n objetos é 


п! 
(п,!)(л„!)---(п,!) 


Quantas permutações distintas são possíveis com as letras da palavra MONOFÁSICOS? * 


Permutações e Combinações сот Repetições 


Nossas fórmulas para P(n, r) e C(n, r) assumem que arranjamos ou escolhemos r objetos dentre n objetos dis- 
poníveis usando cada objeto apenas uma vez. Portanto, r = n. Suponha, no entanto, que podemos reutilizar os 
n objetos tantas vezes quantas desejarmos. Por exemplo, construímos palavras usando as 26 letras do alfabeto; 
as palavras podem ser tão grandes quanto quisermos, e as letras podem ser repetidas. Ou desejamos sortear 
cartas de um baralho, repondo-as após cada sorteio; poderemos sortear quantas cartas desejarmos com cartas 
sendo sorteadas repetidamente. Podemos continuar falando de permutações e combinações de r objetos na п, 
mas com a possibilidade de repetições, r pode ser maior que n. 

Contar o número de permutações de r objetos n a n objetos distintos com repetições (ou reposição) é 
simples. Temos n opções para a escolha do primeiro objeto e, uma vez que podemos repetir esse objeto, n 
opções para a escolha do segundo objeto, n opções para o terceiro e assim por diante. Portanto, o número de 
permutações de r objetos n an com a possibilidade de repetições é n”. 


Para determinar o número de combinações de r objetos n a п com a possibilidade de repetições, usamos 
uma idéia um pouco mais elaborada. 


138 Conjuntos e Combinatória 


EXEMPLO 57 


PRÁTICA 37 


Um joalheiro, ao projetar um broche, decidiu usar cinco pedras escolhidas entre diamantes, rubis e esmeral- 
das. De quantas maneiras as pedras podem ser escolhidas? 

Como não estamos interessados na ordem em que as pedras serão arranjadas, este é um problema de 
combinação, e não um problema de permutação. Desejamos obter o número de combinações de cinco objetos 
três a três, permitindo repetições. O broche pode ser formado de um diamante, três rubis e uma esmeralda, por 
exemplo, ou cinco diamantes. Podemos representar essas possibilidades representando as pedras escolhidas 
com asteriscos е a inclusão de separadores entre elas a fim de representar a distribuição entre os três tipos de 
pedras. Por exemplo, podemos representar a escolha de um diamante, três rubis e uma esmeralda por 


enquanto que a escolha de cinco diamantes, nenhum rubi e nenhuma esmeralda pode ser representada por 
жж | 


Estamos, portanto, trabalhando com sete posições (para as cinco pedras e os dois separadores), e as diferentes 
escolhas são determinadas por quais posições são ocupadas por asteriscos. Estamos contando, portanto, o número 
de maneiras de escolher cinco itens dentre sete, que é C(7, 5) ou 


7 
512! 


Em geral, se usarmos о mesmo esquema para representarmos uma combinação de r objetos dentre л 
objetos distintos com a possibilidade de repetições, existirão n — 1 separadores para indicar o número de cópias 
de cada um dos n objetos. Isto nos dá r + (n — 1) posições a ser preenchidas, e desejamos obter o número de 
maneiras de selecionar r dessas posições. Portanto, o valor que desejamos é 


(rtn—D! EN dc п— 1)! 


C(r+n—lr)= 
гт(к+п—1—г)! r!(n— 1)! 


Seis crianças escolhem um pirulito cada, dentre pirulitos vermelhos, amarelos e verdes. De quantas manei- 
ras essa escolha pode ser feita? . 


Revisáo da Secáo 3.4 


Técnicas 


* Encontrar o número de permutações de r objetos distintos escolhidos dentre n objetos distintos. 

* Encontrar o número de combinações de r objetos distintos escolhidos dentre n objetos distintos. 

* Usar permutações e combinações em conjunto com o Princípio da Multiplicação e o Princípio da 
Adição. 

* Encontrar o número de permutações distintas de n objetos que não sejam todos distintos. 

* Encontrar o número de permutações de r objetos dentre п objetos distintos que possam ser escolhi- 
dos repetidas vezes. 

* Encontrar o número de combinações de r objetos dentre n objetos distintos que possam ser escolhi- 
dos repetidas vezes. 


Idéias Principais 
Existem fórmulas para contagem de diversas permutações e combinações de objetos. 


E preciso tomar cuidado ao analisar problemas de contagem a fim de evitar a contagem das mesmas possibi- 
lidades mais de uma vez e evitar que se esqueça de contar algumas possibilidades. 


Exercícios 3.4 


1. Compute o valor das expressões abaixo: 
xa. Р(7, 2) Ы. Р(8, 5) с. P(6, 4) 
d. P(n,1) e.P(n,n - 1) 


2; 
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Quantas ordenações para rebatedores é possível em um time de nove jogadores de beisebol”? 


3. Os 14 times da Confederação Local estão listados no jornal. Quantas listagens diferentes são possíveis”? 


4. 


*5. 


ж7. 


x9. 


10. 


11. 


12. 


x13. 


15. 


16. 


Quantas permutações das letras da palavra COMPUTADOR existem? Quantas delas terminam por uma 
vogai? 


Quantas permutações distintas da palavra ERRO existem? (Lembre-se que os Rs não podem ser distin- 
guidos um do outro.) 


De quantas maneiras seis pessoas podem sentar-se em uma roda com seis cadeiras? (Apenas as posi- 
ções relativas em um círculo podem ser distinguidas.) 


De quantas maneiras os primeiro, segundo е terceiro prêmios em um concurso de tortas podem ser atri- 
buídos a 15 concorrentes”? 


a. A designação de títulos de valores é limitada a três letras. Quantas designações existem? 
b. Quantas designações existem se as letras não puderem se repetir? 


De quantas maneiras diferentes podem se sentar 11 homens e 8 mulheres em uma fileira, se todos os 
homens se sentam juntos e as mulheres também se sentam juntas? 


De quantas maneiras diferentes podem se sentar 11 homens e oito mulheres em uma fileira sem que 
duas mulheres se sentem juntas? 


Compute o valor das seguintes expressões: 
жа. C(10, 7) БЫ. С(9, 2) c. C(8, 6) d. C(n, n - 1) 


Compute C(n, n — 1). Explique por que C(n, n — 1) = С(п, 1) 


O controle de qualidade deseja testar 25 chips de microprocessadores dentre os 300 que sáo produzidos 
diariamente. De quantas maneiras isto pode ser feito? 


Um time de futebol leva 18 jogadores na comitiva; 11 jogadores compóem o time titular. De quantas 
maneiras o time titular pode ser formado? 


De quantas maneiras pode ser selecionado um júri de cinco homens e sete mulheres dentre um elenco 


de 17 homens e 23 mulheres? 


De quantas formas uma bibliotecária seleciona quatro novelas e três peças dentre uma coleção de 21 
novelas e 11 peças? 


Os Exercícios 17 a 20 referem-se à seguinte situação: do pessoal de uma companhia, sete trabalham no proje- 
to, 14 na produção, quatro nos testes, cinco em vendas, dois na contabilidade e três em marketing. Um comitê 
de seis pessoas deve ser formado para uma reunião com o supervisor. 


+17. 


18. 


19. 


De quantas maneiras podemos formar este comitê, se tiver que haver um membro de cada departamento? 


De quantas maneiras podemos formar o comitê, se tiver que haver exatamente dois membros do depar- 
tamento de produção? 


De quantas maneiras o comitê pode ser formado, se o departamento de contabilidade não for represen- 
tado e o de marketing tiver exatamente um representante? 


x20. De quantas maneiras o comitê pode ser formado se a produção tiver que ter pelo menos dois representantes? 


Os Exercícios 21 a 26 referem-se a uma mão de cinco cartas tiradas de um baralho de 52 cartas. 


+21. 


22. 


+23. 


Quantas mãos consistem em três cartas de espadas e duas de copas? 
Quantas mãos consistem em cartas apenas de ouros? 


Quantas mãos consistem em cartas do mesmo naipe? 
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24. 


25. 


Quantas mãos consistem em cartas apenas com figuras? 


Quantas mãos contêm uma trinca (três cartas do mesmo tipo)? 


26. Quantas mãos contêm um full house (uma trinca e um par)? 


Nos Exercícios 27 a 30, um conjunto de quatro fichas é escolhido de uma caixa contendo cinco fichas verme- 
lhas e sete fichas pretas. 


x27. 


28. 


29. 
30. 


Encontre o número de conjuntos de quatro fichas. 


Encontre o número de conjuntos nos quais duas fichas são vermelhas e duas são pretas. 


Encontre o número de conjuntos composto por todas as fichas vermelhas ou todas as fichas pretas. 


Encontre o número de conjuntos com três ou quatro fichas pretas. 


Os Exercícios 31 a 34 referem-se a uma rede de computadores com 60 nós. 


31. 


*32. 


33. 


34. 


A rede é projetada para resistir à falha de quaisquer dois nós. De quantas maneiras esse tipo de falha 
pode ocorrer? 


De quantas maneiras podem falhar um ou dois nós? 


Se um nó falhar, de quantas maneiras podemos selecionar sete nós, sem que estes sejam quaisquer dos 
nós que falharam? 


Se dois nós falharem, de quantas maneiras podemos selecionar sete nós de forma que eles incluam exa- 
tamente um dos nós que falharam? 


Nos Exercícios 35 a 38, um comitê do congresso com três integrantes precisa ser selecionado dentre cinco 
democratas, três republicanos e quatro independentes. 


*35. 


36. 


*37. 


38. 


De quantas maneiras o comitê pode ser escolhido? 
De quantas maneiras o comitê pode ser escolhido, se precisar incluir pelo menos um independente? 


De quantas maneiras podem ser escolhidos comitês que não incluam democratas e republicanos simul- 
taneamente? 


De quantas maneiras o comitê pode ser escolhido, se precisar ter pelo menos um democrata e um repu- 
blicano? 


Nos Exercícios 39 a 42, uma anfitriã deseja convidar seis pessoas para o jantar de uma lista de 14 amigos. 


x39. 


40. 


41. 


42. 


x43. 


44. 


De quantas maneiras ela pode escolher seus convidados? 


De quantas maneiras ela pode escolher seus convidados, se seis deles são chatos e seis são interessantes 
e ela deseja ter pelo menos um de cada? 


De quantas maneiras ela pode escolher seus convidados, se duas de suas amigas não se suportam, e uma 
não virá se a outra vier? 


De quantas maneiras ela pode escolher seus convidados, se duas de suas amigas forem muito amigas е 
uma não for sem a outra? 


Vinte e cinco pessoas, incluindo Simon e Yuan, são candidatos a um comitê de cinco componentes. Se 
o comitê precisa incluir Simon e Yuan, de quantas maneiras o comitê pode ser selecionado? 


Um estudante precisa selecionar cinco dentre 12 cadeiras para cursar no próximo período, mas uma das 
cadeiras precisa ser ou história americana ou literatura inglesa. De quantas maneiras o estudante pode 
escolher as cadeiras? 


45. 


46. 


*47. 


48. 


49. 


50. 
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Em uma mão com cinco cartas tiradas de um baralho de 52 cartas, quantas formas existem de se ter 
quatro ases e uma carta de paus? 


Em uma mão com cinco cartas tiradas de um baralho de 52 cartas, quantas formas existem de se ter três 
valetes e duas cartas de copas? 


a. Quantas permutaçoes distintas existem com as letras da palavra HAWAIIAN? 
b. Quantas dessas começam por H? 


a. Quantas permutações distintas é possível conseguir com as letras da palavra APALACHICOLA? 
b. Quantas dessas têm os dois Ls juntos? 


Uma livraria exibe uma prateleira com cinco, três e quatro cópias, respectivamente, dos três livros mais 
vendidos. Quantos arranjos diferentes desses livros existem, se os livros do mesmo título não puderem 
ser distinguidos entre si? 


O Grupo Unido de Ação Divisiva usa palavras-código que são permutações de cinco letras. Você sabe que 
existem apenas 10 palavras-código. O que podemos dizer sobre letras repetidas nessas palavras-chave? 


x51. Cinco pessoas em um jantar repartem um aperitivo. Se as opções são escargot, ovos e nabos, de quantas 


52. 


53. 


maneiras as seleções podem ser feitas? 


Um florista tem rosas, cravos, lírios e bocas-de-leão em estoque. Quantos buquês diferentes de uma 
dúzia de flores podem ser feitos? 


Cada um de quatro amigos compra um par de sapatos de corrida dentre uma seleção de uma loja com 14 
tipos. De quantas maneiras eles podem ter feito as escolhas? 


54. Uma carteia de bingo é distribuída a cada um dos 12 jogadores. De quantas maneiras isto pode ser feito 


*55. 


56. 


*57. 


58. 


x59. 


se houver 15 tipos de cartas e puder haver repetições? 


Seis armazéns estão para receber carregamentos de um dos seguintes materiais: tintas, martelos ou telhas. 
a. De quantas maneiras isto pode acontecer? 

b. De quantas formas isto pode acontecer, se não tiver havido encomendas de tintas? 

c. De quantos modos isto pode acontecer, se houver pelo menos um carregamento de cada item? 


Em uma festa de aniversário, uma mãe serve um biscoito para cada uma das oito crianças. Há abundân- 

cia de biscoitos de chocolate, de amendoim e de aveia. 

a. De quantas maneiras cada criança pode escolher seu biscoito? 

b. De quantas formas cada criança poderá escolher seu biscoito, se pelo menos um tipo de biscoito tiver 
acabado? 

c. De quantos modos cada criança poderá escolher seu biscoito, se ninguém gostar de biscoitos de aveia? 

d. De quantas maneiras cada criança poderá escolher um biscoito, se duas crianças se decidirem pelo 
biscoito de amendoim? 

e. De quantas formas cada criança poderá escolher seu biscoito, se só houver dois biscoitos de chocolate? 


No dia das bruxas, 10 maçãs são distribuídas para sete crianças. 

a. De quantas maneiras isto pode ser feito? (Dica: Apesar do problema dizer que as maçãs são distribuí- 
das para as crianças, pense como atribuir os nomes das crianças às maçãs; assim um nome de criança 
pode ir para mais de uma maçã.) 

b. De quantas maneiras isto pode ser feito se cada criança for receber pelo menos uma maçã? 


Oito cofres idênticos são vendidos em um leilão de móveis antigos para três compradores. 
a. De quantas maneiras isto pode ser feito? (Veja a dica para o Exercício 57.) 

b. De quantas formas isto pode ser feito se o comprador A adquirir apenas um cofre? 
Quantas soluções inteiras não-negativas distintas existem para a equação 


Xp + X2 +x + X4 = 10 


onde a solução 
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х= 3, 0 = 1, x; = 4, x4 = 2 
e a solução 
х= 4, = 2, хз = 3, = 1 


são consideradas distintas. (Dica: Pense no problema como a distribuição de 10 moedas entre quatro 
crianças; depois dê uma olhada na dica do Exercício 57.) 


60. Quantas soluções inteiras, não-negativas distintas existem para a equação 
Ху + Хх + А3 = 7 
сот x, 2 3? (Veja a dica do Exercício 59.) 


61. Prove que para n = 2, P(n, 1) + P(n, 2) = nº. (Esta demonstração não requer o uso da indução, apesar 
do que possa parecer.) 


62. Prove que para qualquer n e rcom0 = r X n, C(n, r) = Cía, n — r). Explique por que isto é intuitiva- 
mente verdadeiro. 


Seção 3.5 О Polinómio Binomial 
A expressáo do quadrado de um binómio já nos é familiar: 
(a + bf = а? + 2ab + b 


Este é um caso particular da expansão de um binômio a uma potência inteira positiva n. A fórmula de (a + b)" 
envolve combinações de n objetos. Antes de provar esta fórmula, veremos uma matriz interessante de núme- 
ros que sugere um fato que será necessário durante a demonstração. 


O Triângulo de Pascal 


O triângulo de Pascal recebe este nome em homenagem ao matemático francês do século 19, Blaise Pascal (o 
mesmo que deu nome à linguagem de programação), apesar de, aparentemente, já ser conhecido alguns sécu- 
los antes. A linha n do triángulo (и = 0) consiste em todos os valores C(n, r) para 0 = r = n. Portanto, о 
triângulo tem a seguinte forma: 


Linha 
C(0,0) 0 
C(1,0) C(,1) 1 
C(2,0) CQ, C(2,2) 2 
C(3,0) CG, С(3,2) С(3,3) 3 
C(4,0) C(4,) C(4,2) C(4,3) C(4,4) 4 
C(5,0) C(5,D С(5,2) C(5,3) C(5,4) C(5,05) 5 
C(n,0) С(п,) e C(n,n-1) C(n,n) h 


Se computarmos os valores numéricos para as expressões anteriores, veremos que o triângulo de Pascal tem a 
seguinte forma 
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1331 
14 6 4 1 
15 10 10 5 1 


Se observarmos esta figura, veremos claramente que as arestas externas têm sempre o valor 1. Mas também 
podemos ver que qualquer elemento no interior do triângulo pode ser obtido pela soma dos dois elementos 
diretamente acima, na linha anterior (por exemplo, o primeiro 10 na quinta linha está abaixo do 4 e do 6 da 
quarta linha). Se isto for, de fato, sempre verdadeiro, temos que 


С(п, к) = С(п — 1,k- 1) + C(n— 1,К)рага| <=К<л— 1 (1) 


A equação (1) é conhecida como fórmula de Pascal. 
Para demonstrar a fórmula de Pascal, começaremos pelo lado direito: 


баек йи bes NE pe LA 
x (k-Din-1-(k-D] En! 
(n—1)! (n—1)! 


а 20! Ап 1-0) 
— k(n —1)! ¿ADM 
k(n—k) AE! 


(multiplicando o primeiro termo por k/k e o segundo por (n — k)/(n — k)) 


Kn—D Ha Dn X) 
k!(n—k)! 


(somando as frações) 


D+] 
kt(n—&)! 


(simplificando o numerador) 


010) 

k!(n — kt 
_ mn 
(п)! 
= С(п, К) 


Outra forma, menos algébrica, para demonstrar а fórmula de Pascal envolve um argumento de conta- 
gem; razão pela qual é chamada de prova combinatória. Desejamos calcular C(n, k), o número de maneiras 
de escolher k objetos dentre n. Existem duas formas de realizar tal escolha o item 1 é escolhido como um dos 
k objetos, caso no qual restam k — 1 escolhas a ser feitas dentre osn — 1 restantes sem o item 1 e, por outro 
lado, existem C(n — 1, k — 1) maneiras de realizar a escolha. Se, por outro lado, o item 1 não for escolhido, 
deveremos tomar as К escolhas dentre os n — 1 objetos restantes, para o que existem C(n — 1, k) modos. O 
número total de possibilidades é obtido pelo número de possibilidades desses dois casos disjuntos. 

Já que temos a fórmula de Pascal, podemos desenvolver a fórmula para (a + b)", conhecido como teorema 
binomial. 
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O Teorema Binomial e sua Demonstração 
Na expansão de (a + by, 
а + 2ab + b’ 
os coeficientes são 1, 2 е 1, que é a linha 2 do triângulo de Pascal. 
PRÁTICA 38 Encontre a expansão de (a + by e (a + by, e compare seus coeficientes com as linhas 3 e 4 do triángulo de 
Pascal. . 
Os coeficientes das expansões de (a + b Y, (a+b e (a + bf sugere um resultado geral, isto é, que os 


coeficientes da expansão de (a + b)" sejam os valores da linha n do triângulo de Pascal. Isto é conhecido como 
o teorema binomial. 


Teorema Binomial 
Para todo inteiro não-negativo n, 


(a + b)" = C(n, Oa"? + C(n, Da"'b! + C(n, 2)а"?Ь? 
+... + C(n, Dat b+ + C(n, n- 1 )а!Ь"! ок (2) 


Como o teorema binomial e enunciado para todo inteiro não-negativo п", uma prova por indução pare- 
ce apropriada. Para a base, n = 0, a equação (2) se torna 

(a + b) = C(0, 0) ab” 
que é 

l=1 
Uma vez que este resultado é obviamente verdadeiro, a base da inducáo está verificada. 


Como hipótese de indução, assumiremos 


(a + Ьу = C(k, 0)a*D? + C(k, 1а ! b! +... + C( k — Паф! 
+ Cik, ba^ 


Consideremos agora 


(a + bY*' = (a + by(a + b) = (a + Буа + (a + by'b 
= [C(&, 0)a*b? + C(k, Dat !b! +... + C( k — рар! 
+ C(k, аја + [C(k, 0)a*? + C(k, Dat !p' 
+... + Ck, k — Па! + C(k, Da'bb 


(pela hipótese de indução) 


= C(k, Dat? !b? + С(К, Ijab! +... + C(k k — 1)а?в 
+ C(k, Кар + C(k, 0)a*b! + C(k, Па“ 1? 
+... + C(k k — Dalbt + C(k, kJafb* ! 

= C(k, Ojat * 1р0 + [C(k, 0) + C(k, DJatb! + [C(k, 1) + Clk2)Jat 1h? 
+... [C(& k —1) + C(k, K)Jalb* + Cik, Юа% +! 


(agrupando os termos semelhantes) 


= C(k, 0)a* * b? + C(k + 1, Паф + C(k + 1, 2)а !b? 
+... + Ck + 1, Юа + С(К, Ка?! 


EXEMPLO 58 


PRATICA 39 


PRÁTICA 40 


EXEMPLO 59 
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(usando a fórmula de Pascal) 


= C(k + 1, a^ + CU +1, Паф! + C(k + 1, 2)а 12 
+... С + 1, kja'b + С(К + 1,К + ав 


(porque C(k, 0) = 1 = C(k+1,0)e C(k k) = 1=C(k+ 1,k+ D) 


Isto conclui a prova indutiva do teorema binomial. 

O teorema binomial também pode ter uma prova combinatória. Escrevendo (a + b)" como (a + bla + 
b) ... (a + b) (n fatores), sabemos (através da propriedade distributiva) que seu resultado é conseguido 
ao multiplicar-se cada termo em um fator por um termo de todos os demais fatores. Por exemplo, usan- 
do b como o termo de k fatores e a como o termo dos demais п — k fatores, produz a expressão a "^^. 
Usando o fator b de um conjunto diferente de k fatores e a de um conjunto diferente de n — К fatores 
restantes, também produz a"*b*. Quantos termos desses existem? Existem C(n, k) diferentes maneiras 
de selecionar k fatores dos quais usaremos b; portanto existem C(n, k) termos deste tipo. Após agrupar 
esses termos, o coeficiente de a" *b será C(n, К). Variando К де О ап, o resultado é a soma dos termos 
no teorema binomial. 


Devido a seu uso no teorema binomial, a expressáo C(n, r) também é chamada de coeficiente 
binomial. 


Aplicando o Teorema Binomial 


Usando o teorema binomial podemos escrever a expressão de (x — 3)* como mostrado a seguir: 
(x — 39 = C(4, 0)х*(—3)° + C(4, Dx (7-3)! + C(4, 2) ( -3Y 
+ C(4, Dx (-3y + C(4, 4»? ( 3% 
= x! + 4x (—3) + 6x (9) +4x (7-27) + 81 
= ё — 12x) + 542 —108x +81 * 


Encontre a expansão de (x + p? usando o teorema binomial. . 


O teorema binomial nos diz que o termo k + 1 da expansão de (a + b)” é C(n, k)d Кр Isto nos permite 
encontrar termos individuais da expansão sem ter que calculá-la por inteiro. 


Qual o quinto termo da expansão de (x + y)? . 


Usando determinados valores de a e b no teorema, podemos encontrar certas identidades. 


Sejaa = b = 1 no teorema binomial. Então 


(1 + 1 = C(n, 0) + Сп, 1) +... + Сп, k) +... + Cn, n) 


ou 
2" = Сп, 0) + C)n, 1) +... + C(n, k) +... + Сп, n) (3) 


Na verdade, a equação (3) poderia ter sido demonstrada através de argumentos de combinatória. O número 
C(n, k), o número de maneiras de escolher К itens dentre п, pode ser pensado como o número de subconjuntos 
de k elementos de um conjunto com n elementos. O lado direito da equação (3) representa o número total de 
todos os subconjuntos (de todos os tamanhos) de um conjunto de n elementos. Mas já sabemos que o número 
total de subconjuntos é 2”. . 


Revisáo da Secáo 3.5 


Técnica 
* Uso do teorema binomial para expandir uma binomial ou encontrar um termo particular de sua ex- 
pansáo. 
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Idéias Principais 


O teorema binomial fornece uma forma de expandir uma expressão binomial sem realizar suas multiplica- 
ções. 


Os coeficientes de uma binomial elevada a um inteiro não-negativo são combinações de n itens como indicado 
na linha n do triângulo de Pascal. 


Exercícios 3.5 


Nos Exercícios 1 a 8, encontre a expansão usando o teorema binomial. 


*1l. (a +b) 
2. (x+ yf 
x3. (a 4 2) 
4. (а-4)* 


*5. (2x + Зу)” 


6. (3x- 1)? 
7. (2p-3q)* 
8. (3х+1)5 


9. Encontre o quarto termo da expansão de (a + b)”. 
10. Encontre o sétimo termo da expansão de (x — y)”. 
ж 11. Encontre o sexto termo da expansão de (2х — 3). 
12. Encontre o quinto termo da expansão de (3a + 2b)". 
x13. Encontre o último termo da expansão de (x — Зу)“. 
14. Encontre o último termo da expansão de (ab + 33€. 


x15. Encontre o terceiro termo da expansão de (4x - 2y). 


16. Encontre o quarto termo da expansão de (3x —3)*. 


17. Use o teorema binomial (mais de uma vez) para expandir (a + b + c y. 


pa 


8. Faça a expansão de (1 + 0.1 y a fim de computar (1.1 y 
*19. Qual o coeficiente de x^y na expansão de (2x — y + 5)°? 
20. Qual o coeficiente de xy” na expansão de (x + y + 22)? 


21. Prove que C(n + 2, r) = C(n, r) + 2C(n, r - 1) + C(n, r - 2) para2 = r <= n. (Dica: Use a fórmula de 
Pascal.) 


22. Prove que 
Cik, К) + C(k + 1,Ку+ .. + Cin, К) = С(п + 1, А+ р) para0<k=n 


(Dica: Use indução рага um п fixo е k arbitrário, bem como a fórmula de Pascal.) 


Terminologia 


Autotestes 


Seção 3.5 O Polinômio Binomial 


23. Use o teorema binomial para provar que 
C(n, 0) - C(n, 1) + Сп, 2) - ... + (-1)"Ст, n) = 0 

x24. Use o teorema binomial para provar que 

C(n, 0) + C(n, 12 + C(n, 222 ... + C(n, ng = 3" 


25. a. Encontre a expansão de (1--x)". 
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b. Derive ambos os lados da equação obtida no item (a) em relação a x a fim de obter 


n(1-x)! | = С(п, 1) + 2C(n, 2)x + 3C(n, 3)? +... 


c. Prove que 
C(n, 1) - 2C(n, 2) + 3C(n, 3) + ... + nC, n) = n2"! 


d. Prove que 


C(n, 1) - 2C(n, 2) + 3C(n, 3) - 4C(«, 4) +... 
26. a. Prove que 


2" —] | 1 1 
= C(n,0)-- — C(n, 1) - 2 C(n,2)+---+— C(n, 
ао б) мү АШЫШ, 


b. Prove que 


І 1 1 1 
== m --C(n,D+-C(1,2)+++(— 1 —— Cín, 
PET C(n,0) z C ) 14 ) (— 1) DC n) 


+ nC(n, п)х 


п-1 


+ CD*'2C(n, п) = 0 


(Dica: Integre ambos os lados da equação do item (a) do Exercício 25.) 


Revisão do Cap. 3 


árvore de decisão 
coeficiente binomial 


código reutilizável 
diferença de conjuntos 


combinatória dual de uma identidade de 
combinação conjuntos 
complemento de um conjunto encapsulamento 

conjunto contável fatoria de n 

conjunto das partes fórmula de Pascal 
conjunto denumerável herança 


conjunto fechado sob uma 
operação 

conjunto nulo 

conjunto não-enumerável 

conjunto universo 

conjunto vazio 

conjuntos disjuntos 

conjuntos iguais 


interseção de conjuntos 

lista encadeada 

método da diagonalização de 
Cantor 

operação bem-definida 

operação binária 

operação unária 

par ordenado 


Responda às seguintes perguntas com verdadeiro ou falso. 
Seção 3.1 


1. O conjunto vazio é um subconjunto próprio de todos os conjuntos 


permutação 

ponteiro nulo (nil) 

princípio da Adição 

princípio da Casa do Pombo 

princípio da Inclusão e Exclusão 

princípio da Multiplicação 

produto cartesiano (produto 
cruzado) de conjuntos 

prova por combinação 

subconjunto 

subconjunto próprio 

teorema binomial 

tipo abstrato de dados 

triângulo de Pascal 

universo de discurso 

união de conjuntos 
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2. Se A e В são conjuntos disjuntos, então (A — B) U (B —-A)=AUB. 

3. Se um conjunto tem n elementos, então seu conjunto das partes tem 2" elementos. 

4. Se uma operação binária оет um conjunto 5 é bem-definida, então xo y € S para todo x e y em S. 

5. O método de diagonalização de Cantor é uma forma de demonstrar que certos conjuntos são denumeráveis. 


Seção 3.2 


6. De acordo com o Princípio da Multiplicação, o número de possibilidades para uma seqüéncia de tarefas é 
o produto do número de possibilidades de cada tarefa separadamente. 
7. O Princípio da Adição fornece o número total de ramos em uma árvore de decisão. 
8. O Princípio da Adição só pode ser usado se as tarefas em questão tiverem conjuntos disjuntos de possibi- 
lidades. 
9. O Princípio da Multiplicação diz que o número de elementos em A X B é igual ao número de elementos 
em À vezes o número de elementos em B. 
10. Qualquer problema que precise de uma árvore de decisões para ser solucionado não pode ser resolvido 
pelo Princípio da Multiplicação. 


Seção 3.3 


11. O Princípio da Inclusão e Exclusão só pode ser usado para achar o número de elementos em А U B se A 
e B forem conjuntos disjuntos. 

12. O Princípio da Inclusão e Exclusão aplicado a dois conjuntos diz que o número de elementos na união 
menos o número de elementos na interseção é a soma do número de elementos em cada conjunto. 

13. O Princípio da Inclusão e Exclusão aplica-se à união de qualquer número de conjuntos, desde que pelo 
menos um deles seja finito. 

14. O Princípio da Casa do Pombo é uma forma de contar o número de elementos na união de conjuntos disjun- 
tos, ou "casa de pombos”. 

15. O Princípio da Casa do Pombo garante que se houver oito pessoas em uma sala, pelo menos duas nasce- 
ram no mesmo dia de semana. 


Seção 3.4 


16. Uma permutação é um arranjo ordenado de objetos. 

17. O número de combinações de r objetos n a n é menor que o número de permutações de r objetos n a n. 

18. Para encontrar o número de maneiras que um subconjunto de r objetos pode ser selecionado dentre n 
objetos, usamos a fórmula P(n, т). 

19. O número de permutações das letras de uma palavra com três conjuntos de letras repetidas é n!/3. 

20. A fórmula C(r + n — 1,r) calcula o número de combinações de r objetos dentre n objetos onde os objetos 
podem ser usados repetidamente. 


Seção 3.5 


21. O triângulo de Pascal consiste em linhas que representam maneiras de arranjar r dentre n objetos para os 
vários r. 

22. A fórmula de Pascal diz que um número "interior" no triângulo de Pascal é a soma dos dois números ime- 
diatamente acima dela no triângulo. 

23. Na expansão de um binômio elevado à n-ésima potência, o k-ésimo termo é encontrado na linha k do 
triângulo de Pascal. 

24. Um argumento combinatorial é aquele que é baseado em técnicas de contagem. 

25. O coeficiente do sétimo termo da expansão de (a + by? é dado pela expressáo C(12, 6). 


No Computador 


Para os Exercícios 1 a 7, escreva um programa de computador que produza a saída desejada para a entrada 
fornecida. 


1. Entrada: Elementos de um conjunto finito S. 
Saída: Elementos de HS). 
Algoritmo: Use recursão. 


2. 


7. 


8. 
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Entrada: Expressão aritmética na notação pós-fixa (veja o Exercício 31 na Seção 3.1) 
Saída: Valor da expressão. 


Entrada: Expressão aritmética na notação in-fixa (veja o Exercício 31 na Seção 3.1) 

Saída: Forma pós-fixa da expressão. 

Resolva este problema de duas maneiras: 

a. Assuma que a entrada faz sempre uso de parênteses 

b. Não assuma que a entrada faz sempre uso de parênteses, mas faça com que o programa aplique a 
ordem apropriada de precedência de operadores (a ordem de precedência de operadores é: expressões 
entre parênteses primeiro, em seguida exponenciação, então multiplicação e divisão e, por último, adição 
e subtração). 


. Entrada: Valores paraner, O rn 


Saída: Valor de P(n, r) 


. Entrada: Valores paraner, 0 = rx n 


Saída: Valor de C(n, r) 


Entrada: Valor de n 
Saída: Todos os valores de C(n, r), 0 = г = п 


Entrada: Valores para a, ben 

Saída: Valor de (a + b)" 

a. Use o teorema binomial para calcular o resultado. 

b. Calcule a + be eleve este valor à n-ésima potência, compare sua resposta com a parte (a). 


Entrada: Inteiro náo-negativo ne um valork,1<=k<hn + 1 
Saída: k-ésimo termo da expansão de (a + b)" 


9. Escreva um programa que permita ao usuário entrar um valor para n, 1 x n = 10, e então aceite do usuá- 
+ 


10. 


11. 


rio os valores necessários do lado esquerdo da equação (4) da Seção 3.3 (o Princípio da Inclusão e Exclu- 
são), e calcule o valor de |A, U ... U Aj. 


Escreva um programa para gerar um dado nümero de linhas do triángulo de Pascal. Resolva este proble- 

ma de duas maneiras: 

a. Use a definição do triângulo de Pascal (e, eventualmente, use a resposta do Exercício 5 como sub- 
rotina). 

b. Use recursáo e a fórmula de Pascal. 


Implemente um tipo de dado abstrato CONJUNTO para subconjuntos de 5 = (1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10), 
usando vetores de bits. Escreva procedimentos para criar um conjunto vazio, encontrar a uniáo de dois 
conjuntos, encontrar a interseção de dois conjuntos e encontrar a diferença entre dois conjuntos. 


Relações, 
Funções e 
: Matrizes 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, vocé estará apto a: 
Identificar pares ordenados de uma relação binária 


Verificar se uma determinada relação é reflexiva, simétrica, transitiva 
ou anti-simétrica 


Encontrar os fechos reflexivo, simétrico e transitivo de uma relação 
binária 


Reconhecer e traçar ordenações parciais 


Reconhecer uma relação de equivalência em um conjunto e descrever 
como ela particiona o conjunto em classes de equivalência 


Entender como as classes de equivalência podem ser objetos de 
interesse 


Entender o modelo entidade-relacionamento e o modelo relacionai de 
um negócio 


Escrever as relações para um dado modelo relacionai e identificar suas 
chaves primárias 


Realizar as operações select, project e join em um banco de dados 
relacionai 


Criar pesquisas em banco de dados relacionais nas linguagens da 
álgebra relacionai, SQL e cálculo relacionai 


Entender por que as regras de integridade impõem limitações nas n- 
uplas em um banco de dados relacionai 


Desenhar um diagrama PERT a partir de uma tabela de tarefas 


Determinar o tempo mínimo para completar o projeto e seu caminho 
crítico em um diagrama PERT 


Estender uma ordenação parcial em um conjunto finito para uma 
ordenação total através de uma ordenação topológica 


Determinar se uma relação é ou não uma função 
Verificar se uma função é sobrejetiva 
Verificar se uma função é injetiva 


Calcular o número de funções, de funções sobrejetivas e de funções 
injetivas de um conjunto finito em outro 


Criar composições de funções 

Manipular a notação cíclica para as funções de permutação 
Calcular o número de permutações sem pontos fixos de um conjunto finito 
Determinar se uma função tem inversa e qual é esta função inversa 


Entender a ordem de grandeza como uma medida relativa da taxa de 
crescimento da função 


Realizar operações aritméticas em matrizes de dimensões apropriadas 


Realizar operações da aritmética booleana em matrizes booleanas de 


dimensões apropriadas 


Os elementos de um conjunto ou os elementos de conjuntos dife- 
rentes frequentemente apresentam ligações especiais entre si que po- 
dem ser descritas como uma relação. Estudaremos as relações na Se- 
ção 4.1, onde veremos que relações binárias (relações entre pares de 
elementos) podem ter várias propriedades. Um tipo de relação binária 
são as chamadas ordenações parciais; os elementos relacionados por 
uma ordenação parcial podem ser representados através de um gra- 
fo. Outro tipo de relação binária é a relação de equivalência; elemen- 
tos relacionados por uma relação de equivalência podem ser agrupa- 
dos em classes. 

Relações n-árias constituem a base dos bancos de dados relacio- 
nais considerados na Seção 4.2. O uso das operações select, project e 
join de relações em um banco de dados nos permite realizar diversas 
pesquisas no banco de dados. 

Uma ordenação parcial em um conjunto de tarefas, definidas como 
quais tarefas são pré-requisitos para outras, pode ser representada gra- 
ficamente em um diagrama PERT. Um diagrama PERT pode ser usado 
para encontrar o tempo mínimo a fim de completar todo o projeto e 
determinar quais tarefas estão no caminho crítico. Uma ordenação to- 
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Seção 4.1 


EXEMPLO 1 


EXEMPLO 2 


EXEMPLO 3 


EXEMPLO 4 


pológica transforma uma ordenação parcial em uma ordenação total 
que identifica uma ordem na qual as tarefas possam ser realizadas se- 
quencialmente. Diagramas PERT e ordenações topológicas também se- 
rão apresentados na Seção 4.2. 

Uma função é um tipo especial de relação binária. Funções, assim 
como relações, descrevem algumas situações do mundo real. As fun- 
ções também podem ter propriedades especiais, como será discutido 
na.Seção 4.3. 

Na Seção 4.4 consideraremos matrizes e desenvolveremos uma arit- 
mética para a manipulação das mesmas. Mais adiante, usaremos 
matrizes para representarem relações e grafos. 


Relações 


Relações Binárias 


Se ouvirmos que duas pessoas, Henriqueta e Horácio, se relacionam, entenderemos que existe algum laço afe- 
tivo entre eles — que (Henriqueta, Horácio) distinguem-se dos demais pares ordenados de pessoas por haver 
uma relação (são parentes, namorados, amigos etc.) que Henriqueta e Horácio verificam. O análogo matemá- 
tico é distinguir determinados pares ordenados de objetos dos demais porque seus elementos satisfazem algu- 
ma relação que os componentes dos demais pares, em geral, não satisfazem. 


Sejam S = (1,2) e T= (2, 3); então temos S$ X T= {(1, 2), (1, 3), (2, 2), (2,3)). Se estivermos interessados 
na relagáo de igualdade, entáo (2, 2) será o único par que se distinguirá no produto S X Т, isto é, o único par 
ordenado cujas componentes sáo iguais. Se estivermos interessados na propriedade do primeiro número ser 
menor do que o segundo, escolheremos os pares (1, 2), (1, 3) e (2, 3) como os pares ordenados de S X Tque 
se distinguem dos demais por apresentarem tal propriedade. . 


No Exemplo 1, poderíamos selecionar os pares ordenados (x, y) dizendo que x = y ou que x < y. Analogamen- 
te, a notação x р y indica que o par ordenado (x, y) satisfaz à relação р. A relação р pode ser descrita com 
palavras ou simplesmente pela enumeração dos pares ordenados que a satisfazem. 


Sejam S= (1,2) e T= (2, 3, 4). Uma relação p no conjunto 5 X T= {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 
4)) pode ser definida por x p y se, e somente se, x = Фу, de forma mais abrevxgd e, Pæt anto(l, 
2) e (2, 4) satisfazem p. Opcionalmente, poderíamos ter definido a mesma p dizendo que ((1, 2), (2,4) ёо 
conjunto de pares ordenados que satisfazem p. . 


Estamos falando de relações binárias, isto é, relações entre dois objetos. No Exemplo 2, uma maneira de 


definir a relação binária p é especificar um subconjunto de S X T. Formalmente, uma relação binária é um 
subconjunto de S X T. 


Definição: Relação Binária 
Dados os conjuntos 5 e T, uma relação binária em 5 x T é um subconjunto de 5 X T. 
Agora que sabemos que uma relação binária p é um subconjunto, vemos que 
xpy& (x, у) єр. 
Normalmente, uma relação binária será definida através da descrição da relação ao invés de listarmos todos os 


seus pares ordenados. Isto porque a descrição nos fornece uma propriedade característica dos elementos da 
relação; isto é, é um predicado binário realizado por certos pares ordenados. 


Sejam 5 = {1,2} e T= (2, 3,4}. Seja p dada pela descrição x p v €» x + y for ímpar. Então (1, 2) € p, (1,4) 
e pe (2, 3) єр. * 


Sejam S= (1,2) e T= {2,3,4}. Se p for definida em S X T por p = ((2, 3), (2, 4)}, então 2 p 3e2,p4 são 
verdadeiras, mas, por exemplo, 1 p4 não o é. Neste caso p não tem uma descrição verbal óbvia. . 


PRÁTICA 1 


PRÁTICA 2 
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Para cada uma das seguintes relações binárias pem N x N, determine quais dos pares ordenados apresentados 
pertencem a p: 


axpyox=y+ 1; (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 2) 
b. x р y €» x divide у; (2, 4), (2, 5), (2,6) 

с.х py < x é ímpar; (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6) 

d. x py x > y?; (1, 2), (2, 1), (5, 2), (6, 4), (4, 3) . 


Podemos definir relações n-árias generalizando a definição de relações binárias. 


Definição: Relação n-ária 

Dados os conjuntos S;, 52,..., Sn uma relação n-ária em S,, S5,..,S,,é um subconjunto de S;, X S2 X... 
X S,. Um caso especial de relação n-ária é uma relação unária p em um conjunto S, que é apenas um 
subconjunto particular de 5. Um elemento х e 5 satisfaz p se e somente se x pertencer ao subconjunto. 


Frequentemente estaremos interessados em relações binárias ou n-árias onde todos os conjuntos dados 
são o mesmo conjunto S. Essas relações são chamadas de relações no conjunto S, como definimos a seguir. 


Definição: Relações em um conjunto S 

Uma relação binária em um conjunto S é um subconjunto de 5° (o conjunto de pares ordenados de 
elementos de 5). Analogamente, uma relação n-ária em um conjunto S é um subconjunto de 5” (um 
conjunto de n-uplas ordenadas de elementos de S). 


Se p for uma relação binária em S X T, então p consistirá em um conjunto de pares ordenados da forma 
fs, t). Uma determinada primeira componente s e uma determinada segunda componente í podem ser relacio- 
nadas diversas vezes na relação. A relação é um-para-um (ou injetiva ou biunívoca) se cada primeira com- 
ponente s e cada segunda componente f aparecem apenas uma vez na relação. A relação é um-para-vários se 
alguma primeira componente s aparece mais de uma vez; isto é, se um s faz par com mais de um 1. Ela é dita 
vários-para-um (ou unívoca) se alguma segunda componente de t fizer par com mais de um s. Finalmente, 
ela é dita vários-para-vários se pelo menos um s fizer par com mais de um ѓе pelo menos um t fizer par com 
mais de um s. A Fig. 4.1 ilustra essas quatro possibilidades. Perceba que nem todos os valores de S e de T 
precisam ser componentes de pares ordenados de p. 


Identifique cada uma das relações em S X T apresentadas abaixo como sendo um-para-um, um-para-vários, 
vários-para-um e vários-para-vários, onde S = (2,5, 7, 9) eT = {3,4,5}. 


а. {(5, 3), (7, 5), (9, 3] 


b. (2.4), (5,5), (7, 3)) 
c. {(7, 4), (2, 5), (9, 4), (2, 3)) . 


Um-para-um Um-para-vários 


Vários-para-um Vários para vários 


Figura 4.1 
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PRÁTICA 3 


EXEMPLO 5 


EXEMPLO 6 


Suponha que B é o conjunto de todas as relações binárias em um dado conjunto S. Se ре q pertencerem 
a B, então elas são subconjuntos de S X S. Como tal, podemos realizar as operações de união, interseção, e 
complemento de conjuntos que resultam em novos subconjuntos de 5 X S, isto é, novas relações binárias, que 
denotaremos por p U т, р Г) се р', respectivamente. Desta forma, 


x(pUgmye»xxpyouxgy 
x(pfig)vyexpyexoy 
xp'yenàoxpy 


Sejam p e o duas relações binárias emllefinidas por x py 0x — yexa y o x«y. 
Forneça descrições verbais para (a), (b) e (c); apresente o conjunto definido em (d). 


a. Qual é a relação p U o? 

b. Qual é relação р’? 

c. Qual é a relação с’? 

d. Qual é a relação р N o? Е 


Os fatos que apresentamos a seguir sobre as operações de U, ( e ' de relações são conseqüéncias ime- 
diatas das identidades de conjuntos encontradas na Seção 3.1. O conjunto $? (que é ele próprio um subconjun- 
to de 5°) é entendido aqui como uma relação binária em S. 


lapUoc=0oUp lbpNe=0Np 
2a.(pUANUy=pU(FU y) 2. (рПо) Пу = рО (сП y) 

3a. рО (c 1 y) = (рО а) П (oU y) 3b.pN(Uy)=(PNAVU(PAN y) 
4a. pUS = р 4b.pN F =p 

5а. pUp'=S 56. рПр'= ё 


Propriedades das Relações 


Uma relação binária em um conjunto $ pode ter certas propriedades. Por exemplo, a relação p da igualdade em 
S, (x, vy) e p езх = y. tem trés propriedades: (1) para qualquer xe 5, x = x, isto é, (x, x) € p; (2) para quaisquer 
x,yeS,sex = y, então у = x, isto é, (x, y) epR (v x)ep;e(3)paraquaisquerx, y, z € 5, sex = уеу = г, 
então x = z, isto é, [(x, y) epe(y, z) ep] R (x, 2) e p. Estas trés propriedades fazem da igualdade uma relação 
reflexiva, simétrica e transitiva. 


Definição: Relações Reflexivas, Simétricas e Transitivas 
Seja p uma relação binária em S. Então 


р reflexiva significa: (Ух) (хє$Һ (х, x)ep) 
psimétrica significa: (Y) (Уу) (хє5 Лує5 Л (х, у)єрЕ (у, х) єр) 
ptransitiva significa: (Ух) (Уу) (Vz) (xeS^yeS^zeS ^ 

(х, yep, з) єрВ (х, х) єр) 


Considere a relação = no conjunto №. Esta relação é reflexiva porque para qualquer inteiro não-negativo x, x = х 
é verdadeira. Também é uma relação transitiva porque para quaisquer inteiros não-negativos x, y € z, sex = уе y 
= z então x = z. No entanto, = não é uma relação simétrica; 3 = 4 não implica 4 = 3. De fato, para quaisquer х, 
ує №, sex = ye y E x, então у = x. Esta característica é descrita dizendo-se que = é uma relação anti-simétrica. * 


Definição: Relação Anti-simétrica 
Seja p uma relação binária no conjunto S. Então p é dita anti-simétrica se, e somente se, 


(Ух) (Уу) (хє5 Лує 5л (х, у) єрл (у, х) єр Rx= y) 


Seja 5 = Ф(№). Defina uma relação binária p em S por А p B €» A С B. Então р é reflexiva porque todo con- 
junto é subconjunto de si próprio. Além disso, p é transitiva, porque se 4 é um subconjunto de B e B é um 
subconjunto de С, então A é um subconjunto de С. Finalmente, р é anti-simétrica porque se A é um subconjun- 
to de Be B é um subconjunto de 4, então A e B são iguais. . 


Todas as quatro propriedades de relações envolvem o conectivo de implicação. Os usos do quantifica- 
dor universal indicam que as implicações precisam se verificar para escolhas arbitrárias das variáveis. Lem- 


PRÁTICA 4 


PRÁTICA 5 


EXEMPLO 7 
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bre-se de que para provar que uma implicação é verdadeira, supomos seu antecedente verdadeiro e provamos 
que o conseqüente também о é. Para a propriedade reflexiva, o antecedente apenas escolhe um elemento arbi- 
trário em S; o conseqüente diz que este elemento deve estar relacionado a ele mesmo. Para que uma relação p 
em um conjunto S seja reflexiva, todo elemento no conjunto precisa estar relacionado a ele próprio, o que in- 
dica que certos pares ordenados devem pertencer a p. 

No entanto, nas propriedades simétrica, transitiva e anti-simétrica, o antecedente não diz apenas que o 
elemento pertence a S. Para demonstrar que uma relação é simétrica, por exemplo, precisamos mostrar que se 
x e у são elementos arbitrários de S e se, além disso, x se relaciona a у então y deve relacionar-se a x. Isto diz 
que, se certos pares ordenados pertencem a p, alguns outros pares ordenados também devem pertencer a p a 
fim de que esta seja uma relação simétrica. Em outras palavras, conhecer < é imperativo para a determinação 
da reflexividade, enquanto que, para as demais propriedades, basta examinarmos os pares ordenados em p. 


Seja S= {1,2,3} 


a. Se uma relação p em S é reflexiva, quais pares ordenados devem pertencer a p? 

b. Se uma relação pem Sé simétrica, quais pares ordenados devem pertencer a p? (Esta pergunta é uma 
armadilha — veja a resposta ao final do livro.) 

c. Se uma relação p em S é simétrica e se (a, b) e p, então quais outros pares ordenados devem pertencer a p? 

d. Se uma relação p em S é anti-simétrica e se (a, b) e (b, a) pertencem a p, o que podemos afirmar? e 


As propriedades de simetria e anti-simetria de relações binárias não são exatamente opostas. Anti-simé- 
trica não significa "não-simétrica". Uma relação não é simétrica se algum (x, v) pertencer à relação de forma 
que (y, x) não pertença. Mais formalmente, a "não-simetria" significa 


QVxVyIxeS^yeS^(Q, y)egR (у, х) € pl) 
o (Эх2у)х є 5 Лує5 Л (х, y epR (у, х) єр] 
o (Э) (хє SA ye 5 А (х, у) єр)’ \/ (у, х) єр] 
o (Зх)03у)0 є 5 Лує 5 Л (х, у) є р) Л (у, х) € р] 


As relações podem, portanto, ser simétricas е não ser anti-simétricas, ser anti-simétricas e não ser simétricas, 
ser simétricas e anti-simétricas ou não ser nenhuma das duas. 

A relação de igualdade em um conjunto S é tanto simétrica como anti-simétrica. No entanto, a relação de 
igualdade em S (ou um subconjunto desta relação) é a única relação que contém, ao mesmo tempo, essas duas 
propriedades. Para ilustrar, suponhamos que p é uma relação simétrica e anti-simétrica em S e seja (x, y) € p. 
Por simetria, segue que (y, x) € p. Mas pela anti-simetria, x = y. Portanto, apenas os elementos iguais podem 
ser relacionados. A relação p = ((1, 2), (2, 1), (1, 3)) no conjunto S = (1, 2, 3) não é nem simétrica — (1, 3) 
pertence à relação, mas (3, 1) não — nem anti-simétrica — (1, 2) e (2, 1) pertencem à relação e 1 2. 


Verifique se as relações binárias nos conjuntos abaixo são reflexivas, simétricas, anti-simétricas e transitivas: 


aS=Nixpyóox+yépar 
b. S = N; x p y O x divide y 
с. $ = conjunto de todas as linhas do plano; x p y O x é paralela a y ou x coincide com y 
dS=Nixpyox=y 
eS=(0,lhixpyox= y 
f. S = [x | x é uma pessoa que mora na Bahia]; x p y < x é mais velho que y 
S 
S 


(x |x é um aluno da sua sala]; x p y €» x senta na mesma fileira que y 
=(1,2,3}; p = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)} * 


A discussão sobre recursão em Prolog (Seção 1.5) mostrou que podemos usar uma regra recursiva quando o 
predicado a ser descrito é herdado de um objeto para o próximo. O predicado na-cadeia-alimentar descrito 
naquela seção tem essa propriedade porque 


na-cadeia-alimentar (x, y) ^» na-cadeia-alimentar (у, 2) К na-cadeia-alimentar (x, 2) 


Agora constatamos que isto é apenas a propriedade transitiva. . 


Fechos de uma Relação 


Se uma relação р em um conjunto $ não tem uma certa propriedade, podemos tentar estender р a fim de obter 
uma relação p* em S que tenha a propriedade. Por "estender" devemos entender que a nova relação p* conterá 
todos os pares ordenados que p contém mais os pares ordenados adicionais necessários para que a propriedade 
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PRÁTICA 7 


desejada se verifique. Portanto, p С p*. Se p* for o menor desses conjuntos, então р“ é chamado de fecho de 
p com respeito à propriedade em questão. 


Definição: Fecho de uma Relação 
Uma relação binária p* em um conjunto 5 é o fecho de uma relação p em S com respeito à propriedade P 
se 


1. p* tem a propriedade P 


2.рСр* 
3. p* é um subconjunto de qualquer outra relação em 5 que inclui p e tem a propriedade Р. 


Podemos considerar o fecho reflexivo, o fecho simétrico e o fecho transitivo de uma relação em um 
conjunto. Naturalmente, se a relação já realiza uma propriedade, ela é seu próprio fecho com respeito a esta 
propriedade. 


Seja 5 = (1,2,3) ep= ((1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3)). Então p não é reflexiva, não é simétrica e não é 
transitiva. O fecho de p com respeito à reflexividade é 


(0,0, (1, 2), (1,3), (3, D, (2, 3), (2, 2), (3,3) 


Esta relação é reflexiva e contém p. Além disso, qualquer relação reflexiva em S deve conter os novos pares 
ordenados que incluímos — (2, 2) e (3, 3) —, de forma que não pode haver relação reflexiva menor do que 
isto; ou seja, qualquer relação reflexiva contendo p deve conter a relação acima. 

O fecho de p com relação à simetria é 


ta, D, (1, 2), (1,3), (3, D, (2,3), @, 1), (3, D} 


Neste caso também está claro que incluímos apenas os pares necessários — (2, 1) е (3,2) — para que a relação 
seja simétrica. 

Para os fechos reflexivo e simétrico, temos apenas que verificar os pares já em p a fim de encontrar quais 
pares precisamos incluir (partindo da premissa de que sabemos qual o conjunto S). Os fechos que podem ser 
encontrados em um único passo são os fechos reflexivo e simétrico. O fecho transitivo demanda uma série de 
passos para ser encontrado. Verificando os pares ordenados de nosso exemplo p, vemos que precisamos in- 
cluir (3, 2) (devido aos pares (3, 1) e (1, 2)), (3, 3) (devido aos pares (3, 1) e (1, 3) e (2, 1) (devido a (2, 3) e 
(3, 1)). Isto nos dá a relação 


ta, 1), (1,2), (1,3), (3, D, (2, 3), (3, 2), (3, 3), @2, D} 


No entanto, esta relação ainda não é transitiva. Pois, devido ao novo par (2, 1) e ao par original (1,2), devemos 
incluir o par (2, 2). Isto nos dá a relação 


(а, D, (1, 2), (1, 3), (3, 1), @, 3), (3, 2), (3, 3), (2, D, (2, 2)} 
que é transitiva e é também a menor relação transitiva que contém р. . 


Como mostramos no Exemplo 8, uma maneira de determinar o fecho transitivo de uma relagáo é verifi- 
car os pares ordenados na relação original, incluir novos pares se necessário, verificar a relação obtida, inclu- 
indo novos pares se necessário e assim por diante, até que tenhamos obtido uma relação transitiva. Este é um 
método de força bruta e veremos um algoritmo menor no Cap. 5, onde entenderemos o fecho transitividade de 
uma relação binária como a "alcangabilidade" em um grafo direcionado, o que tem diversas aplicações. 


Faz sentido pensarmos no fecho anti-simétrico de uma relação em um conjunto? Justifique. Ы 


Encontre os fechos reflexivo, simétrico e transitivo da relação { (а, а), (b, Б), (c, c), (a, с), (а, d), (b, d), (c, а), 
(d, а)} no conjunto 5 = fa, b, с, d]. . 


No restante desta seção estaremos interessados em dois tipos de relação binária que são caracterizadas 
por quais propriedades (reflexividade, simetria, anti-simetria e transitividade) elas satisfazem. 
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Ordenação Parcial 


Definição: Ordenação Parcial 
Uma relação binária em um conjunto S que seja reflexiva, anti-simétrica e transitiva é chamada de ordena- 
ção parcial em 5. 


Nos exemplos anteriores e da Prática 5, já vimos os seguintes casos de ordenações parciais: 


EmN,xpyex-y. 

Em AN), Ap B GAC B. 
Em N, x p y E x divide y. 
Em (0, 1, x py ox = y. 


Se p é uma ordenação parcial em S, então o par ordenado (S, p) é chamado de um conjunto parcialmente 
ordenado (também conhecido como poset). Denotaremos um conjunto arbitrário parcialmente ordenado por 
(S, <). Em qualquer caso particular, < tem um significado parecido com "menor ou igual a", "é subconjunto 
de", "divide" ou coisa parecida. 

Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado, e seja A C S. Então < é um conjunto de pares ordena- 
dos de S, alguns dos quais podem ser pares ordenados de A. Se tomarmos de x os pares ordenados de elemen- 
tos de A, este novo conjunto é chamado de restrição de -< a A e constitui uma ordenação parcial em A. (Você 
percebe por que as trés propriedades necessárias continuam a valer?) Por exemplo, uma vez que sabemos que 
a relação "x divide y" é uma ordenação parcial em N automaticamente sabemos que "x divide y" é uma orde- 
nacáo parcial de (1, 2, 3, 6, 12, 18}. 

Agora é interessante que se introduza alguma terminologia referente aos conjuntos parcialmente orde- 
nados. Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se x < y, então oux = you x+ у; sex E yext y, 
escrevemos x « y e dizemos que x é um predecessor de y ou que y é um sucessor de x. Um dado y pode ter 
diversos predecessores, mas, se x < y e não há z tal que x < z < y, então dizemos que x é um predecessor 
imediato de y. 


Considere a relação "x divide y" em (1, 2, 3, 6, 12, 18). 
a. Escreva os pares ordenados (x, y) desta relação. 
b. Escreva todos os predecessores de 6. 
c. Escreva todos os predecessores imediatos de 6. Ы 


Se S é finito, então podemos descrever um conjunto parcialmente ordenado (S, <) visualmente através 
de um grafo. Cada elemento de S é representado por um ponto, chamado de nó, nodo ou vértice do grafo. Se 
x é um predecessor imediato de y, então o nó para y é desenhado acima do nó para xe os dois nós são ligados 
por um segmento de linha. 


Considere (1, 21) com respeito à relação de inclusão em conjuntos. Este é um conjunto parcialmente or- 
denado. (Já sabemos que (A(N) С) é um conjunto parcialmente ordenado. ) Os elementos de 2X (1, 2]) são 
©, {1}, (2) e (1, 2). A relação binária C consiste nos seguintes pares ordenados: 


(©, ©), (1), (1), (12). (2), (11,2), (1,2), (2. (1р), (2, (2р), 
(©, (1,2)), (11), (1, 2)), (42), (1, 2)) 


O grafo deste conjunto parcialmente ordenado é mostrado na Fig. 4.2. Perceba que, apesar de (2) não ser um 


predecessor imediato de (1, 2}, ele é um predecessor (o que é mostrado no grafo pela cadeia de segmentos de 
linhas que ligam estes dois vértices). 


11,2} 


{1} {2} 


g 
Figura 4.2 * 
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Desenhe o grafo da relação "x divide y" em j 1,2,3,6, 12, 18). Ы 


O grafo de um conjunto parcialmente ordenado (também chamado de diagrama de Hasse) contém to- 
das as informações sobre uma ordenação parcial. Podemos reconstruir o conjunto de pares ordenados que for- 
mam a ordenação parcial com base apenas no grafo. Portanto, dado o grafo da Fig. 4.3 de uma ordenação par- 
cial < em um conjunto S fa, b, c, d, ef), podemos concluir que < é o conjunto 


((a, а), (Б, b), (c, c), (d, d), (e, е), (ff), (a, Б), (a, c), (a, d), (a, e), (d, e)) 


No Cap. 5 veremos como representar diversas relações binárias além da ordenação parcial de forma gráfica. 

Dois elementos de 5 podem não se relacionar em uma ordenação parcial em S. No Exemplo 9, {1} e {2} 
não têm relação entre si, da mesma forma que 2, 3, 12 e 18 na Prática 9. Na Fig. 4.3, f nào se relaciona com 
qualquer outro elemento. Uma ordenação parcial na qual todo elemento do conjunto está relacionado com to- 
dos os demais elementos é chamada de ordenação total ou cadeia. O grafo de uma ordenação total tem a 
forma do mostrado na Fig. 4.4. A relação = em N é uma ordenação total. 

Novamente, seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se houver um y e 5 com y < x para todo x 
€ S, então y é um elemento mínimo do conjunto parcialmente ordenado. Um elemento mínimo, quando hou- 
ver, é único. Se y e z forem ambos elementos mínimos, então y < z, pois у é elemento mínimo € x i szé 
elemento mínimo. Da propriedade anti-simétrica decorre que y = z. Um elemento y e 5 é minimal se não houver 
outro x e $ com x < y. No diagrama de Hasse um elemento mínimo se encontra abaixo de todos os outros, 
enquanto que um elemento minimal é aquele que não tem elementos abaixo dele com os quais se relacione. 
Definições análogas aplicam-se a elementos máximo e maximal. 


Defina elemento máximo e elemento maximal em um conjunto parcialmente ordenado (S, <). e 


No conjunto parcialmente ordenado da Prática 9, 1 é tanto mínimo como minimal. Doze e dezoito são ambos 
maximais, mas não há elemento máximo. . 


Um elemento mínimo é sempre minimal e um elemento máximo é sempre maximal, mas as recíprocas 
náo sáo verdadeiras (veja o Exemplo 10). Em um conjunto totalmente ordenado, no entanto, um elemento 
minimal é um elemento mínimo e um elemento maximal é um elemento máximo. 


Desenhe o grafo de um conjunto parcialmente ordenado com quatro elementos no qual haja dois elementos 
minimais, mas náo haja elemento mínimo, e dois elementos maximais, mas náo haja elemento máximo, e onde 
todos os elementos se relacionem com outros dois elementos. . 


Ordenações parciais verificam as propriedades de reflexividade, anti-simetria e transitividade. Outro tipo 
de relação binária, que veremos a seguir, verifica um outro conjunto de propriedades. 


Relações de Equivalência 


Definição: Relação de Equivalência 
Uma relação binária em um conjunto $ que seja reflexiva, simétrica e transitiva é chamada de uma relação 
de equivalência em S. 


Já vimos os seguintes exemplos de relações de equivalência: 


Em qualquer conjunto 5, x p v e x = y. 

Em №, x py e x + yé par. 

No conjunto de todas as linhas do plano, x p y & x é paralela a y, ou x coincide com у. 
Em (0,1), x py ex y. 

Em (x | x é um aluno de sua classe], x p y E x senta na mesma coluna que y. 

Em {1,2,3}, p = (0, 1). (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2. D). 


Podemos ilustrar um aspecto importante de uma relação de equivalência em um conjunto, se observarmos o 
exemplo 5 = [xx é um aluno de sua classe], x p y <> “x senta na mesma coluna que y". Vamos indicar todos 
os alunos de 5 que se relacionam uns com os outros. Chegaremos à Fig. 4.5. Particionamos o conjunto 5 em 
subconjuntos de tal forma que todo aluno da turma pertence a um, e apenas a um, subconjunto. 


Definição: Partição de um Conjunto 
Uma partição de um conjunto 5 é uma coleção de subconjuntos disjuntos não vazios de 5 cuja união resul- 
te S. 
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Figura 4.5 


Qualquer relação de equivalência, como veremos, particiona o conjunto no qual é definida. Os subcon- 
Juntos que formam a partição, normalmente chamados de blocos da partição, são formados pelo grupamento 
dos elementos que se relacionam, como no caso acima. 

Sejam p uma relação de equivalência em um conjunto § e x e 5, denotamos por |x] o conjunto de todos 
os elementos de S que se relacionam a x, chamado de classe de equivalência de x. Assim 


[x] = {у!ує$ЛАхру} 


No caso em que x p y €» “x senta na mesma coluna que y", suponha que João, Carlos, José, Júlia e Maria 
sentem todos na coluna 3. Então [João] = (João, Carlos, José, Júlia, Maria). Além disso, [João] = [José] = 
[Júlia] = [Maria]. Pode haver mais de um nome para uma dada classe de equivalência. . 


Seja p uma relação de equivalência em S, então as classes de equivalência distintas de 5 formam uma 
partigáo de S. A fim de concordar com a definigáo de partigáo, precisamos mostrar que (1) a uniáo das classes 
distintas resulta em S e (2) as classes distintas sáo disjuntas. Mostrar que a uniáo das classes resulta em S é 
fácil, uma vez que é essencialmente uma igualdade de conjuntos; demonstramos a inclusáo de conjuntos em 
ambas as direções. Cada classe de equivalência é um subconjunto de 5, portanto, a união das classes também 
é um subconjunto de S. Para demonstrar a inclusão no outro sentido, seja x e 5. Então x p x (reflexividade de 
р); daí x e [x], e qualquer elemento de S pertence a alguma classe de equivalência e, portanto, à união das 
classes. 

Agora sejam [x] e [z] duas classes de equivalências distintas isto é, [x] = [z]. Precisamos mostrar que [x] 
N [z] = Ø. Faremos uma demonstração por contradição. Assumiremos, portanto, que (x| O [z] + Ze, neste 
caso, existe um y є 5 tal que ye [x] A [z]. 


ує[х] С [г] (hipótese) 
yelxlyelz] (definição de N) 


Xpy,zpy (definição de [x] e [z]) 
хру ypz (simetria de p) 
xpz (transitividade de p) 


О que nos permite mostrar que /х] = [z]; demonstraremos a inclusáo de conjuntos em ambas as dire- 
ções. Seja 


gelz] ([z] * ©) 


Entáo 
zpq (definição de [z]) 
X pz (resultado obtido acima) 
xpq (transitividade de p) 


q є [x] (definição de [x]) 

[z] C [x] (definição de C) 

[x] C kz] (Prática 12 abaixo) 

[x] = [z] ([z] € [x] e [x] € Е 


Portanto, [x] = [z], o que é uma contradição pois [x] e [z] são distintas. Portanto, nossa hipótese estava 
errada; [x] O [2] = Ø e classes de equivalência distintas são disjuntas. 
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Com base no argumento acima, demonstre que [x] C [z]. e 


Mostramos que uma relação de equivalência em um conjunto determina uma partição. A recíproca tam- 
bém é verdadeira. Dada uma partição de um conjunto S, definimos uma relação p por xxv +> está no mes- 
mo subconjunto da partição que v." 


Mostre que p, como definido acima, é uma relação de equivalência em S; isto é, mostre que p é reflexiva, si- 
métrica e transitiva. . 


Nós demonstramos o seguinte fato sobre relações de equivalência. 


Teorema de Relações de Equivalência e Partições 
Uma relação de equivalência em um conjunto S determina uma partição de S, e uma partição de 5 determi- 
na uma relação de equivalência em S. 


A relação de equivalência em N dada por 
Xpy«ox-t yépar 


particiona N em duas classes de equivalência. Se x for um número par, então para qualquer número par y, x + 
y é par e, portanto, y € [x]. Todos os números pares formam uma classe de equivalência. Se x for um número 
ímpar e y for qualquer número ímpar, x + y é pare y e [x]. Todos os números ímpares formam a segunda classe 
de equivalência. A partição pode ser representada como na Fig. 4.6. Perceba novamente que uma classe de 
equivalência pode ter mais de um nome ou elemento representativo. Neste exemplo, [2] = [8] = [1048] = ...; 
[1] = [17] = [947] =... 


N 


Figura 4.6 


Descreva as classes de equivalência de cada uma das relações de equivalência a seguir: 


a. No conjunto de todas as linhas no plano, x p y O x é paralela a y ou coincide com y. 
b. Em №, x oy e x = y. 
c. No conjunto (1, 2, 3}, p = ((1, D, (2 2), (3, 3), (1. 2), (2, 1)}. * 


O particionamento de um conjunto em classes de equivalência é útil porque frequentemente é conveni- 
ente tratar as classes como entidades. Concluiremos esta seção com dois exemplos onde isto ocorre. 


Seja 5 = (а/а, be Z, b + 0). Sé, portanto, o conjunto de todas as frações. Duas frações tais como 4 e $ são 
ditas equivalentes. Formalmente, a/b é equivalente à c/d, denotado por a/b — c/d, se, e somente se, ad = bc. 
Mostraremos que a relação binária ~ em S é uma relação de equivalência. Primeiro, a/b ~ a/b porque ab = 
ba. Além disso, se a/b ~ cid, então ad = bc ou cb = dae сій ~ alb. Portanto, ~ é reflexiva e simétrica. Para 
mostrar a transitividade de —, sejam a/b — c/d e c/d — e/f. Então ad —bc e cf = de. Multiplicando a primeira 
equação por f e a segunda por b temos adf = bcf e bcf = Бае. Portanto, adf = bde ou af = be. Portanto, a/b — 
elf e ~ é transitiva. Alguns exemplos de classes de equivalências de 5 formadas pela relação ~ são 


[2H 29 -6 -3 3 6 9 | 
10 '-30' -20' —10° 10° 20" 30” 

О conjunto @ de námeros racionais pode ser entendido como o conjunto de todas as classes de equiva- 
léncias de 5. Um único número racional, tal como [2], tem diversas frações para representá-lo, apesar de pre- 
ferirmos usar a representação reduzida de frações. Quando somamos dois números racionais, tais como [4] + 


[25], procuramos por representantes das classes de equivalência que tenham os mesmos denominadores e en- 
tão os somamos. O resultado é a classe a qual a soma obtida pertence e, normalmente, nos referiremos a ela 


EXEMPLO 14 
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através de uma fração reduzida que a represente. Desta forma, para somarmos [2] + [fs], representamos [3] por 
$ e [fa] por jo. A soma de ёсе 15 é fo e [$5] é mais convenientemente simbolizado por [$]. Este procedimento nos 
é tão familiar que já escrevemos à + 25 = é, sem nem nos darmos conta de que classes de frações estão sendo 
manipuladas através de elementos representativos. . 


Definiremos a relação binária de congruéncia módulo 4 no conjunto Z dos inteiros. Um inteiro x é congruen- 
te módulo 4 a y, simbolizado por x = 4y,ou x = y (mod4), se x - y é um múltiplo exato de 4. A congruéncia 
módulo 4 é uma relação de equivalência em Z. (Você pode provar isto?) Para construir as classes de equiva- 
léncia, perceba que [0], por exemplo, conterá os números que diferem por 0 de múltiplos de 4, tais como 4, 8, 
— 12, etc. As classes de equivalência distintas são 


[0] = [..., -8,-4,0,4,8, ...) 
[115 1.5, -7,-3, 1,5,9, ...} 
[2] = {..., -6, -2,2,6, 10,...] 
Bread . 


Não há razão especial para a escolha do número 4 no Exemplo 14; podemos dar uma definição de congru- 
ência módulo n para qualquer inteiro positivo n. Esta relação binária será sempre uma relação de equivalência. 
Esta relação de equivalência e as ciasses de equivalência resultantes podem ser usadas para aritmética inteira em 
computadores. Um inteiro é armazenado como uma seqüéncia de bits (Os e 1 s) dentro de uma única posição de me- 
mória. Cada computador aloca um número fixo de bits em cada posição de memória (este número varia de acordo 
com a arquitetura do computador, isto é, como sua memória é organizada). Quanto maior o inteiro, maior o núme- 
ro de bits necessários para representá-lo. Portanto, toda máquina tem um limite no tamanho dos inteiros que pode 
armazenar. Suponha que n — 1 é o maior inteiro que pode ser armazenado e que x e y são inteiros tais que O = x = 
n— 1е0 = у=п —l.Seasomai + y exceder o limite п — 1, ela não poderá ser armazenada. Como uma alter- 
nativa, o computador pode realizar a soma módulo n e armazenar o resto r da divisão de x + y porn. A equação 


x+y=qn +r, 0Sr<n 
simboliza esta divisão, onde q é o quociente e ré o resto. Esta equação pode ser escrita como 
(x +у) —r2 qn 


que mostra que (x + y) — r é um múltiplo de n, ou que (x + y) = r (mod n). O inteiro r pode ser diferente de 
X + y, mas está na classe de equivalência [x + y] e, como 0 = r < n, está na faixa dos inteiros que podem ser 
armazenados. (O sistema pode ou não gerar uma mensagem de estouro de inteiro se x + y for muito grande 
para ser armazenado e a soma módulo n precisar ser usada.) 


Quais são as classes de equivalência correspondentes à relação de congruência módulo 5 em Z? ° 


Se 4 for o maior inteiro que puder ser armazenado em um (micromicro) computador, qual será o resultado 
armazenado como resultado de 3 + 4 se a soma módulo 5 for usada? ° 


Revisão da Seção 4.1 


Técnicas 


e Verificar se um par ordenado pertence a uma relação 

e Verificar se uma relação binária é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e/ou transitiva 

* Encontrar o fecho reflexivo, simétrico e transitivo de uma relação 

* Esboçar de forma gráfica um conjunto parcialmente ordenado 

* Determinar elemento mínimo, minimal, máximo e maximal em uma ordenação parcial 
* Encontrar as classes de equivalência associadas a uma relação de equivalência 


Idéias Principais 


Uma relação binária em um conjunto 5 é formalmente um subconjunto de 5 X S; a relação normalmente 
também tem uma definição verbal. 

Operações sobre relações binárias em um conjunto incluem união, interseção e complemento. 

Relações binárias podem ter as propriedades reflexiva, simétrica, transitiva e anti-simétrica. 

Conjuntos finitos parcialmente ordenados podem ser representados graficamente. 


*5 


*7. 


10. 


11. 
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. Classifique cada relação em S X Т, onde S = T = №, como um-para-um, um-para-vários, vários-para-um 
ou vários-para-vários. 
a. p= {(1,2), (1,4), (1,6), 0, 3), (4, 3)) 
b. p = ((9, 7), (6, 5), (3,6), (8, 5)) 
c. p= ((12, 5), (8,4), (6, 3), (7, 12)) 
d. p = {(2,7), (8,4), (2,5), (7,6), (10, 1)) 


. Classifique cada uma das relações em 5 como um-para-um, um-para-vários, vários-para-um ou vários- 
para-vários. 
а. 5 = №; 
xpyóox=y+1 
b. 5 = conjunto de todas as mulheres de Nova Friburgo; 
x p y O x é filha de y 
c S=P((1,2,3) 
ApBolA!'- B 
d. S= R; 
xpyex-85 


Sejam p e o relações binárias em ÑN definidas por x p y O "x divide y", x т y O 5x = y. Determine quais 
dos pares ordenados satisfazem às relações dadas: 

а. p U с; (2, 6), (3, 17), (2, 1), (0, 0) 

b. p A a; (3, 6), (1, 2), (2, 12) 

e. р'; (1, 5), (2, 8), (3, 15) 

d. с”; (1, 1), (2, 10), (4, 8) 


. Seja S = (0, 1, 2, 4, 6]. Verifique se as relações binárias em S são reflexivas, simétricas, anti-simétricas 
e/ou transitivas: 
a. p = ((0,0), (1, D, (2, 2), (4, 4), (6,6), (0, 1), (1, 2), (2, 4), (4, 6] 
b. p = {(0, D, (1, 0), (2, 4), (4, 2), (4, 6), (6, 4)) 
c. p = {(0, 1), (1, 2), (0, 2), (2, 0), (2, 1), (1,0), (0, 0), (1, 1), (2, 2)] 
d. p = {(0, 0), (1,1), (2, 2), (4, 4), (6, 6), (4, 6), (6, 4)) 
e. p — ð 


. Classifique as relações binárias a seguir nos conjuntos $ dados como reflexivas, simétricas, anti-simétri- 
cas e transitivas: 
жа. S=Q | xb. 5-Z 
xpvrox=!y xXpy x — y é um múltiplo de 3 
жс. 5 = № d. 5 = № 
xpyóOx vépar xpy eo xé impar 


е. $ = conjunto de todos os quadrados no plano 

S, p $, x tamanho do lado de $, = tamanho do lado de S, 
f. S — conjunto de todas as cadeias finitas de caracteres 

X p y O número de caracteres em x = número de caracteres em y 
g. 5 = conjunto de todas as pessoas do Brasil 

x py E x é irmáo de y 
h. S= 2((1,2.3,4,5.6,7, 8, 9)) 

A p B e |A| = Bl 
i $—9112,3,4,5,6,5 8,9p 

ApB«o А + В 
BbSNXRN 

(х, у) р(х», Y) O X, S S ey, zy 


Quais das relações binárias do Exercício 9 são relações de equivalência? Para as que o forem, descreva as 
classes de equivalência associadas. 


Para cada caso abaixo, apresente um conjunto $ e uma relação binária p em S (diferente das apresentadas 
nos exemplos e nos problemas) que satisfaça às condições pedidas. 

a. pé reflexiva e anti-simétrica, mas não é transitiva. 

b. pé reflexiva e transitiva, mas não é simétrica. 

c. p não é reflexiva nem simétrica, mas é transitiva. 

d. p é reflexiva, mas não é simétrica nem transitiva. 
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12. 


13. 


* 14. 


15. 


16. 


17. 


18 


19 


20. 


21. 


Sejam p e o relações binárias em um conjunto 5. 

a. Se pe a forem reflexivas, a união р U o será reflexiva? E a interseção р N с? 

b. Se pe a forem simétricas, a união p U с será simétrica? E a interseção p N с? 

€. Se рес forem anti-simétricas, a união р U o será anti-simétrica? E a interseção р N с? 
d. Se pe o forem transitivas, a união p U c será transitiva? E a interseção p N с? 


Encontre os fechos reflexivos, simétricos e transitivos das relações do Exercício 8. 


Descreva em palavras o que o fecho transitivo de cada relação abaixo representa. 
a. 5 = conjunto de todos os edifícios da cidade 
X p y O x é um ano mais velho que y 
b. 5 — conjunto de todos os homens da Bulgária 
хру e xé pal de y 
€. $ = conjunto das cidades do Brasil 
X p y < podemos ir de carro da cidade x até a cidade y em um dia 


Definimos mais duas propriedades de uma relagáo binária p da seguinte maneira: 


p €irreflexiva significa: (Vx) (x€ SR (x, x) єр) 
p é assimétrica significa: (Vx) (Уу) (xeS^yeS^(Qx y)epR (у, х) єр) 


жа. Apresente um exemplo de relação binária p no conjunto $ = (1, 2, 3) que não seja nem reflexiva 

nem irreflexiva. 

b. Apresente um exemplo de relação binária р no conjunto $ = /1, 2, 3) que não seja simétrica nem 
assimétrica. 

c. Demonstre que se pé assimétrica em S, então pé irreflexiva. 

d. Demonstre que se p é uma relação irreflexiva e transitiva em um conjunto S, então рё assimétrica. 

e. Demonstre que se p é uma relação não-vazia, simétrica e transitiva em um conjunto S, então p não é 
irreflexiva. 


Faz sentido examinarmos o fecho de uma relação com respeito às seguintes propriedades” Justifique. 
a. propriedade irreflexiva 
b. propriedade assimétrica 


Seja p uma relação binária em um conjunto S. Para А C S e defina 


ЖА —(xixeSA^(Vy) GEAR xpy)) 
А # = (x|xeSA(Vy) QEAR урх)) 


a. Demonstre que se р é simétrica, então 4 А = AX. 

b. Demonstre que se А C B, então #B С #A e B# СА #. 
c. Demonstre que А C (HA) #. 

d. Demonstre que A C # (4%). 


. Desenhe o grafo das seguintes ordenações parciais: 


a. S= {a,b,c} 
р = {(a, а), (b, b), (с, с), (a, Б), (b, с), (a, с)) 
xb. 5 = (a Ё, с, d} 
р = (Ca а), (b, Б), (с, c), (d, а), (a, b), (а, c)] 
с. 5 = (0, (a), (a, Б), {с}, (а, с), (b)) 
ApBoOACB 


. Indique os elementos mínimos, minimais, máximos e maximais que aparecem nas ordenações parciais 
do Exercício 18. 


Desenhe o grafo da ordenação parcial "x divide y" no conjunto (2,3,5,7,21,42, 105, 210). Indique os 
elementos mínimo, minimais, máximo e maximais desta ordenação parcial. Apresente um subconjunto 
totalmente ordenado com quatro elementos. 


Desenhe o grafo dos dois conjuntos parcialmente ordenados. 
a. S= (1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} b. S= 2((,2,3) 
x p y < x divide y АрВеАСВ 


О que você pode notar a respeito da estrutura desses dois grafos? 


22. 


23. 


24. 


Seção 4.1 Relações 165 


Para cada grafo de ordenação parcial apresentado abaixo, escreva os pares ordenados que pertencem à 
relação. 


xa. 5 b. 


Sejam (5, p) e (T, с) dois conjuntos parcialmente ordenados. Uma relação ы em 5 X Té definida como 
(5,4) p. (55, 5) O 5, ps, € t, т ty Mostre que p é uma ordenação parcial em 5 X T. 


a. Seja (5, <) um conjunto parcialmente ordenado e defina uma nova relação binária > em 5 como х > 


y O y X x. Mostre que (5, >) é um conjunto parcialmente ordenado, chamado de dual de (S, <). 
b. Se (S, x) é um conjunto finito parcialmente ordenado com o grafo mostrado, desenhe o grafo de (S, 
>). 
€. Seja (S, <) um conjunto totalmente ordenado e seja X = ((x, x) Ix e 5]. Mostre que a diferença de 
conjuntos> — X é igual ao conjunto <’. 


25. Um programa de computador para gerar o dicionário ou o índice de um livro será escrito. Assumiremos um 


26. 


tamanho máximo de п caracteres por palavra. Temos, portanto, um conjunto $ com palavras de, no máximo, 
n caracteres e desejamos gerar uma lista ordenada alfabeticamente com estas palavras. Existe a ordem natu- 
ral dos caracteres do alfabeto < (a < b, b < c etc.), e admitimos que nossas palavras contenham apenas 
caracteres alfabéticos. Desejamos definir uma ordenação total <em S chamada ordenação lexicográfica, 
que ordene 5 alfabeticamente. A idéia é comparar duas palavras X e Y caracter a caracter, ignorando os ca- 
racteres iguais. Se, em algum momento, o caracter da palavra X precede o caracter correspondente da pala- 
vra Y, então X precede Y; se todos os caracteres de X forem iguais aos caracteres correspondentes de Y, mas 
os caracteres de X acabaram antes dos de Y, então X precede Y, caso contrário, Y precede X. 
Formalmente, sejam X = (хх...) e Y = (yr y» -.., yx) elementos de 5 com j = k. Seja В (de 
branco) um novo símbolo, e preenchemos X com k — j brancos à direita. X agora pode ser escrito como 
(Ху, x», ..., xy). Arbitremos ainda que В precede qualquer outro caracter alfabético. Então X < Y se 


XQ *yetex Xy 
ou | 


х= уех = ys X = y, (т< К) 
Xn * Ym+1 € Xuan Ym+ 

Caso contrário, y < x. 
Perceba que, devido à ordenação < nos caracteres alfabéticos ser uma ordenação total, se o “outro lado”, 

y < х, se verificar então existem = k tal que x, = y, ex; = уз, ..., X, 7 Yo Ar É Ya nr E лу. 

a. Mostre que < em $, conforme definido acima, é uma ordenação total. 

b. Aplique a ordenação total descrita às palavras roupa, rua, remédio, rato e ruga. Perceba que cada 
palavra precede a próxima. 


O Exercício 25 abordou uma ordenação total em um conjunto de palavras com no máximo n caracteres 
de tamanho que gera, como saída, uma lista linear ordenada alfabeticamente. Suponha que desejamos 
gerar uma lista com todas as palavras distintas do texto na ordem em que aparecem no mesmo (por exem- 
plo, um compilador precisa gerar uma tabela de símbolos com os nomes das variáveis). Como no Exer- 
cício 25, assumimos que as palavras contêm apenas caracteres alfabéticos porque já existe uma relação 
natural de precedência (a < b, b < cetc). Se forem permitidos caracteres numéricos ou especiais eles 
precisam ter uma relação de precedência junto aos caracteres alfabéticos (a segiiência de ordenação pre- 
cisa ser definida). Se listarmos as palavras em ordem alfabética, o procedimento para decidir se uma 
palavra sendo processada é nova é bem simples, mas para colocar a nova palavra no lugar precisamos 
mover todas as palavras uma linha para baixo. Se, porém, as palavras forem listadas na ordem em que 
forem processadas, as novas palavras podem ser simplesmente incluídas ao fim da lista sem a neces- 
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quando 


sidade de qualquer rearrumação, mas, para determinar se a palavra sendo processada é nova ou não, é 
preciso compará-la com todas as outras palavras da lista. Portanto, ambos os tipos de lista apresentam 
suas desvantagens. 

Descreveremos um processo de enumeração que se vale de uma árvore binária de busca que per- 
mite, para o caso geral, determinar de forma rápida se uma palavra é nova e, se este for o caso, não há a 
necessidade de realizar uma rearrumação para alocá-la em seu lugar, combinando, portanto, as vanta- 
gens dos dois métodos descritos acima. Suponha que desejamos processar a frase "Quando vimos já não 
era mais possível". A primeira palavra da frase é usada para dar nome ao primeiro vértice de um grafo. 


* quando 


Uma vez que um vértice tenha recebido seu nome, ele recebe duas arestas para baixo, que levam a dois 
vértices sem nome. Quando a próxima palavra no texto for processada, ela é comparada com o primeiro 
nó. Se a palavra sendo processada preceder a palavra que dá nome ao vértice, tomamos a aresta da es- 
querda, do contráíio tomamos a aresta da direita. A palavra que se busca se torna o nome do primeiro 
vértice ainda sem nome que for encontrado. (Se a palavra for igual ao nome de algum vértice, significa 
que aquela palavra já havia aparecido no texto e passamos ao processamento da palavra seguinte.) Este 
procedimento se repete para todo o texto. Desta forma, 


Quando Quando 


vimos . vimos 


entáo 


entáo 


Quando 


vimos 


e, finalmente, Possível 


Se varrermos os vértices deste grafo na ordem apropriada (definida sempre como processar os vérti- 
ces à esquerda antes, depois o próprio vértice e, depois os vértices à direita) obtemos uma lista em or- 
dem alfabética "era, já, mais, não, possível, quando, vimos". 

a. Este tipo de grafo é chamado de árvore. Se o virarmos de cabeça para baixo, podemos entendê-lo 
como uma ordenação parcial <. Qual seria o elemento mínino? Há um elemento máximo? Quais dos 
pares a seguir pertenceriam a <: (não, vimos), (já, era), (já, mais), (era, possível)? 

Neste caso, a estrutura de árvore contém mais informação do que a ordenação parcial pois nos diz não só 

quando uma palavra w, precede uma palavra у» mas também que w está à esquerda ou à direita de у]. 

b. Use uma árvore binária de busca para desenhar o grafo de "Suco de laranja faz bem à saúde". E, consi- 
derando o grafo (de cabeça para baixo) como uma ordenação parcial, determine os elementos maximais. 


17. A ordenação alfabética definida no Exercício 25 pode ser aplicada a palavras de qualquer tamanho fini- 


to. Se definirmos A* como o conjunto de todas as "palavras" (cadeias de caracteres, que não necessari- 


128. 


29. 


30. 


*31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


*37. 


38. 


39. 
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amente façam sentido) de tamanho finito formadas pelas letras do alfabeto inglês, então a ordenação 
alfabética em A* tem todas as palavras compostas apenas pela letra a precedendo todas as outras pala- 
vras. Portanto, todas as palavras da lista infinita 


a, аа, ааа, aaaa, ... 


precederiam palavras como "b" ou "aaaaaaab". Portanto, esta lista não enumera A* porque não poderí- 
amos relacionar, sequencialmente, outras palavras que não as formadas apenas por a. No entanto, o con- 
junto A* é denumerável. Demonstramos isto ordenando A* pelo comprimento das palavras (todas as 
palavras de tamanho 1 precedem todas as palavras de tamanho 2 etc.) e, depois, ordenando alfabetica- 
mente as palavras de mesmo comprimento. 


a. Qual o conjunto [a] para a relação de equivalência p = ((a, a), (b, b), (c, с), (a, c), (с, а)}? Ele tem 
outras representações? 

b. Qual o conjunto [3] para a relação de equivalência p = ((1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1), (1,3), (3, 1), (3, 
2), (2, 3), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (4, 5), (5, 4)}? Qual o conjunto [4]? 

c. Qual o conjunto [ 1 ] para a relação de equivalência de congruéncia módulo 2 em Z? 

d. Qual o conjunto [ — 3] para a relação de equivalência módulo 5 no conjunto Z? 


a. Dada a partição (1,2) e (3,4) do conjunto S = (1, 2, 3, 4}, liste os pares ordenados da relação de 
equivaléncia correspondente. 

b. Dada a partição (a, b, с} e [d, e) do conjunto S = fa, b, c, d, e}, liste os pares ordenados da relação 
de equivaléncia correspondente. 


Seja 5 o conjunto de todos os livros em uma biblioteca. Seja p uma relação binária em S definida por x 
ру < "a cor da capa de x é a mesma da cor da capa de y". Mostre que p é uma relação de equivalência 
e descreva as classes de equivaléncias resultantes. 


Seja 5 = N x Ne seja p uma relação binária em S definida por (x, y) p (z, w) E у = w. Mostre que pé 
uma relação de equivalência em S e descreva as classes de equivalência resultantes. 


Seja 5 = N X Ne seja p uma relação binaria em S definida por (x, руг и) М +р= 5+ №. re 
que p é uma classe de equivaléncia em S e descreva as classes de equivaléncia resultantes. 


Seja S = Ne seja p uma relação binária em S definida por x p y + x? — y!é par. Mostre que p é uma 
relacáo de equivaléncia em 5 e descreva as classes de equivaléncia que define. 


Seja S o conjunto de todas as wffs proposicionais com n afirmagóes. Seja p uma relagáo binária em S 
definida por P p Q €» “Р € О é uma tautologia". Mostre que p é uma relação de equivalência em S e 
descreva as classes de equivaléncia resultantes. (Usamos a notagáo P €» Q para P p Q.) 


Dadas duas partições т, e m, de um conjunto 5, 7, é dita um refinamento de т, se cada bloco de ту é 
um subconjunto de um bloco de т, Mostre que um refinamento é uma ordenação parcial no conjunto de 
todas as partições de S. 


Seja P, a notação para o número total de partições de um conjunto de n elementos, n = 1. 
a. Encontre P. b. Encontre P3. c. Encontre P4. 


Seja S(n, К) o número de maneiras de se particionar um conjunto de n elementos em k blocos. 
a. Encontre S(3, 2) b. Encontre S(4, 2). 


Demonstre que 


Р, - Y s(n.t) 


Demonstre que para todo n = 1, S(n, К) verifica a relação de recorrência 
Sn, 1) = 1 
$(п, п) = 1 
S(n+ 1,k+ 1) = S(n, К) + (К+ 1) 5(п, k + 1) paral kn 
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Seção 4.2 


EXEMPLO 15 


(Dica: Use uma demonstração combinatória ao invés de uma demonstração por indução. Seja x um ele- 
mento fixo porém arbitrário de um conjunto com n + 1 elementos e exclua x. Particione o conjunto 
restante com n elementos. Uma partição do conjunto original pode ser obtida considerando (x) um blo- 
co a parte ou incluindo x em um dos blocos já existentes.) 


*40. Use a fórmula do Exercício 39 para refazer o Exercício 37. 


41. Os números S(n, k) são chamados de números de Stirling. A relação de recorrência do Exercício 39 é 
semelhante à da fórmula de Pascal, equação (1) da Seção 3.5. Use esta relação para calcular os valores 
numéricos das primeiras cinco linhas do triângulo de Stirling, que começa com 


*42. Encontre o número de maneiras de distribuir quatro diferentes mármores coloridos entre três containers 
idênticos de forma que nenhum container fique vazio. 


43. Encontre o número de maneiras nas quais cinco tarefas diferentes podem ser atribuídas a três processa- 
dores idênticos de forma que cada processador receba pelo menos uma tarefa. 


44. Supondo que P, tenha o valor 1, demonstre que 


n=) 


„= Y C(n=1,k)R 


k=0 


(Dica: Use uma demonstração combinatória ao invés de uma demonstração indutiva. Tome x fixo, po- 
rém arbitrário como um elemento de um conjunto com n elementos. Em cada termo da soma, n — k 
representa o tamanho do bloco da partição que contém x.) 


45. a. Use a fórmula do Exercício 44 para calcular P,, P2, P; e Р; e compare suas respostas com as do Exer- 
cício 36. 
b. Use a fórmula do Exercício 38 e o triângulo de Stirling (Exercício 41) para calcular P,,P,P3 e P; 


Relações e Bancos de Dados e Ordenação Topológica 


Bancos de Dados 


Um banco de dados é um depósito de informações relacionadas a um determinado negócio. Para projetar um 
banco de dados útil e eficiente é necessário modelar o negócio. Um modelo conceituai procura capturar os 
recursos e mecanismos importantes do negócio. É necessária uma considerável interação com pessoas que tenham 
familiaridade com os negócios a fim de obter todas as informações necessárias para formular o modelo. 


Modelo Entidade-Relacionamento 


Uma representação de alto-nível de um negócio é o modelo entidade-relacionamento. Neste modelo, impor- 
tantes objetos, ou entidades, do negócio são definidos, juntamente com seus atributos ou propriedades que 
sejam relevantes, de forma que as relações entre essas diversas entidades sejam anotadas. Esta informação é 
representada graficamente por um diagrama entidade-relacionamento ou diagrama E-R. Em um diagrama 
E-R, os retângulos denotam conjuntos de entidades, elipses denotam atributos, e losangos denotam relações. 


O Clube de Amigos de Animais do Brasil (CAAB) deseja criar um banco de dados. O CAAB adquiriu malas- 
diretas de seus fornecedores e está interessado em pessoas que possuam animais de estimação e em algumas 
informações sobre estes animais, tais como o nome, o tipo (cachorro, gato etc.) e a raça. 

A Fig. 4.7 mostra um diagrama E-R para o CAAB. Este diagrama diz que pessoas e cachorros são enti- 
dades. As pessoas têm os atributos Nome, Endereço, Cidade e Estado. O animais têm os atributos Nome-Ani- 
mal, Tipo-Animal e Raça. O diagrama também nos diz que as pessoas possuem animais. Se imaginarmos as 
entidades como conjuntos, os conjuntos Pessoas e os conjuntos Animais, a relação "possui" é uma relação 
binária em Pessoas X Animais — a relação de uma pessoa possuir um animal é obtida por pares ordenados 
(pessoa, animal). O "1" e o "N" nas linhas de conexão indicam que esta relação binária é do tipo um-para- 
vários; isto é, em um particular negócio, uma pessoa pode possuir diversos animais, mas os animais não têm 
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mais de um dono. (Animais com mais de um dono resultariam em uma relagáo vários-para-vários). Além dis- 
so, neste exemplo, algumas pessoas podem não possuir animais, e pode haver animais sem donos. 

O fato de um animal não possuir mais de um dono é uma das "regras do negócio". Essas regras do negó- 
cio são importantes de serem identificadas quando do projeto do banco de dados, pois elas determinam vários 
recursos do banco de dados, como veremos. . 


Modelo Relacionai 


O modelo relacionai, outra representação de um negócio, pode ser desenvolvido a partir do modelo E-R. Tanto 
o conjunto de entidades como o conjunto de relações de um modelo E-R se tornam relações (no sentido mate- 
mático) no modelo relacionai. As relações são descritas por tabelas. Um banco de dados relacionai consiste 
em coleções de tabelas de relações. 

Uma tabela com o conjunto de entidades é criada para o conjunto de entidades. Cada linha na tabela 
contém os valores de n atributos para uma ocorrência particular deste conjunto de entidades (tal como um re- 
gistro tem os valores de seus n campos). Portanto, a tabela relacionai pode ser entendida como um conjunto de 
n-uplas (linhas) e uma linha individual é chamada de tupla. Assim como no conceito de conjunto, não pode 
haver tuplas repetidas, e não assumimos qualquer ordenação das tuplas. A ordem dos atributos não é relevan- 
te, exceto pelo fato de que deve-se manter a consistência dos mesmos; isto é, cada coluna na tabela deve conter 
valores para um atributo específico em todas as tuplas. 

De maneira mais formal, uma relação de um banco de dados é um subconjunto de D; X р X ... X D,, 
onde D; é o domínio de onde o atributo A; tira seu valor. Isto significa que o uso da palavra relação em bancos 
de dados é consistente com nossa definição de relação n-ária (Ver anteriormente). 


Uma ocorréncia da relacáo Pessoa no banco de dados do CAAB pode conter os seguintes dados: 


Pessoa 
Nome Endereço Cidade Estado 
Antônio Pedro Av. Brasil, 23 Porto Seguro BA 
Marco Antônio R. Cruz das Almas, 42 Campos RJ 
Maria da Silva Av. Sernambetiba, 456 Rio de Janeiro RJ 
Jaime Luiz Av. Paulista, 1498 São Paulo SP 
Bruno da Silva R. Presidente Vargas, 89 Recife PE 
Jânio Rocha R. Santa Clara, 54 Manaus AM 


Maria Garcia R. Rep. Chile, 32 Curitiba PR 
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Os quatro atributos para cada tupla são Nome, Endereço, Cidade e Estado. Uma ocorrência da relação Animal 
pode ser: 


Animal 
Nome-animal Tipo-animal Raça 
Lulu Cachorro Pequinês 
Cacau Gato Siamês 
Chica Cachorro Collie 
Lassie Collie 
Vanda Peixe Dourado 
Ibraim Pássaro Periquito 
Tigrão Gato Pêlo-curto-brasileiro 


Como não há tuplas duplicadas em uma relação, fornecer o valor de todos os n atributos de uma tupla a 
distingue das demais. No entanto, pode haver um subconjunto minimal de atributos que podem ser usados 
para identificar de forma única cada tupla. Este subconjunto é chamado de chave primária da relação; se este 
subconjunto consistir em mais de um atributo, então ele é chamado de uma chave primária composta. Na 
tabela que descreve a relação, o nome da chave primária aparece sublinhado na linha dos nomes de atributos. 

Outra regra dos negócios da CAAB é que as pessoas devem ter nomes únicos; portanto, Nome é sufici- 
ente para identificar cada tupla e foi escolhido como chave primária na relação Pessoa. Perceba que o exemplo 
da relação Pessoa mostra que Estado não serviria como chave primária porque existem duas tuplas com Esta- 
do = "RJ". No entanto, não é apenas porque Nome tem valores únicos neste exemplo que impedimos a inclu- 
são de nomes repetidos. São as regras do negócio que determinam que os nomes são únicos. (Não há regras 
que digam que os endereços ou cidades são únicos, de forma que nenhum desses atributos pode constituir chaves 
primárias, a despeito de não haver repetições no exemplo mostrado.) 

A premissa de que os nomes são únicos é uma regra simplista. A chave primária em uma relação que 
envolva pessoas é geralmente um número de identificação, tal como o CPF, que é um atributo único conveni- 
ente. Como Nome-animal é a chave primária na relação Animal do Exemplo 16, podemos supor qual é a regra 
mais surpreendente da CAAB: os animais têm nomes únicos. Um cenário mais realista exigiria a criação de 
um atributo único para cada animal, uma espécie de número de CPF, para ser usado como chave primária. Esta 
chave poderia não ter qualquer outra utilidade na aplicação verdadeira, de forma que o usuário nunca tomasse 
conhecimento dela; este tipo de chave é chamado de chave cega. 

Como todo domínio de atributo D; em um banco de dados relacionai deve conter um valor especial nulo, 
uma dada tupla pode ter valores nulos para um ou mais de seus atributos. No entanto, nenhum dos atributos 
que constituem a chave primária pode conter valor nulo (vazio). Esta restricáo de integridade de entidade 
apenas confirma que cada tupla deve conter um valor de chave primária a fim de distingui-la e que os atributos 
da chave primária sáo necessários para identificarem uma tupla de forma ünica. 

Um atributo em uma relação (chamada de relação "filha") pode ter o mesmo domínio que uma chave 
primária em outra relação (chamada de relação "pai"). Este tipo de atributo é chamado de chave estrangeira 
(na relação filha) da relação pai. Uma relação para estabelecer os relacionamentos entre entidades se vale de 
chaves estrangeiras para definir as conexões entre as entidades. Existirá uma chave estrangeira na relação de 
relacionamento para cada entidade que participe do relacionamento. 


O CAAB identificou a seguinte cópia do relacionamento Possui. O atributo Nome de Possui é uma chave es- 
trangeira da relação Pessoa, onde Nome é uma chave primária; Nome-animal de Possui é uma chave estrangei- 
ra da relação Animal, onde constitui uma chave primária. A primeira tupla estabelece o relacionamento Possui 
entre Bruno da Silva e Lulu; isto é, indica que Bruno da Silva possui Lulu. 


Possui 
Nome Nome-animal 
Bruno da Silva Lulu 
Marco Antônio Cacau 
Jaime Luiz Chica 
Jaime Luiz Lassie 
Maria da Silva Ibraim 


Jânio Rocha Tigrão 
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Uma relação de equivalência em um conjunto define classes de equivalência que podem ser tratadas como 
entidades. Uma relação de equivalência em S sempre define uma partição de S, e vice-versa. 


Exercícios 4.1 


* 1. Indique quais pares ordenados pertencem a cada uma das relações binárias p em N abaixo: 
а. xpyóoxty<7;(1,3),(2,5),(3,3), (4,4) 
b.xpyóox=y + 2; (0, 2), (4, 2), (6, 3), (5, 3) 
£c X pirar dy = 1070.0 52,2). (3D. ls 3) 
d. xpy €» y é um quadrado perfeito; (1, 1), (4, 2), (3, 9), (25, 5) 


2. Determine quais dos pares dados satisfazem a relacáo em questáo. 
a. p é a relação binária em Z, x py © x = — y; 
(1, — 1), (2,2), (— 3,3), (— 4, — 4) 
b. pé a relação unária em N, x e p €» x é primo; 
19,21,33,41 
c. pé a relação ternária em N, (х, у, z epo x + у? = z5 
(1, 1, 2), (3. 4, 5), (0, 5, 5), (8, 6, 10) 
d. pé a relação binária em Q x p y «х = 1/y; 
(1, 2), (— 3, — 5), (— 4,8, ED 


3. Para cada uma das relações binárias em R abaixo, desenhe uma figura que mostre que região do plano ela 
define: 
ха. xpyoy=<2 
b.xpyox=y- 1 
c. xpy eO x! t y x25 
а. xpyexzy 


4. Para cada uma das figuras abaixo, forneça a relação binária em IR que descreve a área sombreada. 
a. y b. M 
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As pessoas que não possuem animais não são representadas em Possui nem os animais que não possuem do- 
nos. À chave primária é Nome-animal. Lembre-se de que uma das regras do negócio era que nenhum animal 
admite mais de um dono. Se fossem permitidos animais com mais de um dono, a chave primária composta 
Nome / Nome-animal teria que ser usada. . 


Algumas vezes uma tabela separada de relacionamento náo é necessária. Na verdade, náo é necessária 
em um relacionamento um-para-um e, algumas vezes, náo é necessária em relacionamentos um-para-vários, 
tais como em nosso exemplo. 


Como Nome-animal na relação Possui é uma chave estrangeira da relação Animal, as duas relações podem ser 


combinadas (usando uma operação chamada de outer join over Nome-animal) a fim de formar a relação Ani- 
mal-Dono. 


Animal-Dono 


Nome Nome-animal Tipo-animal Raça 
Bruno da Silva Lulu Cachorro Pequinês 
Marco Antônio Cacau Gato Siamês 
Jaime Luiz Chica Cachorro Collie 
Jaime Luiz Lassie Cachorro Collie 
NULO Vanda Peixe Dourado 
Maria da Silva Ibraim Pássaro Periquito 
Jânio Rocha Tigrão Gato Pêlo-curto-brasileiro 


Esta relação Animal-Dono pode substituir ambas as relações Possui e Animal sem perda de informação. A 
relação Animal-Dono contém uma tupla com um valor nulo para o atributo Nome. Isto não viola a integridade 
da entidade porque Nome não é um componente da chave primária, apesar de ser uma chave estrangeira da 
tabela Pessoa. . 


Operacóes com Relacóes 
Podemos realizar duas орегасбе$ unárias com as relacóes: select e project. A operacáo select (seleciona) cria 
uma nova tabela composta pelas tuplas da tabela original que satisfaçam a uma certa propriedade. A operação 


project (projeta) cria uma nova tabela composta por determinadas colunas da tabela original (eliminando 
quaisquer tuplas duplicadas). 


A operação 
Select Animal-Dono where Tipo-animal = "Cachorro" giving Cachorro-Dono 


resulta na relação Cachorro-Dono abaixo: 


Cachorro-Dono 


Nome Nome-animal Tipo-animal Raça 
Bruno da Silva Lulu Cachorro Pequinês 
Jaime Luiz Chica Cachorro Collie 
Jaime Luiz Lassie Cachorro Collie 


A operação 
Project Animal-Dono over (Nome, Tipo-animal) giving Preferência 


resulta na relação Preferência a seguir: 
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Preferência 
Nome Tipo-Animal 
Bruno da Silva Cachorro 
Marco Antônio Gato 
Jaime Luiz Cachorro 
Maria da Silva Pássaro 
Jânio Rocha Gato 


(Perceba que é necessário o uso de uma chave composta neste caso porque uma pessoa pode possuir diversos 
tipos de animais.) . 


As operações select e project podem ser entendidas em termos de subconjuntos. A operação select cria 
um subconjunto de linhas que satisfaçam certas propriedades e a operação project cria um subconjunto de colunas 
que representam certos atributos. 


Escreva a tabela da relação que resulta da operação 
Project Pessoa over (Nome, Estado) giving Local . 


Se as relações forem consideradas como conjuntos de n-uplas (linhas), as operações binárias de união, 
interseção e diferença de conjuntos aplicam-se a duas relações com a mesma estrutura básica. Portanto, em 
nosso exemplo, duas tabelas que contenham informações sobre proprietários de animais e que tenha a mesma 
estrutura podem ter sua interseção avaliada a fim de produzirem uma relação com todas as 4-uplas comuns. 

Outra operação binária, join (junção), pode ser realizada em duas relações com um atributo (coluna) em 
comum. Esta operação forma, inicialmente, o produto cartesiano de todas as n-uplas (linhas) da primeira rela- 
ção com todas as k-uplas (linhas) da segunda relação. Ele vé o resultado como um conjunto de (n + k)-uplas 
e, dentre estas, seleciona o subconjunto daquelas cujo atributo em comum possua o mesmo valor, escrevendo 
o resultado como um conjunto de (n + k — D-uplas (o argumento em comum é escrito apenas uma vez). A 
operação join não é, portanto, uma operação independente, mas o resultado de um produto cartesiano seguido 
de um Select. 


A operação 
Join Pessoa and Animal-Dono over Nome giving Listagem 


gera a relação Listagem abaixo: 


Listagem 
Nome Endereço Cidade Estado Nome- Tipo- Raça 
animal animal 

Marco Antonio К. Cruz das Almas, 42 Campos RJ Cacau Gato Siamês 
Maria da Silva Ау. Sernambetiba, 456 Rio de Janeiro RJ Ibraim Pássaro Periquito 
Jaime Luiz Av. Paulista, 1498 São Paulo SP Chica Cachorro Collie 
Jaime Luiz Av. Paulista, 1498 São Paulo SP Lassie Cachorro Collie 
Bruno da Silva К. Presidente Vargas, 89 Recife PE Lulu Cachorro  Pequinés 
Jânio Rocha R. Santa Clara, 54 Manaus AM Tigrão Gato Pélo-curto 


As operações select, project e join podem ser aplicadas a várias combinações a fim de formularem pes- 
quisas que o usuário deseje realizar em um banco de dados. Por exemplo, suponha que a pesquisa seja 


Forneça os nomes de todos os gatos cujos donos morem no Rio de Janeiro. (1) 


Se as únicas relações existentes forem Pessoa e Animal-Dono, a seguinte seqüéncia de operação produzirá 
uma relação que responda a esta pergunta: 


Select Animal-Dono where Tipo-animal = "Gato" giving Tabela 1 
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Tabela 1 
Nome Nome-animal Tipo-animal Raça 
Marco Antônio Cacau Gato Siamês 
Jânio Rocha Tigrão Gato Pêlo-curto 
brasileiro 
Select Pessoa where Estado = "RJ" giving Tabela 2 
Tabela 2 
No me Endereço Cidade Estado 
Marco Antônio Rua Cruz das Almas, 42 Campos RJ 
Maria da Silva Av. Sernambetiba, 456 Rio de Janeiro RJ 
Join Tabela 2 and Tabela 1 over Nome giving Tabela 3 
Tabela 3 
Nome Endereço Cidade Estado Nome- Tipo- Raça 
animal animal 
Marco Antônio К. Cruz das Almas, 42 Campos RJ Cacau Gato Siamês 
Project Tabela 3 over Nome-animal giving Tabela-Final 
Tabela Final 
Nome-animal 
Cacau . 


A Algebra relacionai é uma linguagem teórica de banco de dados relacionais na qual as operações select, 
project e join podem ser combinadas. O comando da álgebra relacionai equivalente à seqüéncia que usamos 
para achar o nome dos gatos cujos donos moram no estado do Rio de Janeiro seria o seguinte 


project (join (select Animal-Dono where Tipo-animal = "Gato" and 
(select Pessoa where Estado = "RJ") over Nome) 
over Nome-animal giving Tabela-Final. Q) 


SQL é uma linguagem de padráo internacional para banco de dados relacionais; a pesquisa acima seria 
escrita em SQL com o comando a seguir: 


SELECT Nome-animal FROM Animal-Dono, Pessoa 

WHERE Animal-Dono. Nome = Pessoa. Nome 

AND Tipo-animal ="Gato" 

AND Estado = "RJ"; (3) 


(O comando SELECT da SQL é capaz de realizar selects, projects e joins da álgebra relacionai, como mostra- 
do no exemplo acima.) . 


Ao contrário de usar a abordagem da álgebra relacional, em que as operações select, project e join são 
usadas para processarem uma pesquisa, podemos usar a abordagem do cálculo relacionai. Nesta abordagem, 
ao invés de especificarmos as operacóes a ser realizadas a fim de processar uma pesquisa, fornecemos uma 
descrição teórica de conjuntos do resultado desejado da pesquisa. A descrição do conjunto pode envolver a 
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notação da lógica predicada; lembremo-nos de que a lógica proposicional também é chamada de cálculo pro- 
posicional, daí o nome cálculo relacionai. A álgebra relacionai e o cálculo relacionai são equivalentes em ter- 
mos do poder de expressão de cada um deles; isto é, qualquer pesquisa que possa ser formulada em uma lin- 
guagem pode ser formulada na outra. 


A expressão em cálculo relacionai para a pesquisa dos nomes dos gatos cujos donos moram no estado do Rio 
de Janeiro é 


Range of x é Animal-Dono 
Range of y é Pessoa 
(x.Nome-animal | x.Tipo-animal = “Gato” and 
exists y(y.Nome = x.Nome and y.Estado = “RJ”)) (4) 


Neste caso, "Range of x é Animal-Dono" especifica a relação da qual a upla x pode ser escolhida e "Range of 
y é Pessoa" especifica a relacáo da qual a upla y pode ser escolhida. (O uso do termo range (faixa) é infeliz. Na 
verdade estamos especificando o domínio da mesma forma que especificamos o domínio em uma interpreta- 
ção na lógica predicada — o conjunto de valores em potencial.) A notação "exists v" remonta o quantificador 
existencial (Jy). . 


As expressões (1) a (4) representam a mesma pesquisa expressa em língua inglesa, álgebra relacionai, 
SQL e cálculo relacionai, respectivamente. 


Usando as relações Pessoas e Animal-Dono, expresse a seguinte pesquisa na forma de álgebra relacionai, SQL 
e cálculo relacionai: 


Forneça os nomes de todas as cidades onde morem donos de cachorros. . 


Integridade de Bancos de Dados 


A todo momento novos dados sáo incluídos em um banco de dados, dados obsoletos sáo excluídos e altera- 
ções ou atualizações são realizadas sobre os dados já existentes. Em outras palavras, o banco de dados estará 
sujeito a operações de inclusão, exclusão e alteração. Uma operação de inclusão pode ser realizada através 
da criação de uma segunda tabela da relação com o novo dado, e realizando a união de conjuntos da tabela 
existente e a nova tabela. A exclusão pode ser executada criando-se uma segunda tabela com as tuplas a ser 
excluídas, e realizando, então, uma diferença de conjuntos que subtraia a nova tabela da tabela já existente. 
Alterações podem ser realizadas por uma exclusão (da tupla a ser alterada), seguida de uma inclusão (do novo 
conteúdo da tupla). 

Estas operações precisam ser realizadas de tal modo que a informação no banco de dados continue cor- 
reta e consistente, de forma a ser coerente com as regras do negócio. Devemos garantir as três regras de "inte- 
gridade". A integridade de dados exige que os valores de um atributo sejam realmente valores de seu domí- 
nio. Em nosso exemplo, o atributo Estado da relação Pessoa precisa ser uma abreviação de duas letras válida 
(ou o valor nulo). A integridade de entidade, como já discutimos, exige que os elementos de chaves primárias 
não sejam nulos. Está claro que estas restrições de integridade afetam as tuplas que podem ser incluídas em 
uma relação. 

A integridade referencial exige que quaisquer valores de chaves estrangeiras de outras relações ou sejam 
nulas ou tenham valores que sejam encontrados nas respectivas chaves primárias dessas relações. As restri- 
ções de integridade referencial afetam as operações de inclusão e de exclusão (e, portanto, as operações de 
alteração). Por exemplo, não podemos incluir uma tupla a Animal-Dono com um valor não-nulo para Nome 
que não exista na relação Pessoa, porque isto violaria a relação Possui como uma relação binária em Pessoa X 
Animal. Além disso, se a tupla do Bruno da Silva for excluída da relação Pessoa, então a tupla do Bruno da 
Silva deve ser excluída da relação Animal-Dono ou o valor do campo Nome "Bruno da Silva" deve ser altera- 
do para nulo (uma regra de negócio deve especificar o que deve ocorrer) a fim de que a chave estrangeira Nome 
da relação Animal-Dono não viole a integridade referencial. Isto evita a inconsistência de uma referência a 
Bruno da Silva na relação Animal-Dono quando Bruno da Silva não existir mais como "Pessoa". 


Ordenação Topológica 


A ordenação topológica e os diagramas de Hasse podem ser usados para representarem problemas de agenda- 
mento de tarefas. 


Ernane e seus irmãos gerenciam uma marcenaria, nas montanhas da Serra do Mar, que fabrica cadeiras de 
balanço com acentos de almofada. O processo de fabricação pode ser dividido em algumas tarefas, algumas 
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das quais têm como pré-requisitos outras tarefas. A tabela a seguir mostra as tarefas envolvidas na fabricação 
das cadeiras de balanço, seus pré-requisitos e o número de horas necessário para realizar cada uma: 


Tarefa Tarefas Horas 
pré- para 
requeridas realização 

1. Seleção da madeira Nenhuma 3,0 
2. Entalhamento dos arcos 1 4,0 
3. Entalhamento do acento 1 6,0 
4. Entalhamento do encosto 1 7,0 
5. Entalhamento dos braços 1 3,0 
6. Seleção do tecido Nenhuma 10 
7. Costura da almofada 2,0 
8. Montagem do acento е do encosto A 2,0 
9. Fixação dos braços 2,0 


6 

3,4 

5,8 

10. Fixação dos arcos 2,8 3,0 
11. Aplicação de verniz 9, 10 5,0 
12. Colocação da almofada 7, 11 0,5 


Podemos definir uma ordenação parcial no conjunto de tarefas por 
x X y © tarefa x = tarefa y ou tarefa x é um pré-requisito para a tarefa y 
É fácil ver que esta relação é reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Além disso, 
x < y O tarefa x é um pré-requisito para a tarefa y 


No diagrama de Hasse para esta ordenação parcial, os vértices são tarefas; incluiremos em cada vértice a infor- 
mação referente ao tempo necessário para a realização da tarefa. Além disso, como de costume, orientaremos 
o diagrama de forma que se x < y, então x está à esquerda de y ao invés de abaixo de y. Assim, todo o gráfico 
deve ser percorrido da esquerda para direita ao invés de baixo para cima. Este tipo de diagrama para agenda- 
mento de tarefas é comumente chamado de diagrama PERT (program evaluation and review technique), 
originalmente desenvolvido para nortear a construção de submarinos da marinha, mas útil para o gerencia- 
mento de qualquer projeto complexo que possa ser dividido em subtarefas. O diagrama PERT para a fabrica- 
ção de cadeiras de balanço é mostrado na Fig. 4.8, com os nomes das tarefas representados por seus números 
e com setas apontando da(s) tarefa(s) pré-requisto(s) para a(s) tarefa(s) seguinte(s). 


2(4,0) 10(3,0) 


16.0) 115.0) 


12(0,5) 
6(1,0) 7(2,0) 


Figura 4.8 * 


РЕАТЇСА 19 Construa o diagrama РЕКТ рага a construção de uma casa com a seguinte tabela de tarefas: 
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EXEMPLO 24 


Tarefa Tarefas Dias 
pré- para 
requeridas realização 

1. Aterramento do lote Nenhuma 4 
2. Fundação 1 3 
3. Construção das paredes 2 7 
4. Colocação das telhas 3 6 
5. Revestimento externo das paredes 3 4 
6. Instalação de encanamento e fiação 4,5 6 
7. Colocação de janelas e portas 3 5 
8. Revestimento interno das paredes 6 5 
9. Pintura interior 7,8 5 


Um projeto representado por um diagrama PERT precisa começar pelas tarefas representadas pelos vér- 
tices mais à esquerda do diagrama PERT e acabar nas tarefas representadas pelos vértices mais à direita do 
diagrama. Um limite superior para o tempo necessário para a realização do projeto pode ser obtido pela adição 
dos tempos de realização de cada tarefa, mas isto não leva em conta o fato de que duas tarefas podem ser re- 
alizadas paralelamente, tais como as tarefas 2 e 5 do Exemplo 23. Para obter o tempo mínimo necessário para 
realizar o projeto, podemos caminhar no diagrama, da esquerda para direita, computando o tempo mínimo 
para realização do trabalho desde o início do projeto até o término da tarefa representada pelo vértice em ques- 
tão. Se um vértice x tem diversos vértices como pré-requisitos, todos esses pré-requisitos devem estar prontos 
antes que comecemos a tarefa x; portanto devemos adicionar ao tempo necessário para a tarefa x o maior tem- 
po de realização dentre os vértices que são seus pré-requisitos. 


Vamos computar o tempo para o término de cada tarefa do Exemplo 23. 


Tarefa 1: 30 
Tarefa 2: 3.0 + 4.0 =7.0 


Tarefa 3: 3.0 + 6.0=9.0 

Tarefa 4: 3.0 + 7.0=10.0 

Tarefa 5: 3.0 + 3.0=6.0 

Tarefa 6: 10 

Tarefa 7: 10 + 2.0=3.0 

Tarefa 8: máx(tempo para terminar a tarefa 3, tempo para terminar a tarefa 4) 


+ tempo para realizar a tarefa 8 
= máx(9.0, 10.0) + 2.0 = 100 + 2.0 = 12.0 

Tarefa 9: máx(tempo para terminar a tarefa 5, tempo para terminar a tarefa 8) 
+ tempo para realizar a tarefa 9 
= máx(6.0, 12.0) + 2.0 = 120 + 20 = 14.0 

Tarefa 10: máx(tempo para terminar a tarefa 2, tempo para terminar a tarefa 8) 
+ tempo para realizar a tarefa 10 
= máx(7.0, 12.0) + 30 2 120 + 30 = 15.0 

Tarefa 11: máx(tempo para terminar a tarefa 9, tempo para terminar a tarefa 10) 
+ tempo para realizar a tarefa 11 
= máx(14.0, 15.0) + 5.0 = 15.0 + 5.0 = 20.0 

Tarefa 12: máx(tempo para terminar a tarefa 77, tempo para terminar a tarefa 11) 
+ tempo para realizar a tarefa 12 
= máx(3.0, 20.0) + 0.5 = 20.0 + 0.5= 20.5 


Portanto, o número mínimo de horas necessárias para fabricar uma cadeira de balanço é 20.5. Podemos cami- 
nhar de trás para frente, a partir do vértice 12, selecionando a cada ponto de mais de uma possibilidade o vér- 
tice que contribui com o valor máximo. Isto nos dá a segiiência de vértices 

12, 11, 10,8,4, 1 


ou, revertendo a ordem desta seqüéncia, 


1,4,8, 10, 11, 12 


PRÁTICA 20 


EXEMPLO 25 
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A soma dos tempos para realizar cada tarefa desta seqiiência é 20,5. Se qualquer dessas tarefas levar mais do 
que o tempo a ela designado originalmente para ser realizada, então o projeto todo levará mais do que 20,5 
horas para ser realizado. Esta seqüéncia de vértices é um caminho crítico ao longo do diagrama PERT — a 
realização dessas tarefas no tempo previsto é imperativa para que o projeto seja concluído sem atrasos. • 


O caminho critico em um diagrama PERT representa o menor tempo necessário para realização do pro- 
jeto todo. Se uma tarefa que não faça parte do caminho crítico leva mais do que o tempo previsto para ser 
realizada, pode ser que o caminho crítico se altere a fim de incluir essa tarefa, transformando-se, assim, no 
gargalo que dificulta o término do projeto. Em um projeto complexo, o caminho crítico precisa ser recompu- 
tado repetidamente a fim de determinar onde se deve alocar recursos a fim de adiantar o máximo possível o 
andamento do projeto. 


Calcule o tempo mínimo necessário para o término e as tarefas no caminho crítico do projeto de construção da 
casa da Prática 19. e 


Dada uma ordenação parcial,p em um conjunto finito, sempre há uma ordenação total cr que é uma ex- 
tensão de p, significando que se.x p y, então x е y. O processo de ordenação topológica encontra uma ordena- 
ção total deste tipo a partir de uma dada ordenação parcial. Isto é, na verdade, um processo de ordenação na 
medida em que os elementos terminam totalmente ordenados; mas, uma vez que os elementos precisam estar 
antes parcialmente ordenados, este é um método de ordenação muito especializado. 

Lembremo-nos de que em um conjunto finito parcialmente ordenado, um elemento é minimal se não 
tiver predecessores. Em um conjunto finito não vazio parcialmente ordenado, há pelo menos um elemento 
minimal. Para demonstrarmos isto, tomemos x como um elemento do conjunto. Se x não é minimal, então 
existe (pelo menos) um elemento v no conjunto para o qual y рх, y + x. Se у não for minimal, então existe um 
z no conjunto com z p v, z É ye assim por diante. Como o conjunto é finito, este processo não pode prosseguir 
indefinidamente, portanto algum elemento precisa ser minimal. Um elemento minimal em um diagrama de 
Hasse não possui elementos abaixo dele; um elemento minimal em um diagrama PERT não tem elementos à 
sua esquerda. 

Para construir uma ordenação topológica, tome um elemento minimal x, do conjunto finito parcialmente 
ordenado (S, р). (Se houver mais de uma possibilidade, pegue qualquer um aleatoriamente.) Agora consideremos 
o conjunto 5 — (xi); este conjunto ainda é um conjunto finito parcialmente ordenado; escolha, então, aleatoria- 
mente, um elemento minimal x, deste conjunto. Considere agora o conjunto 5 — (X;, x»), escolha aleatoriamente 
um elemento minimal x, e prossiga assim por diante, até que todos os elementos tenham sido usados. A ordenação 


XQ ОХ, Ж XQ Xu <A, 


é uma ordenação total. Para demonstrarmos que ele é uma extensão de p, suponha que x, p х. Então x; foi es- 
colhido como um elemento minimal após x; ter sido escolhido e excluído do conjunto; caso contrário, x, p x; 
significaria que x; não era minimal. Portanto, i < j e x; < x; 


Uma ordenação topológica da ordenação do Exemplo 23 é 
6, 1,7,2,3,5,4,8, 10,9, 11, 12 


Na Fig. 4.8, tanto 6 como 1 são minimais e podem ser escolhidos como primeiros elementos. Se o 6 for esco- 
Ihido e removido do conjunto então, como mostrado na Fig 4.9, o 1 e o 7 serão minimais. Se o 1 for então 
escolhido e removido da figura (Fig. 4.10), então 2, 3, 4, 5 e 7 tornam-se minimais, e qualquer deles pode ser 
o próximo escolhido. O processo continua até que todos os vértices tenham sido escolhidos. Se os irmãos de 
Emane forem para a cidade e ele ficar sozinho para montar as cadeiras de balanço, a ordenação topológica 
fornece-lhe uma ordem em que ele pode realizar as tarefas sequencialmente. 


2(4,0) 10(3.0) 


3(6,0) 


1(3.0) 
40) 


5(3,0) 
1200,5) 


12(0,5) 72,0) 
Figura 4.9 Figura 4.10 * 
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PRÁTICA 21 
PRÁTICA 22 


Encontre outra ordenação topológica para a ordenação parcial do Exemplo 23. Ы 
Encontre uma ordenação topológica рага a ordenação parcial da Prática 19. ° 


Revisão da Seção 4.2 
Técnicas 


e Operações select, project e join em um banco de dados relacionais 

e Formulação de pesquisas em banco de dados relacionais usando álgebra relacionai, SQL e cálculo relacio- 
nai 

e Construção de diagramas PERT a partir de uma tabela de tarefas 

e Obtenção do caminho crítico em um diagrama PERT 

* Realização de uma ordenação topológica em um conjunto parcialmente ordenado 


Idéias Principais 


Um banco de dados relacionais usa tabelas de relações para modelar os objetos e as relações em uma aplica- 
ção. 


As operações de banco de dados select, project e join são operações em relações (conjuntos de tuplas). 


Pesquisas em bancos de dados relacionais podem ser formuladas usando as operações select, project e join, 
comandos SQL ou notações fornecidas pela teoria de conjuntos e lógica predicada. 


Diagramas PERT são grafos de conjunto parcialmente ordenados que representam tarefas e os pré-requisitos 
para essas tarefas. 


Uma ordenação topológica estende uma ordenação topológica em um conjunto finito a uma ordenação total. 


Exercícios 4.2 


Os Exercícios 1 a 18 são relacionados à mesma aplicação. 


x1. Uma biblioteca mantém um banco de dados de seus livros. As informações sobre o autor incluem o nome 
do autor, seu país de origem e os títulos dos livros do autor. As informações referentes aos livros incluem 
o título, o número ISBN, a editora e o assunto. Os autores e os livros são as entidades da aplicação e "es- 
creve" é um relacionamento entre essas entidades. Esboce um diagrama E-R para esta aplicação. Na au- 
sência de qualquer regra de negócio, o que deve ser assumido no que tange à relação binária "escreve" 
com relação a ser um-para-um, um-para-vários etc? 

2. Admita que uma regra de negócio é que os autores são unicamente identificados por seus nomes. Isto 
muda sua resposta para a última pergunta do Exercício 1? 

3. Em um modelo relacionai do banco de dados da biblioteca existe uma relação autores, uma relação livros 
e uma relação escreve. Forneça o cabeçalho da tabela de cada uma das relações, sublinhando a chave 
primária. Justifique a escolha das chaves primárias. Qual a regra de negócio implícita (além da apresen- 
tada no Exercício 2) está por trás da escolha dos atributos do autor? 


Nos Exercícios 4 a 14, use as seguintes tabelas de relações e escreva as tabelas de relações que resultam das 
operações indicadas. 


Autor 
Nome País Título 

Dorothy King Inglaterra Jardinagem de Primavera 
Jon Nkoma Quénia Pássaros da Africa 

Won Lau China Pinturas em Porcelana 
Bert Kovalsco EUA Basquete Moderno 
Jimmy Chan China Pinturas em Porcelana 
Dorothy King Inglaterra Anuário de Outono 


Jane East EUA Jardinagem de Primavera 
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Livro 
Título ISBN Editora Assunto 
Jardinagem de Primavera 816-35421-8 Harding Natureza 
Pinturas em Porcelana 364-87547-8 Bellman Arte 
Pássaros da África 115-67813-3 Loraine Natureza 
Jardinagem de Primavera 816-89335-8 Swift-Key Natureza 
Basquete Moderno 778-53705-7 Harding Arte 
Anuário de Outono 414-88506-9 Harding Natureza 
Escreve 
Nome Título ISBN 
Jimmy Chan Pinturas em Porcelana 364-87547-8 
Dorothy King Anuário de Outono 414-88506-9 
Jane East Jardinagem de Primavera 816-89335-8 
Bert Kovalsco Basquete Moderno 778-53705-7 
Won Lau Pinturas em Porcelana 364-87547-8 
Jon Nkoma Pássaros da África 115-67813-3 
Dorothy King Jardinagem de Primavera 816-35421-8 


x4. Select Autor where País = "EUA" giving Tabela 1. 
5. Select Escreve where Nome = "Dorothy King" giving Tabela 2. 
6. Select Livro where Editora = "Bellman" or Editora = "Swift-Key" giving Tabela 3. 
7. Select Livro where Editora = "Harding" and Assunto = "Arte" giving Tabela 4. 
x8. Project Autor over (Nome, Título) giving Tabela 5. 
9. Project Autor over (Nome, País) giving Tabela 6. 
10. Project Livro over (Editora, Assunto) giving Tabela 7. 
11. Project Livro over (Título, ISBN, Assunto) giving Tabela 8. 
* 12. Join Livro and Escreve over Título and ISBN giving Tabela 9. 
13. Join Autor and Escreve over Nome and Título giving Tabela 10. 
14. O que daria errado se comandássemos um join de Autor e Livro através de Título? 


Nos Exercícios 15 a 18, de posse das tabelas de relações apresentadas acima, exprima cada pesquisa na forma 
de álgebra relacionai, SQL e cálculo relacionai. Forneça também o resultado de cada pesquisa. 


* 15. Forneça o título de todos os livros escritos por autores norte-americanos. 


- 


7. Forneça o nome de todos os autores que escreveram livros sobre natureza. 


18. Indique as editoras de todos os livros de arte cujos autores moram nos Estados Unidos. 


19. Realize uma ordenação topológica no conjunto parcialmente ordenado apresentado na figura a seguir. 
G А 
В 
Е 
H D E 


Exercício 19 
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20. As tarefas a seguir são necessárias para a montagem de uma bicicleta. Como fabricante, você deve es- 
crever uma ordem de instruções seqüenciais para o comprador seguir. Será que a ordem fornecida abai- 
xo funciona? Forneça outra segiiência que possa ser usada. 


Tarefa Tarefas pré- 
requeridas 

1. Apertar os parafusos do quadro nenhuma 
2. Fixar o guidom no quadro 1 
3. Fixar a coroa 1 
4. Montar o pneu no aro da roda nenhuma 
5. Fixar a roda no quadro 1,4 
6. Instalar o mecanismo de freio 2,3,5 
7. Colocar os pedais 6 
8. Fixar o selim 1 
9. Ajustar а altura do selim 7,8 


x21. Construa um diagrama PERT para a seguinte tabela de tarefas: 


Tarefas pré-requeridas 


E 

C,D 

A 

A 
nenhuma 
A,G 

E 

B,F 


Tempo de realização 


шатшрошю>» y 
E 


— &® го с мю ULU 


22. Construa um diagrama РЕКТ para a seguinte tabela de tarefas: 


Tarefa Tarefas pré-requeridas Tempo de realização 
1 2 4 
2 3 2 
3 8 2 
4 3 2 
3 4,7 2 
6 5 1 
7 3 3 
8 пепһита 5 


23. Calcule o tempo mínimo necessário para o término e os vértices do caminho crítico рага o problema do 
Exercício 21. 


24. Calcule o tempo mínimo necessário para o término e os vértices do caminho crítico para o problema do 
Exercício 22. 


x25. Encontre uma ordenação topológica para o problema do Exercício 21. 


26. Encontre uma ordenação topológica para o problema do Exercício 22. 


Seção 4.3 
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Funções 


Nesta seção discutiremos funções, que são casos especiais de relações binárias. Esta abordagem de funções é 
um tanto o quanto sofisticado; por isso, nossa abordagem será conduzida de forma a construir a teoria de forma 
gradativa. 


A Definição 


A palavra função é muito comum, mesmo em contextos não técnicos. Um jornal pode ter um artigo sobre o 
aumento neste ano dos salários iniciais para recém-formados. O artigo poderia dizer algo como "O aumento 
dos salários varia de acordo com a área" ou "O aumento dos salários é uma função da área". O jornal pode 
ilustrar este relacionamento de função com um gráfico como o mostrado na Fig. 4.11, que mostra que cada 
área tem um valor (representado graficamente por uma coluna) que mostra o aumento dos salários associados. 
Nenhuma área tem mais de um valor associado, mas tanto a Física quanto as Artes têm o mesmo valor, 3%. 


5,0% 
4,0% 
3,0% 
2,0% 
1,0% 
0,0% 
Engenharia Física Ciência da Artes Administração 
Computação 
Figura 4.11 


Naturalmente, também usamos funções matemáticas na álgebra e no cálculo. A equação g(x) = x? ex- 


pressa uma relação funcional entre os valores de x e os valores correspondentes que resultam da substituição, 
na equação, de x por seus valores. Portanto, um valor 2 para x tem o valor 2º = 8 associado. (Este número é 
expresso como g(2) = 8.) Analogamente, g(1) = 1? = Lg(-1)2€ D? = - 1,e assim por diante. Um único 
valor de g(x) é associado a cada valor de x. Se traçarmos esta função em um sistema de coordenadas ortogonal, 
os pontos (2, 8), (1, 1)e (- 1,-1) seriam pontos do gráfico. Se fizermos com que x tome quaisquer valores 
reais, o gráfico resultante será a curva contínua mostrada na Fig. 4.12. 


Figura 4.12 
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Aumento percentual 
dos salários 


Áreas 


Figura 4.13 


A função do exemplo dos aumentos de salários pode ser descrita da seguinte maneira: definimos o que 
é ilustrado pela Fig. 4.13, isto é, que a função sempre inicia com uma área arbitrária e que um aumento de 
salários está associado a esta área. A associação propriamente dita é descrita pelos pares ordenados ((Enge- 
nharia, 5,0%), (Física, 3,0%), (Ciência da Computação, 3,5%), (Artes, 3,096), (Administração, 4,546). 

Para o exemplos algébrico g(x) = x^, a Fig. 4.14 mostra que a função sempre começa por um número 
real dado e associa a ele um outro número real. A associação propriamente dita é descrita por [(x, e(x)) | g(x) 
= х?}, ou simplesmente g(x) = x^. Este conjunto inclui (2, 8), (1, 1), (- 1, - 1) mas, como ele é um conjunto 
infinito, não podemos listar todos seus elementos; por isso temos que descrevê-los. 

Pelos exemplos acima, podemos concluir que existem trés componentes de uma função: (1) um con- 
junto de valores iniciais, (2) um conjunto do qual os valores associados são tomados e (3) a associação propri- 
amente dita. O conjunto dos valores iniciais é chamado de domínio da função, e o conjunto com os valores 
associados é chamado de contradomínio da função. Portanto, o domínio e o contradomínio representam o elenco 
dos valores passíveis de serem usados pela função. (Esta terminologia é consistente com o uso da palavra domínio 
quando abordamos wffs predicativas na Seção 1.2, onde o domínio de uma interpretação é um conjunto dos 
valores que uma variável pode assumir e que as constantes podem representar. De forma semelhante, o domí- 
nio D; de um atributo 4; em uma relação de banco de dados, discutida na Seção 4.2, é um conjunto com os 
possíveis valores para o atributo.) 


Números reais Números reais 


Figura 4.14 


A representação de uma função arbitrária/é mostrada na Fig. 4.15. Neste caso,/é uma função de S em 
T, simbolizada por f: IS T. A associação propriamente dita é um conjunto de pares ordenados da forma (s, t) 
onde se Sete Те гё o valor de Tque a função associa ao valor s de 5; t = f(s). Portanto, a associação é um 
subconjunto de S X T (uma relação binária em S X Т). Mas a propriedade importante nesta relação é que cada 
elemento de S deve ter um, e apenas um, valor associado de T, isto é, cada s e S aparecerá exatamente uma vez 
como primeiro componente de um par ordenado (s, t). (Esta propriedade não impede que um determinado va- 
lor de T apareça mais de uma vez.) 


Domínio S Contradomínio T 


Figura 4.15 
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Agora estamos prontos para uma definição formal de função. 


Definições: Terminologias para Funções 

Sejam S e T conjuntos. Uma função (aplicação)/de Sem Tf. SR T, é um subconjunto de $ X T onde 
cada elemento de S aparece exatamente uma única vez como primeiro componente de um par ordenado. S é o 
domínio e T é o contradomínio da função. Se (s. í) pertence à função, então t é denotado por f(s); t é a imagem 
de s por f. s é a pré-imagem de t por/ e diz-se que f leva s em t. Para A C S,f(A) denota (fla) | ae A]. 


Uma função de S em T é um subconjunto de 5 X T com certas restrições sobre о que os pares ordenados 
podem conter. Por isso, nos referimos às funções como um tipo especial de relação binária. Pela definição de 
funções, relações um-para-vários (vários-para-vários) não pode ser uma função. Além disso, todo elemento de 
$ precisa ser usado como primeiro componente. 

Já falamos bastante sobre os valores dos conjuntos 5 e T, mas, como nosso exemplo de aumentos de 
salários mostra, estes valores não são necessariamente números, nem a associação precisa ser necessariamente 
uma equação. 


Quais dos itens a seguir definem funções do domínio no contradomínio indicados? Para as que não forem, 
jusfique sua resposta. 


a. SR Топе5 =Т= {1,2,3}, = ((1, 1), (2, 3), (3, 1), (2, 1)) 

. 2:2 К Z onde g é definida como g(x} = lx] (o valor absoluto de x) 

п: NR N onde h é definido por h(x) = x — 4 

. f SR Tonde Sé o conjunto de todas as pessoas em sua cidade, Té o conjunto dos números de CPF е 
f associa cada pessoa a seu número de CPF 

&: SR TondeS = (1972, 1973, 1974, 1975), Т = ($20.000, $30,000, $40.000, $50.000, $60.000), e g 
é definido pelo gráfico da Fig. 4.16. 

h: SR T onde 5 é o conjunto de todos os polinômios quadráticos em x com coeficientes inteiros, T = Z 
e h é definido por klax + bx - c) = b * c 

в. RR R onde fé definida por f(x) = 4x – 1 

h. =: NR N onde g é definida por 


^ apg 


ma 


3 = 5 
а) 73 mu . 


$60.000 
$50.000 
$40.000 
$30.000 
$20.000 


$10.000 


1972 1973 1974 1975 
Lucros da American Earthworm Corp. 


Figura 4.16 


а. Paraf. Z R Z dada por f(x) = x? qual a imagem de —4? 
b. Quais as pré-imagens de 9? * 
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EXEMPLO 26 


EXEMPLO 27 
EXEMPLO 28 


EXEMPLO 29 


EXEMPLO 30 


PRÁTICA 25 


EXEMPLO 31 


PRÁTICA 26 


Quando estudamos definições recursivas na Seção 2.3, falamos de seqüéncias, onde uma seqüéncia 5 pode ser 
escrita como 


5(1),5(2), SG), ... 
Se mudarmos a notação para 


FO), R2), FO), ... 


veremos que uma seqüéncia não é nada além de uma lista de valores de uma função/cujo domínio é o con- 
junto dos inteiros positivos. De fato, os algoritmos que construímos para calcular os valores dessas seqüéncias 
eram fungóes Pascal (functions). 

Além disso, na Seção 2.3, falamos de operações recursivas tais como a”, onde a é um número real fixo 
diferente de zero e я = 0. Isto também é simplesmente a função fin) = a”, cujo domínio é N. ° 


A definição de funções inclui funções de mais de uma variável. Podemos ter uma função f: $, X S2 X 
..X SR Teque associe a cada n-upla ordenada de elementos (s,, s. ..., $,), s; € $, um único elemento de T. 


FZXNXx(1,2)R Zé dada por fix, y, 2) =x + z. Então K-4,3, 1) = (-4y + 1 = —64 + | = –63.% 


Definimos na Seção 3.1 uma operação unária em um conjunto 5 como sendo uma operação que associa a cada 
elemento x de $ um único elemento x”, também de 5. Isto significa que operações unárias em S são funções 
com domínio e contradomínio S. Também definimos uma operação binária ° em um conjunto $ como a asso- 
ciação de um único elemento de S, denotado por x ° y a cada par (x, y) de elementos de S. Portanto, uma ope- 
ração binária em S é uma função com domínio S X S e contradomínio 5. Ы 


Ressaltemos mais uma vez: valores de domínio е de contradomínio não são necessariamente números. 


Seja S o conjunto de todas as cadeias de caracteres de tamanho finito. Então a associação que relaciona a cada 
cadeia o número de caracteres que contém é uma função de domínio S e contradomínio N (permitimos a "ca- 
deia vazia”, cujo número de caracteres é zero). . 


Qualquer wff proposicional com n letras de afirmações define uma função com domínio (V, F]" e contradomínio 
{У, Е}. O domínio consiste em todas as n-uplas de valores V-F; a cada n-upla está associado um único valor de 
V ou F. A tabela-verdade da wff nos dá a associação. Por exemplo, se a wff é A v B' , então a tabela-verdade 


A | B | B' | A VB' 
V VIF V 
УГЕ V V 
F Ү ГЕ Е 
Е Е V V 


nos diz que a imagem da dupla (F, V) por esta função é F. Se chamarmos esta função de w, então w(F, V) = Е.• 
Seja a função definida pela wff A (B ^ С”) denotada por/. Qual o valor de ДУ, V, F)? Ede fF, V, F)? + 
O Exemplo a seguir define duas funções que são frequentemente úteis na análise de algoritmos. 

A função chão Lx) associa a cada número real x o maior inteiro menor ou igual ax. A função teto [x] associa 
a cada número real x o menor inteiro maior ou igual a x. Portanto, | 2, 8] = 2, [2,8] =3,L-4,11= -5el -4, 


1] = — 4. Tanto a função chão quanto a função teto são funções de R em Z. 


a. Esboce um gráfico para a função Lx]. 
b. Esboce um gráfico para a função xl 


Partes da Definição 


Mencionamos que a definição da função/: S R T inclui trés partes — o conjunto domínio 5, o conjunto 
contradomínio Te a associação propriamente dita. Será que há necessidade de tudo isso? Por que não pode- 
mos apenas escrever uma equação tal como g(x) = x^ para definir uma função? 


PRÁTICA 27 
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A resposta mais simples é que nem todas as associações funcionais podem ser descritas por uma equa- 
ção (veja o Exemplo 29). Mas há mais motivos — vamos verificar o caso em que podemos usar uma equação 
para descrever a associação, tal como g: R R R onde g(x) = x. Tanto na álgebra como no cálculo, é comum 
dizer "consideremos a função g(x) = x^, significando que a equação é a função. Tecnicamente, no entanto, a 
equação apenas define como associar valores. 

Por outro lado, a função f. Z к К dada por f(x) = x^ não é a mesma que g. O domínio é diferente, o que 
muda o conjunto de pares ordenados. O gráfico de/U) consiste em pontos discretos (separados) (veja a Fig. 
4.17). Muitas das funções nas quais estamos interessados serão deste tipo. Em um computador digital, a infor- 
mação é processada em uma série de passos distintos (discretos). Mesmo em situações onde um valor varie 
continuamente com outro, aproximamos através de pequenos intervalos discretos, como a aproximação do 
gráfico de g(x) (Fig. 4.12) pelo gráfico de f(x) (Fig. 4.17). 

Finalmente, vejamos a função k: RR C dada por k(x) = x^. A equação e o domínio são iguais aos da 
g(x); o contradomínio é que foi aumentado, o que, no entanto, não afeta os pares ordenados. Será, porém, que 
k(x) é considerada a mesma função que g(x)? A resposta é não, mas para vermos a razão da diferença entre elas 
teremos que esperar até termos visto a propriedade sobrejetiva de funções. Então veremos que g é sobrejetiva, 
enquanto que k não o é. Por isso, não as consideraremos a mesma função. 

Em resumo, uma definição completa de uma função requer que se forneça seu domínio, seu contradomínio 
e a associação, sendo que esta última pode ser fornecida através de uma descrição verbal, um gráfico, uma 
equação ou uma coleção de pares ordenados. Suponha que estamos tentando demonstrar que duas funções 
com os mesmos domínios e contradomínios são iguais. Então precisamos mostrar que suas associações são 
iguais. Então precisamos mostrar que as associações são as mesmas. Isto pode ser feito mostrando que ambas 
as funções atuam da mesma forma em um elemento arbitrário do domínio, isto é, o levam ao mesmo elemento 
do contradomínio. 


Figura 4.17 


Sejam 5 = {1,2,3} e R = {1,4,9}. A função f: I$ T é definida por f = ((1, 1), (2, 4), (3, 9)). A função g: 
SR Té definida pela equação 


(Veja o Apéndice A para uma consulta sobre a notação de somatório.) Demonstre que f = g. ° 
Linguagens de Programação e Funções 


A maioria das linguagens de programação oferecem algumas funções intrínsecas (já prontas) e também per- 
mitem ao programador definir suas próprias funções. Por exemplo, podemos desejar usar uma função que calcule 
a média de três valores reais. O código Pascal a seguir define uma função deste tipo. 


function Média (x, y, z. real): real; 
{retorna a média dos três valores reais} 


begin {function Média} 
Média: = (x + y +2)/3.0; 
end; {function Média} 
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O cabeçalho da função contém duas das três componentes essenciais à definição de uma função. A parte 
do cabeçalho entre parênteses indica que o domínio da função consiste em qualquer tripla de valores reais. 
Para qualquer tripla dessas, a função deve produzir um único resultado. A parte do cabeçalho após os dois- 
pontos indica que o contradomínio da função consiste em todos os números reais. A função irá associar um 
valor real a qualquer tripla de valores reais. Portanto, o cabeçalho da função estabelece o domínio e o 
contradomínio da função; o corpo da função, que neste caso é composto pelo único comando 


Média: =(x + y + 2)/3.0; 


determina a associação. 

Uma classe de linguagens de programação, chamada de linguagens funcionais entende as tarefas de 
programação em termos das funções que realizarão transformações em objetos. O programa contém descri- 
ções de funções, comumente de natureza recursiva, que fornecem regras computacionais para avaliação de 
funções. Por exemplo, uma função para computar o tamanho de uma lista de itens, escrita na linguagem de 
programação funcional ML (de meta/anguage) seria algo parecido com o trecho a seguir (neste caso, uma lista 
é entendida como um único primeiro elemento ou elemento "cabeça", seguido dos demais elementos — o 
"corpo" (tail) da lista): 


fun tamanho (lista) = 
if lista = [] 
then 0 
else 1 + tamanho (tail (lista)); 


O domínio desta função é o conjunto das listas. O contradomínio (que é inferido e não é definido explicita- 
mente) é o conjunto Ñ. A associação é definida pelo corpo da função, que é uma regra computacional recur- 
siva. Se a lista for vazia, o valor de retorno da função é 0; caso contrário, a função é aplicada ao corpo da lista 
para que o tamanho do mesmo seja computado e então acrescido de 1 a fim de remontar o tamanho da lista 
original. 

Ao contrário de uma linguagem de programação procedural como Pascal, não precisamos fornecer os 
detalhes de como esta regra computacional será tratada a tempo de execução, seguindo, por exemplo, os pon- 
teiros de uma lista encadeada. Nem precisamos especificar o tipo de dados dos elementos da lista; esta função 
funcionará em listas compostas por elementos de qualquer tipo. Em particular, serviria para implementar a 
função do Exemplo 29 se a cadeia de caracteres fosse tratada como uma lista. 

De forma mais geral, independente do tipo da linguagem de programação usada, qualquer programa pode 
ser visto como uma única função que associa valores de saídas únicos a cada valor de entrada. (Pode parecer 
que a restrição de unicidade é violada se o programa se baseia, por exemplo, em sinais de interrupção ou em 
um gerador de números aleatórios, mas os valores fornecidos destas maneiras devem ser considerados parte 
da coleção de valores de entrada.) 


Propriedades das Funções 


Funções Sobrejetivas 


Sejaf: SR T uma função arbitrária com domínio S e contradomínio T (veja a Fig. 4.18). Parte da definição de 
uma função é que cada elemento de S tem uma imagem por/e que todas as imagens são elementos de 7; o 
conjunto / destas imagens é chamado de conjunto imagem da função/. Assim, f = (f(s)| se S], ou = fS). 
Obviamente / С 7; o conjunto imagem / aparece sombreado na Fig. 4.19. Se acontecer de f = T, isto é, о 
conjunto imagem ser igual ao contradomínio, a função é dita uma função sobrejetiva. 


Definição: Função Sobrejetiva 
Uma função f: S R T é uma função sobrejetiva se a imagem de f(f(S)) é igual ao contradomínio de fT). 


Domínio S Contradomínio T 


Figura 4.18 


EXEMPLO 32 


EXEMPLO 33 


PRÁTICA 28 
PRÁTICA 29 


EXEMPLO 34 


PRÁTICA 30 
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Domínio 5 Contradomínio 7 


wm c ] I AS) 


Figura 4.19 


Em toda função com imagem / e contradomínio 7, / СТ. Para mostrar que uma função é sobrejetiva, 
precisamos mostrar que T C / e, então, teremos mostrado que / = T. Precisamos mostrar, então, que um ele- 
mento arbitrário do contradomínio é um elemento da imagem, isto é, que algum elemento do domínio é levado 
nele. Por outro lado, se pudermos exibir um elemento do contradomínio que náo seja imagem de qualquer 
elemento do domínio, então teremos provado que a função não é sobrejetiva. 


A função g: R R IR definida рог g(x) = x^ é uma função sobrejetiva. Para provar isto, seja r um número real 
arbitrário e seja x = 4/7. Então x é um número real, de forma que x pertence ao domínio de g e g(x) = [Nr] 
= r. Daí, qualquer número no contradomínio é imagem por g de algum número do domínio. A função К: R E 
(C dada por k(x) = x? não é sobrejetiva. Existem diversos números complexos (i, por exemplo) que não podem 
ser obtidos pela elevação de um número real ao cubo. Portanto g e k não são as mesmas funções. . 


Seja/: © R Q definida por fix) = Зх + 2. Para verificarmos se/é sobrejetiva, seja y є ©. Desejamos um x 
e ( tal que f(x) = 3x + 2 = q. Então resolvemos esta relação para x e encontramos x = (q — 2)/3 como úni- 
co valor possível e observamos que ele também pertence а Q. Portanto, q é a. imagem de um elemento de Q 


por/e/é sobrejetiva. No entanto, a função h: Z R Q definida por h(x) = 3x + 2 não é sobrejetiva porque 
existem diversos valores de q є 1), por exemplo 0, para os quais a equação = 3x + 2 = q não tem solução 
inteira. . 


Quais das funções encontradas na Prática 23 são sobrejetivas? 


Suponha uma função f: (V, FJ" R (V, F} definida por uma wff proposicional P (veja o Exemplo 30). Sob que 
duas condições de P, /não será uma função sobrejetiva? ° 


Funções Injetivas 


A definição de funções garante que há apenas uma imagem para cada elemento do domínio. No entanto, um 
dado elemento da imagem pode ter mais de uma pré-imagem. Em nosso primeiro exemplo de função (aumen- 
tos de salários), tanto os salários dos formandos em Física quanto os dos formandos em Artes sofreram um 
aumento anual de 3%. Esta função não é injetiva (um-para-um). 


Definição: Função Injetiva (um-para-um) 
Uma função f: SE Té injetiva ou um-para-um se nenhum elemento de T for imagem por/de dois ele- 
mentos distintos de S. 


A idéia de injetividade aqui é a mesma das relações binárias discutidas na Seção 4.1, exceto que todo 
elemento de S precisa aparecer como uma primeira componente em um par ordenado (conseqüéncia da defi- 
nição de função). 

Para demonstrar que uma função é injetiva, assumimos que existem elementos s; e s; de 5 tais que f (5) 
=f(s2) e então devemos mostrar que s, =52. Para provar que uma função não é injetiva, devemos exibir um 
contra-exemplo, um elemento na imagem que tenha duas pré-imagens no domínio. 


A função g: RR R definida por g(x) = x é injetiva porque se x e y são números reais com g(x) = g(y), então 
x = y ех = у. A função: R } definida por fx) = x^ não é injetiva porque, por exemplo, Д2) =f-2) = 
4. No entanto, a função Л: N R № definida como h(x) = ж ё injetiva porque se хе у são inteiros não-negativos 
com h(x) = h(y), então x? = y^; como xey são ambos náo-negativos, х = y. . 


Quais das funções da Prática 23 são injetivas? . 
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EXEMPLO 35 


EXEMPLO 36 


A função chão e a função teto do Exemplo 31 são notoriamente não-injetivas. Isto também fica claro no grá- 
fico dessas funções (Prática 26), que tem diversas seções horizontais, indicando que diferentes valores do do- 
mínio R são levados pela função aos mesmos valores do contradomínio 7. . 


Bijecóes 


Definicáo: Funcáo Bijetiva 
Uma função f: SR Té bijetiva se for, ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva. 


A função g: RR R definida por g(x) = x° é uma bijeção. A função do item (р) da Prática 23 é uma bijegáo. A 
função fi RR R definida por f(x) = x^ não é uma bijeção (não é injetiva) e nem a função k: RR C definida 
por k(x) = x? (que não é sobrejetiva). * 


Contagem de Funções 


Suponha que S e T são conjuntos finitos, sigamos que S| = melT = n.O que podemos afirmar sobre o número 
de funções com as diversas propriedades que levam S em T Primeiro, vamos apenas contar o número de fun- 
ções f: SR T sem a restrição de gozar de qualquer propriedade. Podemos usar o Princípio da Multiplicação 
porque podemos imaginar que desejamos definir uma função atribuindo uma imagem para cada um dos т 
elementos de seu domínio. Isto nos dá uma seqüéncia de m escolhas. Cada passo tem n possibilidades, uma 
vez que todo elemento de S pode ser levado a qualquer elemento de 7: Portanto, o número de funções possí- 
veis é 


nxnxnx-xn-m" 


m fatores 


Quantas funções injetivas existem de S em Т? Precisamos ter m =й ou não poderemos ter qualquer 
função injetiva. (Todos os elementos de S devem ser levados em elementos diferentes de Te sem > n, então 
existem muitos elementos em $ para que seja possível criar uma relação um-para-um. Na verdade, este argu- 
mento é o princípio da casa do pombo.) Podemos novamente resolver este problema através de uma sequência 
de atribuições de uma imagem para cada elemento em 5, mas desta vez não poderemos mais usar qualquer 
elemento da imagem que já tenha sido usado antes. Pelo Princípio da Multiplicação, temos, como resultado, o 
produto que começa com os fatores 


n(n -1)(n-2)... 
e precisa conter um total de т fatores, portanto, o resultado é 


nn -1)(п -2)..[n -(т-1)] =n(n -l)(n -2).. (n -m +1) 


E quantas funções sobrejetivas existem de S em Т? Desta vez precisamos ter m > «a fim de que haja 
suficientes valores do domínio para fornecer pré-imagens para todos os elementos do contradomínio. Nossa 
estratégia será subtrair o número de funções que não sejam sobrejetivas do número total de funções, que já 
conhecemos. Para contar o número de funções não-sobrejetivas, usaremos o Princípio da Inclusão e Exclusão. 

Enumeremos os elementos do conjunto T como 7, ..., ty. Para cada i, 1 = < n, seja A; das funções de S 
a T que não levam nenhum elemento do domínio ao elemento f; (Estes conjuntos А-, não serão disjuntos, mas 
toda função não-sobrejetiva pertencerá a pelo menos um deles.) 


= $j- Y aa 


Ж ТЕЛ Isicjen 


+ Y posa 


= рки 


|A Ue U A, 


HIPU AnA, (1) 
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Para qualquer ¿, |А; é o número de funções que não levam nenhum elemento do domínio em f, mas não tem 
outras restrições. Pelo Princípio da Multiplicação, podemos contar o número desse tipo de funções contando 
рага cada um dos т elementos do domínio, suas n — 1 imagens possíveis. O resultado será А; = (n-1)”. 
Portanto o primeiro somatório da equação (1) soma os termos que são todos do mesmo tamanho. Existe uma 
parcela para cada conjunto individual А, dentre esses п conjuntos, de forma que existem C(n, 1) termos deste 
tipo. 

Para quaisquer í, j, A, N A, é o número de funções que não levam nenhum elemento do domínio em 1, 
nem em f, deixando n — 2 possíveis valores de imagens para os m elementos de S. Portanto, A; O A, =(n— 
2)". О segundo somatório soma, uma parcela para cada grupo distinto de dois conjuntos dentre os п, existem, 
portanto, C(n, 2) desses conjuntos. 

Um resultado semelhante vale para todas as parcelas de interseções. Se existirem К conjuntos na interse- 
ção, então existem (n — К)'" funções na interseção, e C(n, k) grupos distintos de k elementos para a interseção. 
A Equação (1) pode ser reescrita como 


A U.U AJ = Cn, D (n — 1)" — C(n, 2) (n — 2)" + Cín, 3) (n — 3)" 
=... t (— ly*'Cín, n) (n — ny" (2) 


Agora a expressão do lado esquerdo da Equação (2) representa todas as funções cujas imagens não contenham 
pelo menos um elemento de 7, isto é, todas as funções não-sobrejetivas. Se subtrairmos este número do núme- 
ro total de funções, que sabemos que é n”, teremos o número de funções sobrejetivas. Portanto, o número de 
funções sobrejetivas é 


n" — Cin, 1) (1—1)” + C(n, 2) (n — 2)" — С(п, 3) (п – 3)" 
+... + 0(= 1) С(п, и = 1) [0 — (n — D]" + (7 DyC(n, n) (n — ny 


Realizando a soma do penúltimo termo e ignorando o último termo, que vale zero, a resposta final é 


n" — C(n, 1) (a-1)"  C(n, 2) (п — 2)" — С(п, 3) (п — 3)” 
+... + (= D'C, n DAP 


Resumiremos estes resultados. 


Teorema Sobre o Número de Funções com Domínios e Contradomínios Finitos 
Se |S} = m e|T| = n, então 


1. O número de funções f: S R T é n". 
2. O número de funções injetivas f: S R T, assumindo que m = n, é 


3. O número de funções sobrejetivas f: SR T, assumindo que m = n é 


n" - Cn 1) (n - 1)" + C(n, 2) (n - 2" - Cn 3) (n - 3)" 
+... + (C D*C(nna - Da)” 


EXEMPLO 37 Sejam 5 = fA, B, C] e T= (a, bj. Encontre o número de funções de S em T. 


Neste exemplo, m = 3 e n = 2. Por nosso teorema sobre o número de funções, existem 
2? - C2, DA = 8-2.1=6 


deste tipo. . 


PRÁTICA 31 


Uma das seis funções sobrejetivas dq Exemplo 37 pode ser representada como mostrado a seguir: 


a 


B 
[RN 
C 


Desenhe os diagramas para as cinco demais funções. 
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PRÁTICA 32 


EXEMPLO 38 


Conjuntos Equivalentes 


Definições: Conjuntos Equivalentes e Cardinalidade 
Um conjunto S é equivalente ao conjunto T se existir uma bijegáo F: S R T. Dois conjuntos que são equi- 
valentes têm a mesma cardinalidade. 


Se S é equivalente a T, então todos os elementos de S e Trelacionam-se por meio de f através de uma 
correspondência injetiva. Se S e T são conjuntos finitos, esta correspondência só pode ocorrer se S e Ttêm o 
mesmo nümero de elementos. Em conjuntos infinitos, a idéia de tamanho do conjunto torna-se um pouco mais 
confusa, pois algumas vezes podemos provar que um determinado conjunto é equivalente ou assemelha-se a 
um conjunto menor. А cardinalidade é a extensão apropriada do conceito de tamanho (número de elementos) 
de um conjunto para conjuntos infinitos. 


Descreva uma bijegáo f: Z R N, mostrando, assim, que Z é equivalente a N (que Z e N têm a mesma 
cardinalidade) a despeito de N C Z. * 


Se encontrarmos uma bijeção entre um conjunto Se N, teremos estabelecido uma correspondência um- 
para-um entre os elementos de S e os inteiros não-negativos. Podemos nos referir aos elementos de S, de 
acordo com esta correspondência, escrevendo sy рага o valor de 5 associado a 0, s, para o valor de 5 associado 
a 1, e assim por diante. Desta forma, a lista 


So, Si, $5 .. 


inclui todos os elementos de S. Uma vez que esta lista constitui uma enumeração de S, S é um conjunto denu- 
merável. Reciprocamente, se S é denumerável, então existe uma lista dos elementos de S que pode ser usada 
para definir uma bijegáo entre < e №. Portanto, um conjunto é denumerável se, e somente se, é equivalente а №. 
Para conjuntos finitos, sabemos que S tem n elementos, então 9S) tem 2" elementos. Naturalmente, 2" 
^ n e, portanto, náo podemos encontrar uma bijecáo entre um conjunto com n elementos e um conjunto com 2" 
elementos. Portanto, 5 e (5) não são equivalentes. Este resultado também é válido para conjuntos infinitos. 


Teorema de Cantor 
Para qualquer conjunto S, Se P(S) não são equivalentes. 


Demonstração: Realizaremos uma demonstração por contradição. Admita que 5 е P(S) são equivalentes. Seja 
fa bijeção entre S e (5). Para qualquer elemento s de S, As) é um elemento de XS), de forma que Д5) é um 
conjunto que contém alguns elementos de 5 e possivelmente contém o próprio s. Definamos agora um con- 
junto X = {x € $| x e Дх)}. Como X é um subconjunto de S, ele é um elemento de P(S) e, portanto, precisa ser 
igual a Ду) para algum y e S. Então y pode ser ou não um elemento de X. Se y e X, então, pela definição de X, 
y € Ду), mas como Ду) = X, y € X. Por outro lado, se y є X, então, uma vez que X = fly), v e Ду) e, pela 
definição de X, y € X. Em ambos os casos, chegamos a uma contradição, e nossa hipótese inicial estava errada. 
Portanto, 5 e P(S) nào são equivalentes. 


A demonstracáo do teorema de Cantor depende da natureza do conjunto X, que foi cuidadosamente cons- 
truído para causar a contradição necessária. Neste ponto, esta demonstração é semelhante ao método de 
diagonalização (Exemplo 27 do Cap. 3) usado para demonstrar a existência de um conjunto não-enumerável 
de números. Na verdade, a existência de um conjunto incontável pode ser demonstrada diretamente a partir do 
teorema de Cantor. 


O conjunto N é, obviamente, um conjunto denumerável. Pelo teorema de Cantor, P(N) não é equivalente а № 
e, portanto, não é um conjunto denumerável, uma vez que é claramente um conjunto infinito. . 


Composição de Funções 


Suponha que/e g são funções com f: SR Тее: TR U. Então, para qualquer s e S,f(s) é um elemento de T, 
que também é domínio de g. Portanto, a função g pode ser aplicada a fs). O resultado é g(f(s)), um elemento 
de U; veja a Fig. 4.20. Na verdade, tomar um elemento arbitrário s de S, aplicar a função fe então aplicar a 
função g a/(.s) é a mesma coisa que associar um único elemento de U a s. Resumindo, criamos uma função $ 
R U, chamada de composta de/e g e denotada por g » f. 


PRÁTICA 33 


PRÁTICA 34 
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же 


Figura 4.20 


Definição: Função Composta 
SeafSR Тев: TR U. Então a função composta, g > fé uma função de 5 em U definida рог (g ° f) (s) 
= g(As). 


Perceba que a função g » fé aplicada da direita para a esquerda, isto é, f é aplicada primeiro, e então 
aplica-se a função g. 

O diagrama da Fig. 4.21 ilustra a definição da função composta. Os vértices indicam os domínios e 
contradomínios das três funções. O diagrama diz que começando com um elemento em S, se seguirmos pelo 
caminho g » f ou pelo caminho/e depois pelo caminho g, obteremos o mesmo elemento de U. Diagramas que 
ilustram que caminhos alternativos geram os mesmos resultados são chamados de diagramas comutativos. 


T 
| 
U 


Sejaf RR R definida por f(x) = x. Seja g: RR R definida por g(x) = Lx]. 


$——————- 


Figura 4.21 


a. Qual o valor de (g » f) (2.3)? 
b. Qual o valor de (fo g) (2.3)? е 


A Prática 33 nos mostra que a ordem da composição de funções é importante, o que não deve ser surpre- 
sa. Se formos escrever um programa de computador para realizar a composição de funções, geralmente preci- 
saremos de um comando de atribuição para computar cada função. Trocar a ordem da composição trocaria a 
ordem dos dois comandos do programa o que quase sempre altera o resultado do programa. 

A composição de funções preserva as propriedades de sobrejeção e injeção. Novamente, sejam f: 8 T 
eg: TR U, mas vamos supor que tanto f quanto g são funções sobrejetivas. Então a função composta g » f 
também é sobrejetiva. Lembre-se de que g ° f: SR U, então devemos pegar um elemento arbitrário и є Ù e 
mostrar que ele tem uma pré-imagem por g ° fem S. Como g é sobrejetiva, existe f e T tal que g(t) = u. E, como 

fé sobrejetiva, existe s e Stal que/(.v) = t. Então (ge A(s) = g(f(s)) = g(t) = ue go fé uma função sobrejetiva. 


Seiamf: SR Гер: TR Ueassumamos que tanto f quanto g são funções injetivas. Demonstre que g о fé uma 
função injetiva. (Dica: Assuma que (g ° f) (s) = (g ° D (5,).) * 


Nós demonstramos o teorema abaixo. 


Teorema sobre Composição de Bijeções 
A composição de duas bijeções é uma bijeção. 


Funções de Permutação 


O teorema de composição de duas bijeções refere-se à função composta quando ela existe, isto é, quando os 
domínios e contradomínios permitem a criação de uma função composta. Naturalmente, isto não é problema 
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PRÁTICA 35 


PRÁTICA 36 


se apenas um conjunto estiver envolvido, isto é, se estivermos lidando apenas com funções de um conjunto A 
no próprio conjunto 4. 


Definição: Pormutações de um-Conjunto -.. s 
Dado um conjunto А, 5, = = (РА A ef é uma bijegáo].. 3,6 БОЙЫ, icon de todas as bijeções ts 
portanto, sobrejeções) do conjunto 4 nele mesmo; as funções deste ро são Chamadas de permutações de 4.' 


Nosso teorema de composição de bijeções diz que se criarmos uma função composta usando dois ele- 
mentos de S4, obtemos um (único) elemento de $4; portanto, a composição de funções é uma operação binária 
no conjunto Sa. 

Na Seção 3.4 descrevemos uma permutação de objetos em um conjunto como sendo um arranjo ordena- 
do desses objetos. De forma semelhante, as funções de permutação representam arranjos ordenados de objetos 
no domínio. SeA = (1, 2, 3, 4), uma função de permutação de A é dada por f = {(1, 2), (2, 3) (3, 1),(4,4)]. 
Podemos ainda descrever a função/na forma de uma matriz, listando os elementos do domínio em uma linha 
e, diretamente abaixo, as imagens desses elementos por/. Portanto, 


(234 
Fo 


A linha de baixo é um arranjo ordenado dos objetos da linha de cima. 
Notação Cíclica 


Uma maneira mais abreviada de descrever a permutação/mostrada acima na forma matricial é usar a notação 
cíclica e escrever f = (1, 2, 3) — que deve ser entendida como f leva cada elemento ao elemento escrito a sua 
direita, exceto pelo último elemento que é levado no primeiro elemento e todos os elementos que não são lis- 
tados são levados neles mesmos. Desta forma, todos os ciclos (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) representam f. 


a. Seja A = (1,2, 3, 4, 5) efe Sa dada, na forma matricial, por 


" 12345 
{42351 
Escreva/em sua forma cíclica. 


b. Seja A = {1, 2, 3, 4, 5} e seja g e S, dada na forma cíclica por g = (2, 4, 5, 3). Escreva g em sua forma 
matricial. . 


Se fe g são elementos de 5, para algum conjunto A, então g efe 5, e o efeito de g » fem qualquer elemen- 
to de А é determinado pela aplicação da função f seguida da função g. Se fe g são ciclos, então g ° f também 
será considerada um ciclo. Se A = (1, 2, 3,4} ef ge S, são dadas por f = (1, 2, 3) e g = (2, 3, então g ° f = 
(2,3) ° (1,2, 3). Para o elemento ! de A, 1 > 2 por fe 2 > 3 por g, de forma que 1 > 3 por g ° f. Analogamente, 
2 — 3 por fe 3 > 2 por g, de modo que 2 > 2 por g ° f. Se verificarmos o que acontece com o 3 e 04, veremos 
que g ° f = (1, 3). Mas, se tivéssemos computado f > g, teríamos obtido (1, 2). (Já sabemos que a ordem é 
relevante na composição de funções.) Se, no entanto, f e g forem elementos de S,, e fe g forem ciclos disjun- 
tos — ciclos que não têm elementos em comum — , então fog = go f. 


Seja A = [ 1,2, 3, 4, 5) e sejam fe g elementos de S4. Encontre g ° fe f» g para os seguintes casos: 


a. f = (5, 2, 3); g = (3,4, 1). Escreva as respostas em notação cíclica. 
b. f= (1, 2, 3, 4); g = (3, 2, 4, 5). Escreva as respostas em suas formas matriciais. 
c. f = (1, 3); g = (2, 5). Escreva as respostas em suas formas matriciais. . 


Novamente, seja A = (1, 2, 3, 4) e consideremos o ciclo fe S, dado por f= (1,2). Se computarmos fe 

f= (1,2)? (1, 2), veremos que cada elemento de A é levado nele mesmo. А permutação que leva cada elemen- 

to nele mesmo, isto é, que deixa todos os elementos inalterados, é chamada de permutacáo identidade ou 
função identidade de A, denotada por i4. 

Se A é um conjunto infinito, nem toda permutação de A pode ser escrita como um ciclo. E, mesmo quando 

A é finito, nem toda permutação de A pode ser escrita como um ciclo; por exemplo, a permutação g ° f da 
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Prática 36(b) não pode ser escrita como um ciclo. No entanto, toda permutação em um conjunto finito pode ser 
escrita como a composição de um ou mais ciclos disjuntos. A permutação 


12345 
42513 


da Prática 36(b) é (1, 4) ° (3, 5) ou (3, 5) e (1, 4). 


Escreva 
123456 
245136 
como uma composição de ciclos disjuntos. . 


Permutações sem Pontos Fixos 


Dentre as permutações de 4, algumas levam alguns elementos de A neles mesmos. Estes elementos são cha- 
mados de pontos fixos da permutação. Por outro lado, a permutação pode misturar os elementos de А de tal 
forma que nenhum elemento seja levado nele mesmo. Uma permutação em um conjunto que não leve qual- 
quer elemento nele mesmo é chamada de permutação sem ponto fixo. 


A permutação/em А = (1, 2, 3, 4, 5} é dada, em sua forma matricial, por 


12 345 
2. $.4 13 
é uma permutacáo sem pontos fixos. Os elementos de $4 que possuem pontos fixos, se escritos na forma cícli- 


ca ou como composição de ciclos, terão pelo menos um elemento de A não-listado. Portanto, g € S, definida 
por g = (1, 4) ° (3,5) leva 2 nele mesmo е, por isso, g não é uma permutacáo sem pontos fixos. . 


Vamos contar o número de permutações sem pontos fixos no conjunto A com A| = n. Nossa estratégia 
é semelhante à usada para a contagem de funções sobrejetivas. Usaremos o Princípio da Inclusão e Exclusão 
para calcular o número de permutações que têm pontos fixos e então subtrair este número do número total de 
funções de permutações. 

Enumeremos os elementos do conjunto A como ај, a5 ..., an. Para cada i, 1 = i = n, seja A; o conjunto de 
todas as permutações em que a; for um ponto fixo. (Estes conjuntos não são disjuntos, mas todas as permutações 
que têm pontos fixos pertencem a pelo menos um deles.) Pelo Princípio da Inclusão e Exclusão, podemos escrever 


Av--uA|l- Sll- EX la E X A 
' | A d ЕЕЕ А, ISi<j<k<n NANA, 

—...+(— DIA П... ПА, (3) 
Para qualquer i, A, é o número de permutações nas quais a, é um ponto fixo. Pelo Princípio da Multiplicação, 


podemos contar o número de elementos dessas funções contando para cada um dos n elementos do domínio, 
começando por a, suas possíveis imagens. Existe apenas uma opção de escolha para a imagem de a; porque 
ele é um ponto fixo e, como tal, deve ser levado nele mesmo; o próximo elemento pode ser levado em qualquer 
outro elemento, exceto а», portanto, existem n — 1 possibilidades; o elemento seguinte pode ser levado em 
qualquer elemento, exceto as duas imagens já usadas, de forma que existem n — 2 possibilidades para sua 
escolha, e assim por diante. Continuando assim, teremos 


(D(n- D(n- 2 ..(D = (n- D! 


elementos em А; para cada a; Assim, o primeiro somatório da Equação (3) agrupa as parcelas referentes a con- 
juntos do mesmo tamanho. O número dessas parcelas é igual ao número de maneiras de se escolher um con- 
junto A-, dentre n conjuntos, ou seja, C(n, 1). 
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No segundo somatório, as parcelas contam o número de permutações de n elementos que mantenham 
dois desses elementos fixos. Existem 


funções em cada A, N А, dadas e C(n, 2) maneiras de escolher os dois conjuntos dentre os n. Em geral, se 
existem k conjuntos na interseção, então k elementos precisam ser mantidos fixos, de forma que existem (n — 
k)! funções no conjunto interseção, e C(n, k) maneiras de escolher os k conjuntos da interseção. Portanto, a 
equação (3) torna-se 


A,U ...U А, = Cn, D(n — D! — Cin, 2) (a — 2)! + C(n, 3) (n — 3)! 
— ..  (— Dy"! Cin, n) (n — n)! 


Esta expressão representa todas as permutações que têm pontos fixos. Subtraímos este número total de fun- 
ções de permutações, que é т: 


n! — Cin, 1) (a — D! + C(n,2) (n — 2)! — C(n, 3) (n – 3)! 
+... +(— Ut С(п, п) (n — n)! 


Simplificando, obtemos 


1 ! ! ! 
cafe e МЕ +( ip 
п 21 3 n! 


EXEMPLO 40 Paran = 3, a equação (4) diz que o número de permutações sem pontos fixos é 


ESTES E 
Apra) 3-373217 


Essas duas permutações são, em suas formas matriciais 


123 123 ; 
EA EZ 
Funções Inversas 


Existe mais uma propriedade importante das funções bijetivas. Seja f: S — Tuma bijeção. Como fé sobrejetiva, 
todo г є T tem pré-imagem em 5. Como fé injetiva, esta pré-imagem é única. Podemos, então, associar a cada 
elemento t de 7 um único elemento de s e 5 tal que Ks) = t. Esta associação descreve uma função g, g: T= S. 
A Fig. 4.22 ilustra as relações entre fe g. Os domínios e contradomínios de g e f são tais que podemos formar 
tanto g of. 5 S, quanto f° g: T— T. Sese S, então (ро) (s) = g(f(s)) = g(t) = s. Portanto, g с f leva cada 
elemento de < nele mesmo. Logo g ° f = is, a função identidade em S. 


PRÁTICA 38 Mostre que f° g = is. | 


Acabamos de ver que se f é uma bijeção, f: S — T, então existe uma função g: T— 5 com ge = һе 
fog = ii, А recíproca também é verdadeira. Para demonstrar a recíproca, suponha f: 5 — T e que exista g: T 
— $ (ај перо ѓе і, еў ° g8 = i} Podemos demonstrar que fé uma bijegáo. Para mostrar que fé sobrejetiva, 
seja te T. Então 1 = Р) = (f° g) (0 = K(g(). Como g: T S, g(t) e Se g(t) é a pré-imagem de r por f. Para 
mostrar que fé injetiva, suponha que f(s,) = f(s;). Então g(As) = gAs) e le ef) (s) = (2 ° f) (5.), acarretando 
iXs) = £(s;) ou s, = 5. Portanto, fé uma bijeção. 
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Figura 4.22 


Definição: Função Inversa 
Seja fuma função, f. S — T. Se existir uma função g: T— S tal que g ° f = i;e f° g = ir então g é chamada 
de função inversa de fe denotada por f '. 


Nós já demonstramos o seguinte teorema. 


Teorema sobre Bijeções e Funções Inversas 
Seja f: S — T. Então f é uma bijeção se, e somente se, f”! existe. 


De fato, fomos um tanto o quanto relaxados ao falar da função inversa de f O que mostramos é que, se 
f é uma bijeção, isto equivale dizer que/tem uma função inversa. Mas é fácil ver que existe apenas uma fun- 
ção inversa. Quando desejamos demonstrar que algo é único, a técnica corriqueira é assumir que exis- 
tem duas ocorrências diferentes dele, e então obter uma contradição. Suponha, então, que /tem duas nn 
ções inversas, f^, e fl (a existência de qualquer uma das inversas implica que fé uma bijeção). Tanto f7! 
quanto f”, são funções de T em S; se não forem a mesma função, então precisam ter comportamentos di- 
ferentes em algum lugar. Admita que existe um г є T tal que f|! (r) = f5'(t). Como/é injetiva, então 


АА | (0)« ls › (r)). ou ainda (fo у) (fof №). Mas tanto fo fr! quanto fo f;! são ir então 
t + t, o que é uma contradição. Justificamos, portanto, o uso do artigo definido ao dizermos a função i inversa 


de/. Se/for uma bijeção, e, portanto f^! existir, então/é a função inversa de f!; portanto f! é também uma 
bijeção. 


FR — R dada por f(x) = Зх + 4 é uma bijeção. Descreva f '. 


Ordem de Grandeza de Funções! 


A ordem de grandeza é um modo de comparar a taxa de crescimento" de diferentes funções. Já sabemos, por 
exemplo, que se computarmos f(x) =x e g(x) = x? para valores cada vez maiores de x, os valores de g serão 
maiores que os valores de f Esta diferença na taxa de crescimento não pode ser superada simplesmente mul- 
tiplicando-se os valores de/por uma constante; independentemente do quáo grande seja o valor da constante, 
os valores de g superarão, após algum ponto, os valores de f. Nossa experiência nos mostra que as funções/e 
g t&m taxas de crescimento com comportamentos completamente diversos. A fim de caracterizar esta diferen- 
ca, definiremos uma relação binária entre as funções. 

Seja S o conjunto de todas as funções cujos domínios e contradomínios são os números reais n&o-nega- 
tivos. Podemos definir uma relação binária em S por 


fpg €» existem constantes positivas ny c; e c; tais que, para todo x > ny c,g(x) = f(x) = cog(x) 
1 


Sejam fe g funções em S onde fix) = 3х” e g(x) = 2001” + 140x + 7. Seja n = 2,с = ec, = 1. Então, 
рага x = 2, 100 
l 
in — (200x? + 140x + 7) 3x? = (1)(200х? + 140x +7) 


A autora adotou a nomenclatura "Ordem de Grandeza" para denotar o que mais freqüentemente se chama de ordem de crescimento ou domínio assintótico 
do crescimento. Como mantivemos a nomenclatura usada no original, é importante que o leitor não confunda o termo aqui usado com seu significado conven- 
cional, que consiste no uso de potências de 10 para exprimir um número estimado. (N. do T.) 
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PRÁTICA 42 


ou 


20° + 1.4х + 0.07 = 3x = 2008 + 140x + 7 (5) 
Portanto/ p g. ^ 


a. Verifique a inequacáo (5) para os seguintes valores de x: 2, 3, 4, 5. (Use uma calculadora). 

b. No Exemplo 41, no, poderia ter o valor 1 se cı e c? permanecessem os mesmos? 

c. Encontre um conjunto diferente para os três valores no, c; e cz que também sirvam para mostrar que fı p 
g no Exemplo 41. 


A relação p é uma relação de equivalência em S. Por exemplo, para demonstrar que f p f, podemos tomar 
no = сү = С = 1 e termos 


DR) = РО) = (1) Дл) 


a. Demonstre que p é simétrica. 
b. Demonstre que p é transitiva. 


Dado que p é uma relação de equivalência, ela particiona S em classes de equivalência. Se festá na mesma 
classe de equivalência que g, então dizemos que/tem a mesma ordem de grandeza que g, denotado por f= Gg). 
(A notação f= O(g) é usada amiúde, apesar de, tecnicamente, esta "notação О" ter um significado técnico diferen- 
te.) Devido à simetria, podemos também dizer que g tem a mesma ordem de grandeza de fe escrever g = (f). (A 
notação f= O(g) constitui um erro indevido do símbolo de igualdade, porque O(g) não é uma função idéntica a f. 
Trata-se apenas de uma forma abreviada de dizer que fe [g] segundo a relação de equivalência p definida acima.) 


Definição: Ordem de Grandeza 
Sejam fe g funções dos reais não-negativos nos reais não-negativos, Então f tem a mesma ordem de grandeza 
que g, escrito como f = Ө (g), se existirem constantes positivas no, c, € c; tais que para x = n, 01800) = Дх) = ogia 


Normalmente, tentamos encontrar o representante mais simples de uma classe de equivalência. Portanto, 
para as funções f e g do Exemplo 41, poderíamos dizer que f — (x?) e g = (x). A ordem de grandeza de um polinó- 
mio é sempre o termo de maior grau; os termos de menor grau e os coeficientes podem ser ignorados. Isto nào nos 
surpreende, uma vez que para valores grandes de x, o termo com maior grau é o que mais contribui para o resultado. 


Prove (encontrando as constantes apropriadas que satisfaçam à definição de ordem de grandeza) que f = (x?) 
eg = O(x”) para as funções f e g do Exemplo 41. * 


A fim de termos uma compreensáo mais intuitiva do significado do que essas classes de equivaléncia signi- 
ficam, tracaremos alguns gráficos. Seja h(x) є S, onde h(x) = x^. A Fig. 4.23 mostra o gráfico de h(x). Suponha 
agora que multiplicamos os valores de л pelas duas constantes c, = 3 е c, = 2. As funções cih(x) e c>h(x) são 
mostradas com linhas tracejadas na Fig. 4.24. Essas linhas tracejadas formam uma espécie de envelope em torno 
dos valores de h(x), que esbogam a mesma forma de h(x). Alterar os valores das constantes altera o tamanho deste 
envelope, mas não sua forma básica. Se A;(x)é uma função com h; = O(h), então existe uma constante positiva no 
e algum envelope em torno de л tal que, para todos os valores do domínio à direita de no, os valores de h; estão 
todos dentro deste envelope, como mostrado na Fig. 4.25. Portanto, os valores de h; não podem afastar-se muito 
dos valores de Л. As funções h; e h têm, grosso modo, a mesma forma — elas têm a mesma ordem de grandeza. 


h(x) = х? 
о ¡2(x) 


Figura 4.23 Figura 4.24 
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Figura 4.25 


Seja Дх) = x e h(x) = xX. A Fig. 4.26 mostra que, para as constantes c, = $e с, = 2, f logo fica abaixo do 
envelope. Reduzindo a constante c, (o que abaixa a aresta inferior do envelope) apenas se adia o problema. 
Formalmente, podemos fazer uma demonstração por contradição para mostrarmos que f nào é G(x?). Suponha 
f = G(x?). Então existem constantes n, e c, com cx? < f(x) para x 2 no. Mas isto implica que cx” € x ou сух 
= 1 oux « l/c, para todo x = ny. Como c, é fixo, podemos sempre escolher x suficientemente grande para que 
x > l/c,, o que é uma contradição. Portanto, f(x) = x não é O(x?). 


Figura 4.26 s 


A ordem de grandeza das funções é importante na análise de algoritmos. Ao analisarmos um algoritmo, 
identificamos as tarefas importantes que o algoritmo deve realizar. Em geral, o número dessas tarefas depende 
do tamanho da entrada. Por exemplo, a busca em uma lista de n elementos ou a ordenação de uma lista de n 
elementos requerem mais trabalho à medida que n cresce. Tipicamente podemos representar ao tamanho da 
entrada como um inteiro não-negativo, de forma que as funções que exprimem a quantidade de trabalho são 
funções cujo domínio é N. Veremos na Seção 2.4 que uma busca seqüencial em n elementos requer n compa- 
rações no pior caso, enquanto que uma busca binaria requer 1 + log n comparações no pior caso (admitindo 
que n é uma potência de 2). Ao invés de computar a função exata da quantidade de trabalho necessário, é mais 
fácil e freqüentemente válido contentarmo-nos com a informação acerca de sua ordem de grandeza. A busca 
seqüencial é ©(л) e a busca binaria é G(log n). As ordens de grandeza, quando usadas em conjunto com a 
análise de algoritmos, são chamadas de classes de complexidade. 

Podemos compor uma hierarquia de classes de complexidade. Por exemplo, a classe (Mn) é uma ordem 
de grandeza menor do que ®(n?), porque funções que sãdMúevitavelmente, em algum momento, se tor- 
nam inferiores a funções Ө(и?). Além disso, a c 1 Өбоғ в) é uma ordem de grandeza menor do que O(n) 
(veja o Exercício 49 ao final desta seção) de modo que a busca binária é uma melhoria, em termos de ordem de 
grandeza, da busca seqüencial. 

Podemos desenvolver uma espécie de aritmética para as classes de complexidade. Por exemplo, se /\(л) 
= ne fn) = п?, então a função (f, + /,) (п) = fin) + Bl) = n + п? = OG?). Em geral, se f = Og) ef = 
O(g), então f, + f, = O (máx(g,, 8,)) (veja o Exercício 45). Quando expressa de forma abreviada, esta aritmé- 
tica nos leva a equações bastante bizarras, como (n) + O(n?) = OGÉ) ou (m) + On?) = Or). 
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Para verificarmos o efeito da ordem de grandeza na execução de algoritmos, suponhamos que temos 
os algoritmos A e A' para realizar a mesma tarefa e que suas complexidades têm diferentes ordens de grande- 
za, digamos que A é Ө(п) e A' é O(n?). Ainda que cada passo do algoritmo tome apenas 0,0001 segundo, es- 
sa diferença vai afetar o tempo total de execução do programa à medida que n cresça. As duas primeiras linhas 
da Tabela 4.1 fornecem os tempos totais de processamento de A е А' para diversos tamanhos da entrada. Su- 
ponha agora que exista um terceiro algoritmo А” cuja complexidade não é dada por um polinômio, mas por 
uma função exponencial, digamos 2”. Os tempos para a execução de A” são mostrados na terceira linha da 
Tabela 4.1. 

Perceba que o caso exponencial cresce em uma velocidade incrível! Ainda que assumamos que cada 
passo computacional tome muito menos tempo do que 0,0001 segundo, a taxa de crescimento relativo entre as 
funções polinomial e exponencial continuará a seguir este mesmo comportamento. Devido ao crescimento exa- 
gerado, os algoritmos que não são de ordem polinomial ou inferior não são geralmente úteis para valores de n. 
De fato, problemas para os quais não existem algoritmos de complexidade polinomial ou inferior são chama- 
dos de intratáveis. 

Algumas vezes, algoritmos cuja complexidade é maior do que polinomial no pior dos casos podem 
ser eficientes para entradas de dados "médias" — e úteis. Não obstante, na tentativa de aumentar a eficiên- 
cia, devemos sempre nos questionar se há um algoritmo diferente cuja complexidade seja de uma or- 
dem de grandeza menor antes de nos preocuparmos com os detalhes de ajuste fino de determinado algo- 


ritmo. 
Tempo Total de Processamento 
Tamanho da Entrada n 
Algoritmo Ordem 10 50 100 
А п 0,001 segundo 0,005 segundo 0,01 segundo 
A' n? 0,01 segundo 0,25 segundo 1 segundo 
A" 2 0,1024 segundo 3.570 anos 4 X 10!º séculos 


Tabela 4.1 


Revisão da Seção 4.3 


Técnicas 


* Determinar se uma dada relação é uma função 

* Determinar se uma função é injetiva e sobrejetiva 

* Contar o número de funções, de funções injetivas e de funções sobrejetivas de um conjunto finito em 
outro 

* Encontrar a imagem de um elemento por uma composição de funções 

e Escrever permutações de um conjunto de forma matricial ou cíclica 

* Contar o número de permutações sem pontos fixos de um conjunto finito 

* Determinar se duas funções têm a mesma ordem de grandeza 


Idéias Principais 

O conceito de função, principalmente funções bijetivas, é extremamente importante. 
A composição de funções preserva a bijetividade. 

Permutações são bijeções de um conjunto nele próprio. 

A função inversa de uma bijeção também é uma bijeção. 


As funções podem ser agrupadas em classes de equivalências de acordo com suas ordens de grandeza, que é 
uma medida de sua taxa de crescimento. 
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Exercícios 4.3 


*l. A figura a seguir representa uma função. 


Exercício 1 


a. Qual seu domínio? Qual seu contradomínio? Qual o conjunto imagem? 
b. Qual a imagem de 5? E de 8? 

с. Quais as pré-imagens de 9? 

d. Esta função é sobrejetiva? É injetiva? 


2. A figura a seguir ilustra várias relações binárias em R X R. Quais são funções? Dentre as que são fun- 
ções, quais as sobrejetivas? E quais as injetivas? 


LA | 
PRI 
7^ 


(c) (d) 


Exercício 2 


3. Usando a notação f(x) = 2x — 1 para descrever a associação da função, escreva um conjunto de pares 
ordenados para os casos do contradomínio ser R e 
a. o domínio ser $ = (0, 1,2] 
b. o domínio ser 5 = (1,2,4,5] 


c. o domínio ser $ = 7, 1,5) 
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x4. Se f. Z — 2 é definida por f(x) = 3x, encontre RA) para 
a. A = {1,3,5} 
b. A= {х xeZe(dy)(veZex=2y)) 


5. Seja 5 = {0, 2,4,6) e T= {1,3,5,7 }. Determine se cada um dos conjuntos de pares ordenados a seguir 
é ou não uma função com domínio $ e contradomínio T. Em cada caso afirmativo, indique se a função é 
injetiva e/ou sobrejetiva. 

a. ((0,2), (2, 4), (4, 6), (6,0)) 

b. {(6, 3), (2,1), (0,3), (4, 5)) 

c. (2,3, (4, 7), (0,1), (6, 5)) 

d. {0, 1), (4, 5), (6, 3)) 

e. ((6,1), (0,3), (4, 1),(0, 7), (2, 5) 


6. Apresente a função inversa para cada bijeção do Exercício 5. 


7. Quais dos itens a seguir representam funções? Quais funções são injetivas? Quais são sobrejetivas? Apre- 
sente a função inversa para as funções bijetivas. 
xa. f. Z — N, onde fé definida por f(x) = x? + 1 
*b. 2: N > Q, onde g é definida por g(x) = 1/x 
же. h: Z X № — Q, onde h é definida por A(z, n) = z/(n + 1) 
xd. f: (1,2,3) > (p, д, r}, onde f = {(1, 4), (2,1), (3, p)) 
xe. g: № N, onde g é dada por g(x) = 2: 
xf. h: К — К, onde л é definida por h(x, y) = (у + l, x + 1) 
g. f Z — №, onde fé definida por f(x, y) = x? + 2y? 


h. g: R — R, onde g é definida por g(x) = Vx +1 
і А: № — N, onde A é dada por (x, y, 2) = х +y— z 


8. Sejam S = fa, b,c,d} e T= [x, y, 2). 
a. Apresente um exemplo de função de $ em T' que não seja nem sobrejetiva nem injetiva. 
b. Apresente um exemplo de função de 5 em Т que seja sobrejetiva, mas não seja injetiva. 
c. E possível encontrar uma função de S em T que seja injetiva? 


9. O que podemos dizer sobre x se lx ) = х} 
10. Demonstre que Lx] == [—х]. 


k+1 
2 


x11. Demonstre que se 2< n < , então k = | log n | ek+1= [log nl (Neste caso, log n significa log, n.) 


12. Demonstre que | log n | +1= [log (n + 1) 1. (Neste caso, log n significa log;n.)(Dica: Seja 2 = n = 2**!.) 


13. Sejam 5 um conjunto e A um subconjunto de 5. A função característica de A é uma função сд: S — (0, 
1) com c(x) = 1 apenas quando x e A. 
a. Seja $ = (1,2,3,4, 5] eA = (1, 3, 5). Apresente os pares ordenados que compõem c,. 
b. Demonstre que para qualquer conjunto < e quaisquer subconjuntos А e B de S, c, y (x) = Сах) * св(2). 
c. Verifique se é verdade que, para qualquer conjunto S e quaisquer subconjuntos A e B de S, с, (x) = 
с.х) + сь(х). Prove ou dé um contra-exemplo. 


14. A função de Ackerman, que leva Nº em N é uma função que cresce muito rapidamente. Ela é dada por 


А(О, у) = 1 para todos os y e N 

A(1,0) = 2 

A(x, 0) = х + 2 рагах > 2 

А(х + 1,y 1) = А(А(х, y + 1),у) para todos x e №, y e №. 


а. Encontre uma equação f(x) que descreva А(х, 1) para todo x = 1. 
b. Encontre uma equação g(x) que descreva A(x, 2) para todo x = 1. 
c. Calcule o valor de A(4, 3). 


*15. Sejam S= (2,4, 6, 8}е T= {1,5,7}. 
a. Encontre o número de funções de S em T. 
b. Encontre o número de funções sobrejetivas de Sem Т. 


16. 


17. 


* 18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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Sejam S = (P, Q, R} e T = {k, Lmnj. 
a. Encontre o número de funções de S em T. 
b. Encontre o número de funções injetivas de S em T. 


a. Para ¡S| = 2, 3 e 4, respectivamente, use o teorema sobre o número de funções para mostrar que o 
número de funções injetivas de S em S é igual ao número de funções sobrejetivas de S em S. 

b. Argumente que рага |Sj = n,f: S — S é injetiva se, e somente se, 5 é sobrejetiva. 

c. Encontre um conjunto infinito 5 e uma função f: 5 — S tal que f seja injetiva, mas não seja sobrejetiva. 

d. Encontre um conjunto infinito $ e uma função f: S — S tal que f seja sobrejetiva, mas não seja injetiva. 


Seja |$ = n. Encontre: 

O número de funções de S em S 

. O número de funções injetivas de Sem S 

O número de funções sobrejetivas de S em S (veja o Exercício 17) 

. O número de permutações de S sobre S 

O número de permutações sem pontos fixos de Sem S 

Ordene os valores obtidos nos itens (a) a (e) do menor para o maior, e explique por que esta ordena- 
ção é razoável. 


њоро cep 


a. O projeto de desenvolvimento de um sistema precisa que cinco tarefas sejam atribuídas a Maria, João 
e Solange. De quantas maneiras esta distribuição pode ser feita de forma que todos os três envolvidos 
se encarreguem de pelo menos uma tarefa? 

b. De quantas maneiras as tarefas podem ser divididas se Maria precisar encarregar-se do desenvolvi- 
mento do plano de teste, que é uma das cinco tarefas, mas ainda puder acumular outra tarefa? (Dica: 
Considere separadamente os casos em que Maria acumula e não acumula outra tarefa.) 


Demonstre que S(m, n), o número de maneiras de particionar um conjunto em п blocos, é igual a 1/n! 
vezes o número de funções sobrejetivas de um conjunto com т elementos em um conjunto com 7 ele- 
mentos. (Dica: Compare o Exercício 19 acima com o Exercício 43 da Seção 4.1.) 


Seja f uma função, f: S => T. 
a. Mostre que para todos os subconjuntos A e B de S, KA N B) C ДА) N AB). 
b. Mostre que ДА N B) = AA) N ДВ) para todos os subconjuntos de S se, e somente se, fé injetiva. 


Pela definição de uma função f de S em T, f é um subconjunto de 5 X T, onde a imagem de todo s e $ por 
f é determinada de forma ünica pela segunda componente do par ordenado (s, t) em f. Consideremos 
agora uma relação p qualquer em S X T. A relação pé um subconjunto de 5 X Т no qual alguns elemen- 
tos de S podem aparecer mais de uma vez. Podemos entender p como uma função não-determinística 
de um subconjunto de Sem T. Um s є 5 que não apareça como primeiro elemento de qualquer par orde- 
nado representa um elemento fora do domínio de p. Para um elemento s e $ que apareça uma ou mais 
vezes como primeira componente, p pode escolher para imagem de s qualquer uma das segundas com- 
ponentes associadas a s pelos pares ordenados. 
Seja 5 = {1,2,3}, T = fa, b, c} e U = (m, n, о, pj. Seja p uma relação binária em 5 X Te q uma 
relação binária em T X U definidas por 


p = {(1, а), (1, b), (2, b), (2, с), (3, с)} 
a = {(a, т), (a, о), (a, p), (b, n), (b, р), (с, 0)) 


Imaginando р € т como funções não-determinísticas de $ em Te Tem U, respectivamente, podemos 
formar a composição o ° p, uma função não-determinística de S em U. 

a. Qual o conjunto de possíveis imagens de 1 por g р? 

b. Qual o conjunto de possíveis imagens de 2 por o %p: E de 3? 


Seja © uma coleção de conjuntos, e defina uma operação binária рет € da seguinte maneira: Para S, Т 
€ €, Sp T O "5 é equivalente a T" Mostre que p é uma relação de equivalência em €, 


Agrupe os conjuntos a seguir em classes de equivalência, segundo a relação de equivalência do Exercí- 
cio 23: 
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25; 


*26. 


2T. 


28. 


x29. 


30. 


31. 


x32. 


33. 


E=9 (1,2) 
F=0Q* 


Sejam S= f1,2, 3, 4), T= [1,2,3,4,5,6) e U = (6,7, 8,9, 10}. Sejam ainda f= ((1, 2), (2, 4), (3, 
3), (4, 6)) uma função de Sem Te g = ((1,7), (2, 6), (3,9), (4, 7), (5, 8), (6, 9)} uma função de Tem U. 
Escreva os pares ordenados da função g ?f. 


Seja/: N — N definida por fix) = x + 1. Seja g: N — N definida por g(x) = 3x. Calcule o seguinte: 


‚ (220 (5) 
. (о я) (5) 
(82000 
. (Ро а) (х) 
(Fo f (x) 
(вов) (x) 


рар ор 


a. Seja f R — Z definida por f(x) = Lx]. Seja g: Z — № definida por g(x) = х2. Quanto vale (g ° f) 
(—4,7)? 

b. Seja fuma função que leve o conjunto de todos os livros em inteiros de tal forma que f atribua а cada 
livro o número da última página. Seja g: Z — Z dada por g(x) = 2x. Quanto vale (g » f) (este livro)? 

с. Seja f uma função que leve cadeia de caracteres alfabéticos e espaços em branco em cadeias de carac- 
teres apenas com consoantes, de forma que f remove qualquer vogal ou espaço em branco da cadeia 
original. Seja g uma função que leve cadeias de consoantes em inteiros, associando a cada cadeia de 
consoantes o número de caracteres que contém. Quanto vale (g » f) (abraham lincoln)? 


As funções a seguir são aplicações de R em R. Forneça equações que descrevam as funções compostas 
gofefo g para cada item: 

a. fa) = бх, g(x)= 2x 

b. Дх) = » — 1y2, ГР 4x? 

с. Дх) = [xl toe 


SejaA = (1, 2, 3, 4, 5). Escreva cada uma das permutações de A de forma cíclica: 


(12345 
LE q.s 3:2 


b.f= [(1,4), (2, 5), (3, 2), (4, 3), (5,1)) 


SejaA = (а, b, c, d]. Escreva cada uma das permutações de А a seguir na forma de matriz: 
a.f= ((a, c), (b, b), (c d), (d, a)] 

b.f- [cab] 

c.f= (d,b,a] 

df = (a, b)? (b, d) ? (c, a) 


Seja A qualquer conjunto e $4 o conjunto de todas as permutações de A. Sejam f, g, he S,. Demonstre 
que as funções йо (g ° f) e (ho g) ° f são iguais, mostrando assim que podemos escrever h o g ° f sem o uso 
de parénteses. 


Encontre as composições dos seguintes ciclos que representam permutações em A = (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 

8}. Escreva sua resposta como uma composição de um ou mais ciclos disjuntos. 

а. (1,3,4) (5, 1,2) 

b. 2,7,8)º (1,2,4,6,8) 

с. (1,3,4) 0 (5,6) > (2,3,5) o (6, 1) (Pelo Exercício 31, podemos omitir os parênteses para indicação de 
grupamento.) 

а. (2,7, 1,3) + (2,8,7,5) ° (4,2, 1,8) 


A "pilha" é uma estrutura de armazenamento de dados cuja operação é muito parecida com uma pilha 
de pratos na pia de um restaurante. Todos os locais de armazenamento comecam vazios. Um elemento 
de dado é incluído no topo da pilha através da instrução "push", que "empurra" todos os itens já empi- 
lhados uma posição para baixo a fim de abrir espaço para ele. Apenas o elemento no topo da pilha pode 
ser acessado a qualquer momento, e ele pode ser examinado e removido da pilha através da instrução 


" " 


рор 


34. 


35. 


x36. 


37. 


x38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
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Consideremos cadeias de inteiros que tenham um nümero par de caracteres de tamanho e onde a 
metade dos caracteres sáo inteiros positivos e a outra metade sáo zeros. Processaremos essas cadeias 
através de um armazenamento na forma de pilha como a seguir: à medida que lermos da esquerda para 
direita, aplicamos a instrução push a qualquer caracter diferente de zero. Caracteres zero causam a ins- 
trução pop na pilha e a impressão do elemento recuperado por esta instrução. Portanto, o processamento 
da cadeia 12030040 resulta na saída 2314, enquanto que o processamento da cadeia 12304000 resulta 
na saída 3421. (Uma cadeia como 10020340 não pode ser tratada por este procedimento porque não 
podemos efetuar pop de dois elementos da pilha enquanto esta contiver apenas um.) Tanto 2314 quanto 
3421 podem ser expressos como permutações, 


12 34 1234 
Ои 
по conjunto А = {1,2,3,4}. 
а. Qual permutação de А = (1, 2, 3,4) é gerada pela aplicação deste procedimento à cadeia 12003400? 
b. Apresente uma permutação de A = (1, 2, 3, 4) que não possa ser gerada a partir de qualquer cadeia 
onde os dígitos 1, 2, 3 e 4 apareçam nesta ordem, independentemente da posição em que os zeros 
sejam colocados. 
Sejam f: § — e g: Т ә U funções. 
a. Prove que se g º fé injetiva, então/também o é. 
b. Prove que se g º fé sobrejetiva, então g também o é. 
c. Apresente um exemplo onde g ° f seja injetiva sem que g seja injetiva. 
d. Apresente um exemplo onde g » f seja sobrejetiva sem que f seja sobrejetiva. 


Seja 5 = (a, b, c, dj. Quantos elementos tem 54? Quantos desses elementos são permutações sem pon- 
tos fixos? Escreva todas as permutações sem pontos fixos na forma matricial. 


Em uma turma de programação com sete alunos, o instrutor deseja que cada aluno modifique o progra- 
ma de uma aula anterior. Mas nenhum deles pode alterar seu próprio programa. De quantas maneiras o 
instrutor pode distribuir os programas entre os alunos? 


Procure, em um livro de cálculo, a representação de e” por séries de Maclaurin. 

. Use a resposta do item (a) para encontrar uma representação por séries para e”. 

Use uma calculadora para calcular um valor aproximado para e”. 

‚ De que forma as respostas dos itens (b) e (с) podem nos ajudar a achar o número aproximado de 
permutações sem pontos fixos de n objetos quando n for muito grande, digamos n = 10? (Dica: Veja 
equação (4) desta seção.) 

e. Aplique esta abordagem ao Exercício 36 e compare os resultados. 

f. Quantas permutações sem pontos fixos existem, aproximadamente, para 10 objetos? 


po cs 


Para cada uma das seguintes bijeções f: IR — R, encontre f'. 
a. f(x) 2 2.x 

b. fx) = x 

c. f(x) = (x + 4) /3 


a. Seja fuma função Ё $ — T. Se existir uma função g: T — S tal que g ° f = i, então g é chamada de 
inversa à esquerda de f Mostre que f tem uma inversa à esquerda se, e somente se, f for injetiva. 

b. Seja fuma função f: S — T. Se existir uma função g; T — S tal que g ° f = in então g é chamada de 
inversa à direita de f Mostre que f tem uma inversa à direita se, e somente se, f for sobrejetiva. 

c. Seja f: Ni — № dada por f (x) = 3x. Então f é injetiva. Encontre duas inversas à esquerda diferentes 
para f 


Sejam fe g bijeções, f: 5 — T e g: T— U. Então f e g^! existem. Além disso, g ° fé uma bijeção de S 
em U. Mostre que (ge) ! -f'og'!. 


Seja f uma função, f. S — T. 
а. Defina uma relação binária p em $ por x p y & Дх) = Ду). Prove que p é uma relação de equivalência. 
b. Para $ = T = Z e fx) = Зх, qual a classe de equivalência [4] sob a relação do item (a)? 


Demonstre, exibindo constantes que satisfaçam à definição de ordem de grandeza, que f =0(g) se Ax) 
=xeg(x) = 17х+1. 
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Seção 4.4 


43. Demonstre exibindo constantes que satisfaçam à definição de ordem de grandeza, que f=O(g) se f(x) = 
Зх? -7x e g(x) = х0. 


44. Vimos nesta seção que h, = Ө(л) implica que a partir de algum ponto, h; está contido em um "envelo- 
pe” de Л. Será que este envelope pode estar totalmente acima ou totalmente abaixo de Л? Explique. 

45. Demonstre que se f, é uma função que é O(g,) e f; é uma função que é G(g,), então a função f; + р, 
definida por (f, + f) О) = Л) + f(x) é (máx (gi, 22), onde (máx(gi, 8) (х) = máx (giG), 82/09). 


Os Exercícios 46 a 50 exigem uma certa familiaridade com algumas idéias do cálculo. 
Como alternativa à definição de ordem de grandeza, um teste de limite pode ser usado para demonstrar 


que f = O(g): 
f(x) _ 


f= O(g)se lim ——- =p , onde p é um número real positivo 
хэ» g(x) 


Portanto, 2x? + 7 = O(x?), porque 


-2 


24 244. 
Wd cepi =} 


хә?» x? хә 1 
ж46. Use o teste de limite para fazer o Exercício 42 novamente. 
47. Use o teste de limite para fazer o Exercício 43 novamente. 


Se lim, ,,, f(x) = eo е lim,_,.. g(x) = œ e/e g são funções diferenciáveis, então a regra de L'Hospital diz 


que 


então a classe de complexidade Of) tem ordem de grandeza menor do que a classe O(g). 


*48. Use o segundo teste de limite acima para demonstrar que a classe Ө(х) tem ordem de grandeza menor do 
que a classe G(x?). 


49. Use o segundo teste de limite acima para demonstrar que a classe (log x) tem ordem de grandeza menor 
do que a classe Ox). 


50. Use ambos os testes de limite para agrupar as fungóes a seguir em classes de complexidade, e ordene 
estas classes: 


x, 4x, log x, à, x log x, 20° + x, e”, 
(log х)?, In x (i.e., log, x), х? + log x 


Matrizes 


Terminologia 


Uma matriz é uma disposicáo retangular de dados, normalmente numéricos. Por exemplo, A pode ser uma 
matriz onde 


A 1 04 
3 —6 8 
Neste caso, A tem duas linhas e três colunas. As dimensões da matriz são o número de linhas e colunas que a 
compõem; portanto, A é uma matriz 2X 3. 


EXEMPLO 43 


PRÁTICA 43 


EXEMPLO 44 


EXEMPLO 45 


EXEMPLO 46 
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Os elementos da matriz A são denotados por aj; onde i é o número da linha ej o número da coluna do 
elemento. Na matriz A acima, аз; = 8 pois 8 é o elemento da segunda linha, terceira coluna de A. 
Seja 


15 70 
B=|-5 1 9 4 
30-42 


Então B é uma matriz 3 X4 com ру; = 0, р = 1 ерз = 3. M 


Na matriz 


14 -6 8 
А = 
e m 


quais são os elementos a23, a»4 e аз? . 


Em uma matriz, a posição de seus elementos é importante. Portanto, para que duas matrizes sejam iguais, 
elas devem ter as mesmas dimensões e os mesmos elementos nos mesmos lugares. 


Sejam 
x 4 3 4 
X-|l y| Y=|1 6 
z 0 2 w 
Se X = Y, então x = jy =6,z=2ew=0Q. . 


Freqiientemente estaremos interessados em matrizes quadradas, nas quais o número de linhas é igual ao 
número de colunas. Se A é uma matriz quadrada n X n, então os elementos a;;,42>, ..., Am formam a diagonal 
principal da matriz. Se os elementos correspondentes ao imaginarmos a matriz dobrada ao longo de sua dia- 
gonal principal forem iguais, então a matriz é considerada simétrica. Em uma matriz simétrica, a; = aj 


A matriz quadrada 3 x 3 
157 
А=|5 0 2 
7 2 6 
é simétrica. A parte triangular superior (acima da diagonal principal) é uma reflexão da parte triangular infe- 


rior. Perceba que, por exemplo, a»; = ар = 5. . 


Matrizes sáo úteis para representarem qualquer tipo de dado que se encaixe em forma tabular. 


Temperaturas médias de cada més em trés diferentes cidades podem ser arrumadas de forma conveniente em 
uma matriz 3 X 12: 


Cidade) J F M A M J J А 5 О N D 


P 23 26 38 47 58 71 18 Ep 069. 59 39 33 
Q 14 21 33 38 44 51 61 59 49 38 25 21 
R 35 46 54 67] 78 86 91 94 89 75 62 BM 


Um modo mais geral de representar arranjos de dados são os arrays. Os arrays são arranjos «-dimensi- 
onais de dados, onde n pode ser qualquer inteiro positivo. Se n = 1, então os dados são arrumados ao longo de 
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EXEMPLO 47 


EXEMPLO 48 


PRÁTICA 44 


uma única linha, que é, portanto, uma lista ou uma seqüéncia finita de elementos. Se n = 2, o array é uma 
matriz. Se n = 3, podemos representar o array como diversas camadas de matrizes bidimensionais. Para n > 
3 podemos tratar formalmente os elementos do array, mas não conseguimos visualizar o arranjo. А estrutura 
de dados para arrays é oferecida pela maioria das linguagens de programação de alto nível; geralmente o nú- 
mero de elementos de cada dimensão do array deve ser explicitamente definido no programa. O array X do 
Exemplo 44 poderia ser declarado como um array 3 X2 — um array bidimensional (uma matriz) com três 
elementos em uma dimensão e 2 elementos na outra (isto é, três linhas e duas colunas). 


Operações de Matrizes 


Definiremos quatro operações aritméticas de matrizes cujos elementos sejam numéricos. A primeira envolve 
multiplicação de uma matriz por um escalar, um único número real. Simplesmente multiplicamos cada ele- 
mento da matriz pelo escalar e obtemos uma matriz com as mesmas dimensões que a matriz original. Esta 
operação é chamada de multiplicação por escalar. 


O resultado da multiplicação da matriz 


ГЕ 1 4 5 
(d6 -3 2 
pelo escalar r = 3 é 
3 12 15 
3A = . 
18 -9 6 


A adição de duas matrizes A e В só é definida quando A e В têm as mesmas dimensões; neste caso, ela 
consiste apenas na soma dos elementos correspondentes. Formalmente, se А e В são ambas matrizes n X т, 
então С = А + В é uma matriz п X т cujos elementos são 


Para 
13 6 0 -2 8 
А = 0 4| B=|1 2 
—4 5 2 


A+B=| 3 5 s 
—2 8 
Para r = 2, 
1 7 4 0 
A=|-3 4| B=| 9 2 
5 © —1 4 
encontre гА + В. . 


A subtração de matrizes é definida por A — В = A + (— DB. 
Em uma matriz nula todos os elementos são 0. Se somarmos uma matriz nula п X m, denotada por O a 
qualquer matriz n X m A, o resultado será a própria matriz A. Podemos representar isto pela equagáo matricial 


O+A=A 
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Esta equação é verdadeira devido a uma equação semelhante que vale para todos os elementos individualmen- 
te, O + aj; = aj, Outras equações matriciais são verdadeiras devido às equações semelhantes que são verdadei- 
ras para cada um de seus elementos individualmente. 


Se A e В sáo matrizes n X m e r e s são escalares, as equações matriciais a seguir são verdadeiras: 


О+А=А 
А+В=В+А 
(A+B+C=A+(B+C) 
r(A + B) = rA + rB 
(т + 5)А = ГА + sA 
r(sA) = (rs)A 


Para demonstrar que A + В = В + A, por exemplo, é suficiente notar que a; + ру = Бу + aj; para cada 
elemento das matrizes A e B. ° 


Poderíamos esperar que na multiplicação de matrizes, os elementos fossem simplesmente multiplica- 
dos individualmente com seus correspondentes. No entanto, esta definição não é tão simples. A definição da mul- 
tiplicação de matrizes é baseada no uso de matrizes pela Matemática para representar funções chamadas trans- 
formações lineares, que levam pontos de espaços «-dimensionais em pontos de espaços m-dimensionais. Ape- 
sar de não usarmos a multiplicação de matrizes para este fim, usaremos esta operação da forma convencional. 

Para calcular A vezes B, A . B, o número de colunas de A deve ser igual ao número de linhas de B. Desta 
forma, podemos calcular A . B se A for uma matriz n X m e B for uma matriz m X p. O resultado é uma matriz 
n X p. Uma entrada na linha i, coluna j de A . B é obtida multiplicando-se os elementos da linha i de A pelos 
elementos correspondentes da coluna j de B e somando-se os resultados. Formalmente, A . B = C, onde 


m 
cj = у arbiy 
k=! 


Seja 


53 

2 43 

A= B=|2 2 
4 -1 2 

6 5 


A é uma matriz 2 X 3 e B é uma matriz 3X2, então o produto А. В existe e é uma matriz С de dimensões 2 
X 2. Para encontrar o elemento су, multiplicamos os elementos da linha 1 de A aos elementos corresponden- 
tes da coluna 1 de B e somamos os resultados: 


2(5) + 4(2) + 3(6) = 10 + 8 + 18 = 36 


3 
36 — 
2| 2|= 
4 -1 2 = — 
6) 5 


O Elemento су; é obtido pela multiplicação dos elementos da linha 1 de A com os elementos correspondentes 
da coluna 2 de B e somamos os resultados: 


5 (3 
36 29 
4 =) 2 
O produto completo é 


5 3 


2 4 3 
2 

4 —12 
6 


tA N 
Ш 


36 29 
30 20 
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PRÁTICA 45 


EXEMPLO 51 


PRÁTICA 46 


Encontre A. Be B. À para 


E ] 4 B- 3 6 
6-2] B4 
Na Prática 45, vimos que ainda que A e B tenham dimensões tais que tanto A * B quanto B * A estejam 
definidas, A * B nào é necessariamente igual a B * A. Existem, no entanto, diversas equagóes matriciais envol- 


vendo multiplicações que são verdadeiras. 


Se А, В е С são matrizes com as dimensões apropriadas, as seguintes equações matriciais são verdadeiras (a 
notação A(B * C) é a abreviação de A . (B . C)): 


A(B С)= (A. B)C 
А(В+С)=А В+А C 
(A+B) С= А С+В C 


Verificar essas equações matriciais para dimensões particulares é simples, ainda que seja um trabalho 
tedioso. . 


A matriz n X п com 1 s na diagonal principal e Os nas demais posições é chamada de matriz identidade 
e denotada por I. Se multiplicarmos I por qualquer matriz n X п A, obteremos A como resultado. Vale, por- 
tanto, a equação 


ТА  A.I-A 


го а а» 
I- А = 
01 в ау; 


Verifique que IS A=AcI=A . 


Seja 


É fácil escrever um algoritmo para multiplicação de matrizes a partir da definição. Uma versão em pseu- 
docódigo do algoritmo é mostrada a seguir, onde a notação com colchetes A/i, j] indica o elemento aij. 


Algoritmo MultiplicaçõoMatrizes 


procedure MultiplicaçãoMatrizes (A, B array; var C: array); 
(calcula А. B para A matriz n X m e B matriz m X p, armazena 
o resultado em C] 


begin 
for i: = 1 ton do 
for j: = 1 to p do 
begin 
CfijJ:=0; 
for К: = 1 to m do 
e Clijl: = C[ij] -A[Gk] *B[kj]; 
end; 
escreve o produto da matriz C 
end; 


Os passos computacionais realizados neste algoritmo são multiplicações e adições; uma multiplicação e uma 
adição são realizadas sempre que a linha (*) é executada. A linha (*) está dentro do loop mais interno de três 
loops aninhados e é executada npm vezes. (Apesar de isto ser óbvio, pode ser justificado pelo Princípio da 
Multiplicação como o número de possibilidades de se escolher os valores dos índices i, j e К.) Se A e В são 
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ambas matrizes n X n, então são necessárias (nº) multiplicações e @(л*) adições. A quantidade total de tra- 
balho é, portanto, O(m) + Ө(п?) = O(m). 

Dada a definição de multiplicação de matrizes, é difícil ver como podemos evitar algoritmos Ө(и?) para 
calcular o produto de duas matrizes n X n, mas uma abordagem mais profunda (que não realizaremos aqui) 
permite este tipo de melhoria. 


Matrizes Booleanas 


No próximo capítulo, estaremos interessados em matrizes apenas com Os e Is como elementos, chamadas 
matrizes booleanas (em homenagem a George Boole, um matemático inglês do século XIX; Boole também 
cedeu seu nome à álgebra booleana, que será vista mais adiante neste livro). Podemos definir uma operação 
de multiplicação de matrizes booleanas A X B, usando multiplicações e adições booleanas no lugar das mul- 
tiplicação e adição tradicionais. Essas operações são definidas da seguinte maneira: 


Multiplicação booleana: — x ^ y = mín(x, y) 
Adição booleana: X V y = máx(x у) 


Preencha as tabelas a seguir com os resultados da multiplicação e adição booleanas: 


х|у\х ^ y х|у\х v y 

l1 1 11 1 

10 110 

0| 1 0| 1 

01 0 010 * 


Tome as tabelas da Prática 49 e substitua os Is por У е os Os por F. Elas tornam-se as tabelas-verdade 
para a conjunção e disjunção, respectivamente; por isso, essas operações são frequentemente chamadas de е 
booleano (e lógico) e ou booleano (ou lógico). (Mencionamos essas operações no Cap. 3 como uma forma de 
se realizar a união e a interseção de conjuntos representados como vetores de bits.) 

A operação de multiplicação das matrizes booleanas A X B (para matrizes booleanas com as dimen- 
sões apropriadas) é então definida como 


Podemos ainda definir dois análogos à adição convencional de matrizes (para matrizes booleanas de 
mesmas dimensões): A ^ B, onde os elementos correspondentes são combinados através da multiplicação bo- 
oleana e А \/ В, onde os elementos correspondentes são combinados através da adição booleana. 


Sejam A e B matrizes booleanas, 


1 1 0 100 
А=|0 1 0| В=|1 1 1 
001 0 0 1] 
Entáo 
100 1 1 0 
AAB=|0 1 O| AvB=|1 1 1 
0 01 0 0 1 
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No Exemplo 52, А ХВ = А + B? Ы 
Calcule В x А no Exemplo 52. Ы 
Revisão da Seção 4.4 

Técnicas 


Ы Soma, subtração, multiplicação e realização de multiplicação por escalar de matrizes. 
e Realização de e, ou e multiplicação de matrizes booleanas 


Idéias Principais 
As matrizes são arranjos retangulares de dados que são usados para representar informações de forma tabular. 


As matrizes têm sua própria aritmética, com operações de adição, subtração, multiplicação e multiplicação 
por escalares. 


Matrizes booleanas podem ser manipuladas através de operações de e, ou e multiplicagóes booleanas. 
Exercícios 4.4 


ж 1. Para a matriz 


A=| 3 0 
—4 1 


quais os elementos аре azı? 
2. Encontre x e y se 


гө: d 


*3. Encontre x, y, zew se 


х+у 2x-3y| | 4 -7 
z-w z+2w| |-6 6 


4. Se A é uma matriz simétrica, encontre u, v ew: 


2 w u 
А=|7 0 v 
1—3 4 
Nos Exercícios 5 a 18, ser = 3, 5 = —2, sabendo que 
2.1] 4 1 2 
A=|-1 0| В=6 -1 5 
3 4 1 32 
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Calcule os itens a seguir (quando possível): 
*5. A« D 


6. A-D 


*9. A + rD 

10. B - rC 
11. r(A + D) 
12. r(sC) 
*13. B* D 

14 D.C 

15. AC 

16 CA 
*17.C 2C*C 
18. В.А +р 


Nos Exercícios 19 a 22 sejam 


їр Ле 
2 5 2 -l 2 —2 
19. Calcule A. Be B. A. 

20. Calcule A (B.C) e (A . B)C. 

*21. Calcule A (B + OeA.B * A.C. 


22. Calcule (A + В)СедА • С = B.C. 


23. Para 


БО 


encontre xe y tis que A . B = В.А. 


24. a. Demonstre que P = / para qualquer matriz identidade 7. 
b. Demonstre que /" = I para qualquer matriz identidade / e qualquer inteiro positivo n. 


25. Uma matriz n X n A é inversível se existir uma matriz n X n B tal que А.В = В.А = I. Neste caso, 
B é chamada a inversa de A. 
Жа. Mostre que para 
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А,*В=В*А=1[. 


*b. Mostre que 


26. 


x27. 


28. 


29. 


*30. 


31. 


32. 


x33. 


34. 


1 2 
А = 

2 4 
não é inversível. 
c. Mostre que 


а а 
А = 
ай dy 


ё inversível e sua inversa é 


1 аз Ay 
== 255. 
41 47 70,505 | 05 a 


se, e somente se, 4,4), — 41,4), É 0. 


A transposta A” de uma matriz A é obtida trocando-se suas linhas e colunas. Portanto, se denotamos о 
elemento na í-ésima linha, j-ésima coluna de A por A(I, j), então Al(i, j) = A(j, i). 
a. Encontre A! para 


1 34 
А = 
l -2 | 


‚ Demonstre que se A é uma matriz quadrada, então A é simétrica se, e somente se, AT = А. 
. Prove que (AP)! = A. 

. Prove que (A + В)” = AT 4 BF. 

. Prove que (A . B)! =B". A", 


ooo c 


Encontre duas matrizes 2 X 2A e B tais que A. B = 0 mas A + Oc B 7 0. 
Encontre três matrizes 2 X 2A, B e C tais que A. C = В.С, mas A + B. 


Se A e B são matrizes n X n, é sempre verdade que (A + By =A?+2 (A.B)+ B?? Isto sempre será 
verdadeiro? 


Para 


encontre AAB,AyB,A ХВеВ X A. 
A equação A y В = A AB pode ser verdadeira? Em caso afirmativo, quando? 
Demonstre que AyB=ByAeAAB=BNA. 


. Al Zu PP x 2 4 4 

Demonstre que se uma matriz quadrada A de elementos numéricos é simétrica, entáo A” também o é, 
2 

onde А“ = А.А. 


Demonstre que A . A! é simétrica para qualquer matriz A (veja o Exercício 26.) 


35. Seja 


^ o 
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Para n > 1, seja F(n) o n-ésimo valor da seqüéncia de Fibonacci (veja o Exercício 20 do Cap. 2); seja 
F(0) = 0. Prove que para qualquer n = 1, A” é dada por 


Bo 


F(n) | 
F(n) 


Е(п–1) 


Revisão do Capítulo 4 


Terminologia 

álgebra relacionai 

alteração em um banco de dados 

array 

banco de dados 

banco de dados relacionai 

bijeção 

bloco 

cadeia 

cálculo relacionai 

caminho crítico 

cardinalidade de um conjunto 

chão, função 

chave cega 

chave estrangeira 

chave primária 

chave primária composta 

ciclos disjuntos 

classe de complexidade 

classes de equivalência 

congruência módulo n 

conjunto imagem 

conjunto parcialmente ordenado 

conjuntos equivalentes 

contradomínio 

diagonal principal 

diagrama comutativo 

diagrama de Hasse 

diagrama entidade-relacionamento 
(diagrama E-R) 

diagrama PERT 

dimensões de uma matriz 

domínio 

e booleano (e lógico) 

elemento maximal 

elemento máximo 

elemento minimal 

elemento mínimo. 


Autotestes 


entidades 

escalar 

exclusão de um banco de dados 

fecho de uma relação 

fecho reflexivo 

fecho simétrico 

fecho transitivo 

função 

função composta 

função identidade 

função injetiva (um-para-um) 

função inversa 

função permutação 

função sobrejetiva 

imagem 

inclusão em um banco de dados 

integridade de dados 

integridade de entidades 

integridade referencial 

join 

junção de banco de dados 

linguagem funcional 

matriz 

matriz booleana 

matriz identidade 

matriz nula 

matriz simétrica 

matrizes iguais 

modelo conceituai 

modelo relacionai 

multiplicação booleana de matri- 
zes 

multiplicação de matrizes 

multiplicação por escalar 

nodo (nó) 

ordem de grandeza 

ordenação parcial 

ordenação topológica 


Responda às seguintes questões com verdadeiro ou falso. 


ordenação total 

ou booleano (ou lógico) 

partição 

permutação identidade 

permutação sem ponto fixo 

poset 

predecessor em uma ordenação 
parcial 

predecessor imediato em uma orde- 
nação parcial 

pré-imagem 

problema intratável 

projeto 

relação anti-simétrica 

relação binária em S ' T 

relação binária em um conjunto S 

relação de equivalência 

relação n-ária em S1 ' S2'... 'S,, 

relação n-ária em um conjunto S 

relação reflexiva 

relação simétrica 

relação transitiva 

relação um-para-um (injetiva) 

relação um-para-vários 

relação unária 

relação vários-para-um 

relação vários-para-vários 

restrições de uma ordenação parcial 

select 

soma de matrizes 

soma módulo n 

SQL 

subtração de matrizes 

sucessor em uma ordenação parcial 

Teorema de Cantor 

teto, função 

tupla 

vértice 
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Seção 4.1 


e» p 


. Em uma relação um-para-um, a primeira componente de pelo menos um elemento deve aparecer em dois 


diferentes pares ordenados. 

Se uma relação simétrica binária contém (x, y), então (y, x) não pertence à relação. 

Um elemento mínimo de um conjunto parcialmente ordenado precede todos os elementos, exceto ele pró- 
prio. 

Uma relação de equivalência não pode ser também uma ordenação parcial. 

Uma ordenação parcial em um conjunto determina uma partição deste conjunto. 


Seção 4.2 


A © 


Uma relação em um banco de dados relacionai é um conjunto de n-uplas de valores de atributos. 

Uma chave primária em uma relação é um conjunto mínimo de valores de atributos que identificam de 
maneira única cada tupla. 

A operação select pode ser conseguida por uma união seguida de uma interseção. 

Se uma tarefa não está no caminho crítico de um diagrama PERT, então esta tarefa é facultativa. 


. Sex precede y após uma ordenação topológica de um conjunto finito parcialmente ordenado, então x pre- 


cede y na ordenação parcial original. 


Seção 4.3 


11 
12 


13. 


14 


15 


. Uma relação binária em 5 X T que não é um-para-vários ou vários-para-vários é uma função de S em T. 


. Para demonstrar que uma fungáo é sobrejetiva, tomamos um elemento arbitrário da imagem e mostramos 


que ele tem uma pré-imagem. 
Para mostrar que uma função é injetiva, assumimos f(s;) =f(s>) рага quaisquer s; e s; no domínio e mos- 
tramos que s; = 52. 


. А composição de duas funções permutação em um conjunto é também uma função permutação no con- 


junto. 
. Se fé O(g), então para valores grandes de x, os valores de f(x) devem estar entre $g(x) e 2g(x). 


Seção 4.4 


16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


Duas matrizes que não tenham as mesmas dimensões não podem ser somadas. 

Se A e B são matrizes quadradas, então А.В = В.А. 

Se 0 denota a matriz nula n X n, então A. 0 = 0. A para toda matriz An X n. 

O algoritmo tradicional para multiplicação de matrizes é @(л?) 

Se A e B denotam matrizes booleanas quadradas, então A X B = B X A, onde A X B representa o pro- 
duto booleano. 


No Computador 


Para os Exercícios 1 a 16, escreva um programa de computador que produza a saída desejada para a entrada 
dada. 


1. 


Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e uma lista de pares ordenados representando uma relação 
binária em S. 

Saída: Mensagem que indique se a relação é um-para-um, um-para-vários, vários-para-um ou vários-para- 
vários. 

Entrada: Os elementos em um conjunto finito S e duas listas de pares ordenados representando duas re- 
lações binárias em S. 

Saída: Os pares ordenados da união e interseção das duas relações e os pares ordenados do complemento 
de cada relação. 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e uma lista de pares ordenados representando uma relação 
binária em S. 

Saída: Mensagem que indique quais propriedades — reflexiva, simétrica, transitiva e/ou anti-simétrica 
— a relação goza. 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito $ e uma lista de pares ordenados representando uma relação 
binária em 5. 

Saída: Fechos reflexivo, simétrico e transitivo da relação. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17 
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Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e uma lista de pares ordenados representando uma orde- 
nação parcial em $. 

Saída: Uma lista de todos os elementos minimais e maximais 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e uma lista de pares ordenados representando uma orde- 
nação parcial em S. 

Saída: Uma lista com todos os elementos mínimos e máximos. 

Perceba que esta tarefa é mais difícil que a do exercício anterior. 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito S, uma lista de pares ordenados representando uma relação 
de equivalência em S e um elemento x de 5. 

Saída: Os elementos de [x]. 

Entrada: Representação matricial de tabelas de relações e dados de entrada apropriados para as opera- 
ções select, project e join. 

Saída: Representação matricial das tabelas de relações resultantes. 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e uma lista de pares ordenados representando uma orde- 
nação parcial de S. 

Saída: Seqüéncia representando a ordenação total que resulta da ordenação topológica. 

(Dica: Aproveite parte do código que você escreveu para o Exercício 5.) 

Entrada: Os elementos de um conjunto finito S e do conjunto finito Te uma lista de pares ordenados re- 
presentando uma relação binária em S X T 

Saída: Uma indicação de se a relação é ou não uma função de S em T e, em caso afirmativo, se é injetiva, 
sobrejetiva ou ambos. 

Entrada: O número de elementos em dois conjuntos finitos S e T. 

Saída: O número de funções de S em Т, o número de funções injetivas de S em T (ou uma indicação de 
que não existe nenhuma, se for o caso) e o número de funções sobrejetivas de S em T(ou uma indicação 
de que não existe nenhuma, se for o caso). 

Entrada: Duas listas de pares ordenados representando as funções fe g de S em S. 

Saída: Lista de pares ordenados que representem a função composta g » f. 

Entrada: Elementos de um conjunto finito $ e duas listas que representem (em forma cíclica) as permu- 
tações f e g em S. 

Saída: Uma ou mais listas que representem a composição g ° fem forma cíclica ou na forma de composi- 
ção de ciclos disjuntos. 

Entrada: O número de elementos de um conjunto finito S. 

Saída: O número de permutações sem pontos fixos de S. 

Entrada: п e os elementos de duas matrizes n X n A e B. 

Saída: A soma A + B e os produtos A • Be B * A. 

Entrada: Dimensóes da matriz A e seus elementos. 

Saída: A” (veja o Exercício 26 da Seção 4.4). 

O determinante de uma matriz n X n é usado na solução de sistemas de equações lineares, bem como 
para outros fins. O determinante de A pode ser definido em termos de menores e cofatores. O menor do 
elemento aj é o determinante da matriz (n - 1) X (n - 1) obtida através da exclusão da linha i e coluna 
j da matriz A; denotemos este menor por Mi. O cofator do elemento a; denotado por Cj é definido por 


C, = (DM, 


O determinante de A é determinado pela soma da multiplicacáo de todos os elementos em qualquer linha 
fixa de A por seus respectivos cofatores. Por exemplo, se usarmos a primeira linha, o determinante de A 
é dado por 


n 


> (a (C) 


k=1 


Escreva um programa que, dados п e os elementos da matriz A de dimensões n X п, calcule o determinan- 
te de A. Formule um algoritmo recursivo. 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo o leitor estará apto a: 
Entender e usar diversos termos relacionados a gratos, grafos 
direcionados e árvores 


Demonstrar que dois grafos dados são isomorfos ou fornecer uma 
razão que mostre que eles não o são 


Desenhar grafos completos e grafos bipartidos completos 
Usar a fórmula de Euler para um grafo simples, conexo e planar 


Entender a regra dos grafos específicos Ks e Кз з com relação à 
planaridade de grafos 


Discutir o problema das quatro cores e seu histórico 


Demonstrar diversas propriedades elementares sobre grafos e 
árvores 


Perceber o uso de grafos, grafos direcionados e árvores como _ 
ferramentas de representação em um grande número de situações 


Usar as representações de grafos e grafos direcionados através de 
matrizes e listas de adjacências 


Usar representações por vetores e ponteiros de árvores binárias 


Converter matrizes de adjacências, relações de adjacências e grafos 
direcionados uns nos outros 


Usar a matriz de alcançabilidade de um grafo para determinar se um 
vértice é alcançável a partir de outro 


Computar a matriz de alcançabilidade de um grafo diretamente ou 
através do algoritmo de Warshall 


Usar árvores de decisão para representar os passos realizados em um 


Seção 5.1 


algoritmo de busca ou ordenação 


* Expressar o número de comparações do pior caso de algoritmos de 
busca e ordenação em uma lista de n elementos 


* Construir uma árvore binária de busca e realizar buscas em árvores 
deste tipo 


* Encontrar o código de Huffman para caracteres cujas frequências de 
ocorrências sejam fornecidas 


Um grafo é uma representação gráfica de elementos de dados e das 
conexões entre alguns destes itens. Uma árvore é um caso particular de 
grafo onde as conexões entre os elementos não são circulares, Um número 
surpreendente de situações do mundo real — diagramas de organizações, 
mapas rodoviários, redes de transporte e de comunicações e outras — pode 
ser representado como grafos ou árvores. Mais tarde veremos outros usos de 
grafos para representar redes lógicas, máquinas de estado finito e derivações 
em linguagens formais. A teoria dos grafos é um tópico extenso; a Seção 5.1 
apresenta algumas terminologias referentes a esta teoria. Esta seção discute 
ainda o que significa para um grafo ser isomorfo, o conceito de planaridade 
e o problema de interesse histórico da coloração de grafos. 

Para representarmos um grafo na memória de um computador, os 
dados precisam ser arrumados de um modo que preserve toda a informação 
contida na representação gráfica do grafo. Duas formas de representação 
de grafos em computadores, matrizes de adjacências e listas de adjacência 
serão vistas na Seção 5.2. 

A Seção 5.3 relaciona grafos direcionados com relações binárias e a 
alcançabilidade em um grafo com o fecho transitivo de uma relação 
binária. São fornecidos dois algoritmos referentes à alcançabilidade. 

As árvores de decisão são representações gráficas das atividades de 
certos tipos de algoritmos. Na Seção 5.4 apresentamos as árvores de 
decisão usadas para encontrar limites inferiores para o comportamento do 
pior caso de algoritmos de ordenação e busca. Além disso, nessa seção, 
apresentamos um algoritmo para construção de árvores binárias que per- 
mitem compressão de dados. 


Terminologia e Aplicações de Grafos 


Grafos 


Uma forma de passar o tempo em uma viagem de avião é olhar os impressos nos bolsos das poltronas. Este 
material geralmente inclui um mapa com as rotas da companhia aérea que você está usando, tal como a mostrada 
na Fig. 5.1. Todas essas informações sobre as rotas podem ser expressas de forma verbal; por exemplo, existe 
uma rota direta entre Chicago e Nashville, mas não entre St. Louis e Nashville. No entanto a forma verbal será 
muito longa e confusa, e não será capaz de passar as informações tão rapidamente e de forma tão clara quanto 
o mapa. Existem muitos casos em que "uma figura vale por centenas de palavras”. 

Em inglês, o termo usado para designar um grafo é graph que também é comumente usado de forma 
coloquial para designar qualquer representação visual de dados (gráficos, em português), tais como a Fig. 5.1; 
outras formas comuns incluem o gráfico de barras, o gráfico de figuras e o gráfico de setores, que são mostradas 
na Fig. 5.2. Já vimos também gráficos de funções em sistemas de coordenadas retangulares. Adotaremos uma 
definição de grafo muito específica (veja abaixo) que não menciona nada sobre uma representação visual. No 
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Chicago 


Nashville 


San Francisco EE, 


Albuquerque 


Miami 
Los Angeles 


Figura 5.1 


Gráfico de Setores 


Gráfico de Barras Gráfico de Figuras Lucro | Taxas 
18% | 23% 
E Cada xs „е Novos 
E . equipa- Despesas 
2 Nova Iorque jt jt j mentos peras 
34% 
2 25% 
bs 
a, 


Filadélfia jt Ж 
1968 1969 1970 1971 


Figura 5.2 


entanto, figuras como a mostrada na Fig. 5.1 são imediatamente entendidas como coerentes com nossa definição 
de grafo, de forma que também chamaremos este tipo de figuras de grafos. 


Definição: Grafos, Vértices e Arestas 
Um grafo é uma tripla ordenada (N, А, г) onde 


N = um conjunto não-vazio de vértices (nós ou nodos) 


A = um conjunto de arestas (arcos) 


g = uma função que associa cada aresta a a um par não-ordenado x-y de vértices chamados de 
extremos de a 


Nossos grafos terão sempre um número finito de vértices e de arestas. 


EXEMPLO 1 O conjunto de vértices do mapa da empresa aérea da Fig. 5.1 é (Chicago, Nashville, Miami, Dallas, St. Louis, 
Albuquerque, Phoenix, Denver, San Francisco, Los Angeles). Existem 16 arestas; por exemplo, Phoenix-Albu- 
querque (neste caso, denotamos as arestas pelos seus extremos), Albuquerque-Dallas etc. . 


EXEMPLO 2 No grafo da Fig. 5.3, temos cinco vértices e seis arestas. A função que associa as arestas aos seus extremos 
assume os seguintes valores: g(a) = 1-2, g(a2) = 1-2, g(a3) = 2-2, g(a4) = 2 -3 , g(as) = 1 -3 e g(a) 


= 3-4. 
e 
а) 2 


1 as 3 46 4 


ле 


Figura 5.3 


PRÁTICA 1 


PRÁTICA 2 
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Trace um grafo que tenha os vértices (1, 2, 3, 4, 5), as arestas (aj, a, аз, ал, as, ag) e a função g(a;) = 1-2, 
g(a;) = 1-3, g(as) = 3-4, g(as) = 3-4 g(as) = 4-5 e glas) = 5-5. . 


Precisaremos de alguma terminologia da teoria de grafos. Dois vértices em um grafo são ditos adjacentes 
se forem os extremos de uma mesma aresta. No grafo da Fig. 5.3, 1 e 3 são vértices adjacentes, mas 1 e 4não 
são. O vértice 2 é adjacente a ele mesmo. Um laço em um grafo é uma aresta com extremos n-n para algum nó 
n; na Fig. 5.3, a aresta a; é um laço com extremos 2-2. Um grafo pode não conter laços, caso no qual é chamado 
de sem laços. Duas arestas que tenham os mesmos extremos são chamadas de arestas paralelas; as arestas a, 
e a na Fig. 5.3 são paralelas. Um grafo simples é um grafo que não tenha arestas paralelas nem laços. Um vértice 
isolado não é adjacente a qualquer outro vértice; na Fig. 5.3, 5 é um vértice isolado. O grau de um vértice é o 
número de arestas que o tem como ponto extremo. Na Fig. 5.3, os vértices 1 e 3 têm grau 3, o vértice 2 tem grau 
5, O vértice 4 tem grau 1 e o vértice 5 tem grau 0. 

Como a função g, que relaciona cada aresta a seus extremos, é entendida como uma função propriamente 
dita, cada aresta tem um único par de pontos extremos. Se g for uma função injetiva, então haverá apenas uma 
aresta associada a cada par de vértices e o grafo não terá arestas paralelas. Um grafo completo é aquele no qual 
todos os vértices distintos são adjacentes. Neste caso, g é quase uma função sobrejetiva — todo par x—y de 
vértices distintos está no conjunto imagem de g—, mas não há um laço em cada vértice, de forma que pares do 
tipo x—x não devem ter imagem. 

Um subgrafo de um grafo consiste em um conjunto de vértices e um conjunto de arestas que são 
subconjuntos dos conjuntos de vértices e arestas originais, respectivamente, nos quais os extremos de qualquer 
aresta precisam ser os mesmos que no grafo original. Em outras palavras, é um grafo obtido apagando-se parte 
do grafo original e deixando o restante sem alterações. A Fig. 5.4 mostra dois subgrafos do grafo da Fig. 5.3. 
Perceba que o grafo na Fig. 5.4a é simples e também completo. 


23 


(a) (b) Figura 5.4 


Um caminho de um vértice ny a um vértice n; é uma segiiência 
По, do, Nida, ...,Пк-1, Gk, Dk 


de vértices e arestas onde, para cada i, os extremos da aresta a; são n;— тл. No grafo da Fig. 5.3, um caminho 
do vértice 2 ao vértice 4 consiste na seqüéncia 2, ay, 1, a», 2, ay, 3, as, 4. O comprimento de um caminho é o 
número de arestas que ele contém; se uma aresta for usada mais de uma vez, ela deve ser contada tantas vezes 
quantas for usada. O comprimento do caminho que acabamos de descrever entre os nós 2 e 4 é 4. Um grafo é 
dito conexo se houver um caminho entre quaisquer dois vértices. Ambos os grafos da Fig. 5.4 são conexos, mas 
o grafo da Fig. 5.3 não é. Um ciclo em um grafo é um caminho de algum vértice ny até ny de novo de forma que 
nenhum vértice ocorra mais de uma vez no caminho, поё o único vértice que ocorre mais de uma vez e este ocorre 
apenas nos extremos do caminho. (Os vértices e as arestas podem repetir-se em um caminho, mas não em um 
ciclo — exceto pelo vértice no.) No grafo da Fig. 5.3, 


1, aj, 2, ал, 3, As, 1 


é um ciclo. Um grafo sem ciclos é dito acíclico. 


Com relação ao grafo obtido na Prática 1, 


Encontre dois vértices que não sejam adjacentes. 
Encontre um vértice que seja adjacente a ele mesmo. 
Encontre um laço. 

. Encontre duas arestas paralelas. 

Encontre o grau do vértice 3. 

Encontre um caminho de comprimento 5. 


орош р 
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EXEMPLO 3 


PRÁTICA 3 


g. Encontre um ciclo. 
h. Este grafo é completo? 
i. Este grafo é conexo? . 


Podemos demonstrar alguns fatos (bem triviais) sobre grafos diretamente a partir das definições acima. 


Demonstre que todo gráfico acíclico é simples. 


Usaremos uma prova por contraposição. Se um grafo não for simples, ele tem arestas paralelas ou um laço. 
As arestas paralelas e seus extremos, ou o laço e seu extremo constituem um ciclo e, portanto, o grafo não é 
acíclico. e 


Perceba que a recíproca do enunciado do Exercício 3 não é verdadeira: a Fig. 5.4 é um grafo simples que 
contém um ciclo. 


a. Demonstre que todo grafo completo é conexo. 
b. Encontre um grafo conexo que não seja completo. . 


Grafos Isomorfos 


Dois grafos podem parecer muito diferentes em suas representações gráficas, mas serem, ainda assim, o mesmo 
grafo de acordo com nossa definição. Os grafos nas Figs. 5.5 e 5.6 são os mesmos—eles têm os mesmos vértices, 
as mesmas arestas e a mesma função de associação de arestas e seus extremos. (Na representação de um grafo, 
as arestas podem interceptar-se em pontos que não sejam vértices do grafo.) O grafo da Fig. 5.7 também é o 
mesmo grafo. Se mudarmos os rótulos dos vértices e arestas do grafo da Fig. 5.5 segundo a correspondência a 
seguir, os grafos se tornarão os mesmos: 


fi: l>a f: ае, 
2c d, — €, 
3b 
45d 


As estruturas que são iguais a menos de um novo rotulamento são chamadas de isomorfas. Para mostrar 
que duas estruturas são isomorfas, precisamos produzir novos rótulos (uma aplicação [função] injetiva e 
sobrejetiva entre os elementos de ambas as estruturas) e então mostrar que as propriedades importantes das 
estruturas são "preservadas" (mantidas) pelo novo rotulamento. No caso de grafos, os elementos são vértices 
e arestas. A "propriedade importante" em um grafo é a lista de quais arestas conectam quais vértices. 

As aplicações ў, e f» descritas acima são funções injetivas e sobrejetivas dos vértices e arestas do grafo da 
Fig. 5.5 nos vértices e arestass do grafo da Fig. 5.7. Além disso, se uma aresta a no grafo da Fig. 5.5 tem extremos 
x—y, então a aresta f(a) no grafo da Fig. 5.7 tem extremos fi(x) - fi(y) e vice-versa. Por exemplo, a aresta a, 
na Fig. 5.5 tem extremos 1 —3, enquanto que a aresta correspondente a e; na Fig. 5.7 tem extremos a—b, que 
são os vértices na Fig. 5.7 que correspondem aos vértices 1 e 3 na Fig. 5.5. Podemos formalizar, então, esta idéia. 


e] 
2 
? 2 3 
22 
aj а) а ыл b 
a 

1 4 1 4 c d 

Figura 5.5 Figura 5.6 Figura 5.7 


Definição: Gratos Isomorfos 
Dois grafos (N; Ay, g1) e (№, A», g2) são isomorfos se existirem bijeções fj: №№ e fo: Ai A» tais que 
para cada aresta a E Aj, gı (a) = x-y se, e somente se, g;[f2(a)] =fi(x) fiy). 


EXEMPLO 4 


PRÁTICA 4 


PRÁTICA 5 
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Os grafos mostrados na Fig. 5.8 são isomorfos. As bijeções que estabelecem o isomorfismo são parcialmen- 
te dadas abaixo: 


fui l=c f: ae 
2>e A, — €, 
35d a, > €, 
4—b : 
5>a 


Figura 5.8 


Neste caso gi(as) = 1- 3 e g2 [Ha] ^ ges)=c-d =f(l) - fı(3). Isto mostra que a relação entre arestas e 
seus vértices extremos é preservada pelo novo rotulamento no caso da aresta a; Para provarmos que os grafos 
são isomorfos, precisamos completar a definição da função р, e então mostrar que a relação entre arestas e seus 
extremos é preservada para todos os casos possíveis. . 


Complete a definição da função р no Exemplo 4. . 


O isomorfismo de grafos é fácil de estabelecer no caso de examinarmos grafos simples. Se pudermos 
encontrar uma função/, apropriada que leve vértices em vértices, então uma função f> que leve arestas em arestas 
é trivial porque existe no máximo uma aresta entre cada par de vértices. Portanto, vale o seguinte teorema: 


Teorema sobre Isomorfismo de Grafos Simples 

Dois grafos simples (№, А, g1) e (Nz A» е g2) são isomorfos se houver uma bijecáo f: Л, — N; tal que para 
quaisquer vértices n; e n; de №, n; e n; são adjacentes se, e somente se,f(n;) e f(n;) são adjacentes. (A função 
f é chamada de isomorfismo do grafo 1 no grafo 2). 


Encontre um isomorfismo do grafo da Fig. 5.9a no grafo da Fig. 5.9b. 


(a) (b) 
Figura 5.9 . 
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PRÁTICA 6 


EXEMPLO 5 


EXEMPLO 6 


Determinar que dois grafos são isomorfos requer que encontremos a bijeção (ou, para grafos não-simples, 
as bijeções) e então mostremos que a propriedade da adjacência (ou relação entre arestas e seus extremos) é 
preservada. Para mostrar que dois grafos não são isomorfos, precisamos mostrar que a(s) bijeção(ões) 
necessária(s) não existe(m). Poderíamos tentar todas as bijeções possíveis (já que há um número finito de 
vértices e arestas, existe um número finito de bijeções). No entanto, este método se tornaria rapidamente inviável 
em grafos de qualquer tamanho razoável. Ao invés disso, podemos procurar outras razões pelas quais tais 
bijeções não possam existir. Apesar de não ser uma tarefa simples em todos os casos, existem certas condições 
sob as quais se torna fácil ver que dois grafos não são isomorfos (veja o Exercício 15). Essas condições incluem: 


. Um grafo tem mais vértices que o outro. 

‚ Um grafo tem mais arestas que o outro. 

Um grafo tem arestas paralelas e o outro não. 
Um grafo tem um laço e o outro não. 

Um grafo tem um vértice de grau kc o outro não. 
. Um grafo é conexo e o outro não. 

‚ Um grafo tem um ciclo e o outro não. 


моол ADN 


Demonstre que os dois grafos da Fig. 5.10 náo sáo isomorfos: 


М) X< Figura 5.10 3 


Os dois grafos da Fig. 5.11 não são isomorfos. Perceba que cada grafo tem seis vértices e sete arestas. Nenhum 
dos dois tem arestas paralelas ou laços. Ambos são conexos. Ambos têm três ciclos, quatro vértices de grau 2 
e dois vértices de grau 3. Portanto, nenhum dos testes óbvios de isomorfismo se aplica. No entanto, o grafo na 
Fig. 5.11b tem um vértice de grau 2 que é adjacente a dois vértices de grau 3; o que não ocorre na Fig. 5.11а, 
e, portanto, os grafos não são isomorfos. 


(a) (b) Figura 5.11 


Mais uma vez: grafos isomorfos são considerados "os mesmos", exceto por diferenças cosméticas na forma 
como são desenhados ou rotulados, enquanto que grafos não-isomorfos têm diferenças estruturais. 


Outras Propriedades de Grafos 
Nesta seção nos dedicaremos aos grafos simples e a algumas propriedades que eles têm. 


A Fig. 5.12 mostra os grafos simples completos com 1, 2, 3 e 4 vértices. Estes grafos são denotados por K,. 


e .—s A 
Kj K3 K 


К, 4 Figura 5.12 е 
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PRÁTICA 8 


PRÁTICA 9 


EXEMPLO 7 
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Desenhe К. . 


Considere agora o grafo simples da Fig. 5.13. Ele náo é um grafo completo porque nem todo vértice é 
adjacente atodos os demais vértices. No entanto, os vértices podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos, 
(1,2) e {3,4,5} de tal forma que quaisquer dois vértices tomados no mesmo conjunto náo sáo adjacentes, mas 
todos dois vértices escolhidos em conjuntos diferentes sáo adjacentes. Grafos deste tipo sáo chamados de grafos 
bipartidos completos ou grafos bipartites completos. 


3 4 5 


Figura 5.13 


Definição: Grafo Bipartido Completo 

Um grafo é um grafo bipartido completo (ou grafo bipartite completo) se seus vértices podem ser 
particionados em dois conjuntos não-vazios N; е № tais que dois vértices x e y sejam adjacentes se, e somente 
se, xeN, еу& N,.Se W|- me IN] = n, este grafo é denotado por Кл. 


A Fig. 5.13 mostra, portanto, К з. 


Desenhe К; з ° 
Planaridade 


Um grafo planar é um grafo que pode ser desenhado (em uma folha de papel, isto é, em um plano) de forma 
que suas arestas se interceptem apenas em vértices. O grafo da Fig. 5.5 é notoriamente planar. No entanto, 
sabemos que ele é isomorfo ao grafo da Fig. 5.6, portanto este também é planar. A palavra-chave na definição 
de grafo planar é que ele pode ser desenhado de uma certa maneira. 


Demonstre que K, é um grafo planar. . 


Considere Ks, o grafo completo simples com cinco vértices. Podemos construir К; sem que suas arestas se 
interceptem, começando apenas com algumas arestas e incluindo, dentro do possível, novas arestas que não se 
cruzem com as já incluídas. Começaremos com cinco vértices ligados como mostrado na Fig. 5.14a. (Como 
todos os vértices de K, são simétricos, não faz diferença a forma que os rotulamos.) Em seguida, conectamos 
1ao3e 1 ao 4, como mostrado na Fig. 5.14b. Agora o vértice 2 precisa ser ligado ao 4 e ao 5. Isto pode ser feito 
sem violar a planaridade do grafo desenhando essas arestas pelo lado de fora do grafo, como na Fig. 5.14c. A 
aresta que falta é entre os vértices 3 e 5. Mas não há maneira de traçar esta aresta sem cruzar a aresta 2-4 ou outras 
arestas do interior do grafo, tais como a 1-4. 

Nós tomamos uma decisão relativa a onde desenhar as arestas 1-3 e 1-4; desenhamo-las no interior do 
grafo. Poderíamos verificar se desenhar essas arestas do lado externo traria alguma diferença, mas veríamos que 
não causa qualquer diferença (veja a Prática 10). Portanto, parece que Кє não é um grafo planar. No entanto, nós 


(a) (b) (c) 
Figura 5.14 
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PRÁTICA 10 


PRÁTICA 11 


PRÁTICA 12 


ainda desejamos uma demonstração deste fato com uma base mais sólida — até agora isto se parece muito com 
um argumento do tipo "eu não sei fazer isto, logo isto não pode ser feito”. . 


Mostre que se colocássemos as arestas 1-3 e 1-4 como exteriores ao construir Ks seríamos levados, novamente, 
a uma situação em que as arestas se interceptassem. . 


Apresente um argumento baseado em construção de que K;; não é um grafo planar. . 


Um fato sobre grafos planares foi descoberto pelo matemático suígo do século dezoito Leonhard Euler 
(pronuncia-se "óiler"). Um grafo simples, conexo e planar (quando desenhado em sua representação planar, sem 
interseção de arestas) divide o plano em um número de regiões, incluindo as regiões totalmente fechadas e uma 
região infinita exterior. Euler observou uma relação entre o número n de vértices, o número a de arestas e o 
número r de regiões neste tipo de grafos. Esta relação é denominada de fórmula de Euler: 


n-a+r=2 (1) 


Verifique a fórmula de Euler para o grafo conexo, planar e simples da Fig. 5.9b. ° 


Para demonstrarmos a fórmula de Euler, faremos uma prova por indução em a, o número de arestas. No 
caso básico, a = 0 e o grafo consiste em um único vértice; a única região é a região exterior (Fig. 5.15a). Neste 
caso, n = 1, а = Ое г = lea equação (1) se verifica. Assumimos agora que a fórmula se verifica para a 
representação planar de qualquer grafo conexo, planar e simples com k arestas, e consideremos o grafo com 
k + 1 arestas. Como de costume, devemos relacionar o "caso k + 1" com o "caso k" de forma que possamos 
fazer uso da hipótese de indução. Consideramos dois casos para o grafo com k + 1 arestas. 

Caso 1. O grafo tem um vértice de grau 1. Excluímos temporariamente este vértice e a aresta que o conecta 
(Fig. 5.15b); isto nos deixa com um grafo conexo, planar e simples com k arestas, algum número n de vértices 
e algum número r de regiões para os quais (pela hipótese de indução) 


n-k+r= 2 


No grafo original, existe uma aresta a mais e um vértice a mais, porém o mesmo número de regiões, de modo 
que a fórmula correspondente é 


(n+ 1) - (k+ D+r=2 
que, pela hipótese de indução, é verdadeira. 

Caso 2. O grafo não tem vértices de grau 1. Então apagamos, temporariamente, uma aresta que ajude a 
definir uma região fechada (Fig. 5.15c). (Se nenhuma aresta participa da delimitação de uma região fechada, 
então o grafo é uma cadeia e tem um vértice de grau 1.) Isto resulta um grafo conexo, planar e simples com k 
arestas, algum número п de vértices e algum número r de regiões para os quais (pela hipótese de indução) 


n-k+r=2 


No grafo original, existe uma aresta a mais e uma regiáo a mais, porém o mesmo número de vértices, de maneira 


(a) (b) (c) 
Figura 5.15 
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que a fórmula correspondente é 
n-(k+ D+(1+ D=2 


que, pela hipótese de inducáo, é verdadeira. 


Explique, na demonstração da fórmula de Euler, por que no caso 2 a aresta apagada precisa fazer parte da 
definição de uma região fechada. Forneça duas razões. ° 


Existem duas conseqüências da fórmula de Euler, se incluirmos mais restrições no grafo. Suponha que 
precisemos que o grafo não seja apenas simples, conexo e planar, mas tenha, pelo menos, três vértices. Em uma 
representação planar deste grafo, podemos contar o número de arestas que são adjacentes a (formam fronteira 
com) cada região, incluindo a região exterior. Arestas que estão totalmente dentro de uma região contribuem 
com duas arestas para esta região; por exemplo, se traçarmos a fronteira da região interior mostrada na Fig. 
5.15b, passamos por seis arestas, incluindo a aresta que leva ao vértice de grau 1 e o caminho de volta. Arestas 
que separam duas regiões contribuem com uma aresta para cada região. Portanto, se houver a arestas no grafo, 
o número de arestas de regiões é 2a. 


Não há regiões com apenas uma aresta adjacente, porque não há laços no grafo. Não há regiões com 
exatamente duas arestas adjacentes porque não há arestas paralelas e o grafo consistindo apenas em uma aresta 
ligando dois vértices (que tem duas arestas adjacentes à região exterior) foi excluído. Portanto, cada região tem 
pelo menos três arestas adjacentes, de forma que 3r é o número mínimo de arestas de região. Por isso, 


ou, pela equação (1), 
2a > 32 — n + a) = 6 — Зп + За 
e, finalmente, 
a=3n-6 (2) 


Se impusermos uma última restrição de que não haja ciclos de comprimento 3, cada região terá pelo menos 
quatro arestas adjacentes, portanto 4r será o número mínimo de arestas de região. Isto nos leva à desigualdade 


2а > 4r 


que pode ser escrita como 
a=?2n-d4 (3) 


Esses resultados são resumidos pelo teorema a seguir: 


Teorema sobre o Número de Vértices e Arestas 
Para um grafo conexo, simples e planar com n vértices e a arestas: 


1. Se a representação planar divide o plano em r regiões, então 

n-a+r=2 (1) 
2. Se n = 3, então 

a=3n-6 (2) 
3. Se n == З е não existem ciclos de comprimento 3, então 


аж2п—4 (3) 


Perceba que a desigualdade (3) determina um limite superior mais rígido sobre o número de arestas que a 
desigualdade (2), mas impõe uma condição extra ao grafo. 
Podemos usar este teorema para demonstrar que certos grafos não são planares. 
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K; é um grafo conexo simples com cinco vértices (e 10 arestas). Se ele fosse um grafo planar, a desigualdade 
(2) do nosso teorema deveria ser verificada, mas 10 < 3(5) — 6. Portanto, como nosso argumento de construção 
tinha indicado, К; não é planar. К; ; é um grafo conexo simples com seis vértices (e nove arestas). Não possui 
ciclos de comprimento 3, uma vez que isto exigiria que dois vértices em um dos subconjuntos fossem adjacentes. 
Se fosse um grafo planar, a desigualdade (3) deveria se verificar, mas 9 < 2(6) - 4. Portanto, K з não é planar. 


Mostre que a desigualdade (2) se verifica para K33, o que ilustra que esta desigualdade é necessária, mas não 
suficiente para a planaridade de um grafo com n = 3. * 


Os grafos não-planares Кє е K;; ilustram uma regra básica de todos os grafos náo-planares. Para 
enunciarmos esta regra, precisamos de mais uma definição. 


Definição: Grafos Homeomorfos 

Dois grafos são homeomorfos se ambos puderem ser obtidos do mesmo grafo por uma seqüéncia de 
subdivisões elementares, nas quais uma única aresta x—y é substituída por duas novas arestas x—v e v—y 
que se conectam a um novo vértice v. 


Os grafos das partes (b) e (c) da Fig. 5.16 são homeomorfos porque podem ser obtidos do grafo da Fig5.16a 
através de uma sequência de subdivisões elementares. (No entanto, um não pode ser obtido do outro através 


de subdivisões elementares.) 


(a) (b) (с) 
Figura 5.16 e 


Um grafo planar não pode ser transformado em um grafo náo-planar através de subdivisões elementares (veja 
o Exercício 26). Como um resultado, grafos homeomorfos são ambos planares ou não-planares. O teorema 
a seguir, atribuído ao matemático polonês Kuratowski, caracteriza grafos não-planares. 


Teorema de Kuratowski 
Um grafo é náo-planar se, e somente se, contém um subgrafo homeomorfo a Кє ou K;;. 


Não vamos demonstrar este teorema, apesar de uma direção ser fácil de se verificar. Se um grafo tem um 
subgrafo homeomorfo a um grafo náo-planar Ks ou K33, então, o subgrafo — e portanto todo o grafo — é não- 
planar. 


Figura 5.17 i 
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A Fig. 5.17a mostra o "grafo de Petersen". Devemos demonstrar que este grafo não é planar, encontrando um 
subgrafo homeomorfo a К; ;. Se olharmos na parte superior do grafo, podemos ver que o vértice a é adjacente 
aos vértices e,f' e b e nenhum destes são adjacentes uns aos outros. Além disso, o vértice e é adjacente aos vértices 
d ej, bem como ao vértice a e os vértices a, d ej não são adjacentes uns aos outros. Esta informação é transcrita 
no grafo da Fig. 5.176, que é um subgrafo de K; з. As arestas necessárias para completar K; з são mostradas como 
linhas tracejadas na Fig. 5.17c. Essas arestas não pertencem ao grafo de Petersen; por exemplo, não há a aresta 
j-f. No entanto, existe um caminho no grafo de Petersen que de j a f usa o vértice intermediário h, isto é,j-h e 
h-f. Analogamente, existem caminhos j-g e g-b, d-i e i-fe 4-с e c-b. A inclusão desses caminhos à Fig. 5.17b 
resulta na Fig. 5.17d, que é um subgrafo do grafo de Petersen e também pode ser obtida através de uma seqüéncia 
de subdivisões elementares da Fig. 5.17c. e 


Coloração 


Um dos problemas mais famosos dos tempos modernos é o problema das quatro cores. Ele é famoso por ser 
fácil de ser entendido, apesar de sua solução ter fugido aos matemáticos por mais de 100 anos. Suponha que um 
mapa de vários países desenhado em uma folha de papel precisa ser pintado de forma que dois países vizinhos 
não possam ter a mesma cor. (Não consideramos países que se encontram apenas em um ponto, e levamos em 
conta apenas países "conexos".) Qual o número mínimo de cores necessário para pintar qualquer mapa? 


No mapa da Fig. 5.18 está claro que são necessárias três cores e não são necessárias mais do que três cores 
para colorir o mapa. 


abóbora 


amarelo 


Figura 5.18 * 


Desenhe um mapa que precise de quatro cores para ser colorido. . 


É fácil de ver que pelo menos quatro cores são necessárias para resolver o problema geral da coloração 
de mapas (veja a Prática 15). Como ninguém conseguiu desenhar um mapa que precisasse mais do que quatro 
cores para ser colorido, foi formulada a conjectura de que quatro cores seriam sempre o suficiente. Esta 
conjectura tornou-se conhecida como o problema das quatro cores. Ela foi inicialmente proposta para o 
matemático Augustus De Morgan por um de seus alunos, em 1852. De Morgan escreveu sobre o problema para 
William Rowan Hamilton, outro matemático famoso sobre quem ouviremos falar mais no capítulo seguinte. O 
problema náo foi discutido com profundidade até 1878, quando Artur Cayley, um dos matemáticos mais 
conhecidos de seu tempo, admitiu num encontro da London Mathematical Society que era incapaz de resolver 
o problema. Um ano mais tarde, A. B. Kempe, um advogado, publicou uma "demonstração" do problema das 
quatro cores que levou 10 anos até que se percebesse que a demonstração apenas garantia que cinco cores eram 
suficientes. 

Após o estabelecimento do teorema das cinco cores, continuaram a aparecer "demonstrações" do 
problema das quatro cores que eram posteriormente mostradas como incorretas. Muita energia e grandes 
cabeças dedicaram-se ao problema sem sucesso. Em 1976, dois matemáticos da Universidade de Illinois, 
Wolfgang Haken e Kenneth Appel, anunciaram uma demonstração do problema das quatro cores. A 
demonstração deles usou as idéias originalmente introduzidas por Kempe em 1879 e corrigiu a falha de seu 
argumento. 

Kempe definiu um mapa normal como um mapa onde não podem haver mais do que três regiões se 
encontrando em um ponto, e nenhuma região inclui outra. Ele então mostrou que se houver um mapa que requer 
cinco cores, então deve haver um mapa normal que tenha o menor número de regiões dos mapas que requerem 
cinco cores para serem coloridos, que é chamado de um mapa minimal cinco-cromático. Ele mostrou que todo 
mapa contém um país com cinco ou menos países adjacentes. Isto fornece um pequeno conjunto de 
configurações inevitáveis, isto é, de arranjos de regiões, pelo menos uma das quais deve ocorrer em todo mapa 


228  Gratos e Árvores 


EXEMPLO 12 


normal. Kempe assumiu, então, a existência de um mapa cinco-cromático normal (que ocorreria se existisse 
qualquer mapa que requer cinco cores para sua coloração). No entanto, sua demonstração falhou ao demonstrar 
que qualquer configuração inevitável deste mapa leva a uma contradição. Haken e Appel, usando um 
computador, construíram finalmente um conjunto de 1482 configurações inevitáveis, e mostraram que qualquer 
delas que faça parte de um mapa cinco-cromático normal leva a uma contradição. Portanto, nenhum mapa requer 
cinco cores. 


Teorema das Quatro Cores 
Quatro cores são suficientes para colorir qualquer mapa no plano. 


O problema das quatro cores é o caso de um problema mais geral na teoria dos grafos. Para transformar 
o mapa em um grafo, criamos o grafo dual do mapa. Colocamos um vértice em cada região do mapa, e uma 
aresta entre dois vértices que representem países adjacentes. Então o problema de coloração do mapa torna-se 
o problema de coloração de vértices de um grafo dual de forma que não haja dois vértices adjacentes que tenham 
a mesma cor. 


A Fig. 5.19 mostra o grafo dual do mapa da Fig. 5.18. 


"— 


Figura 5.19 . 


Definições: Coloração e Número Cromático 

Uma coloração (de vértices) de um grafo é a atribuição de uma cor a cada vértice do grafo de tal forma que 
dois vértices adjacentes não tenham a mesma cor. O número cromático do grafo é o menor número de cores 
necessárias para se obter uma coloração. 


O grafo dual de um mapa, da maneira que é construído, será sempre simples, conexo e planar. Além disso, 
qualquer grafo simples, conexo e planar pode ser entendido como o grafo dual de um mapa. O teorema das quatro 
cores estabelece, então, que o número cromático de qualquer grafo simples, conexo e planar é no máximo 4. 

Ao contrário do problema das quatro cores, uma demonstração do teorema das cinco cores não é difícil, 
e constitui um caso interessante de prova por indução completa. Antes de ver esta demonstração, provaremos 
outro pequeno resultado que será necessário. Estas demonstrações de apoio são chamadas de lemas; os lemas 
são procedimentos intermediários que, uma vez demonstrados, podem ser usados quando necessários, sem a 
necessidade de se interromper o raciocino principal com detalhes irrelevantes. 


Lema 


Sem um grafo simples, conexo e planar com três ou mais vértices, existe pelo menos um vértice com grau 
menor ou igual a 5. 


Demonstração: Se este resultado não fosse verdadeiro, então todo vértice em um grafo do tipo acima teria grau 
maior que 5, isto é, grau 6 ou maior. O número total de extremos de arestas em um grafo seria pelo menos 6n, 
onde n é o número de vértices. Mas o número de extremos de arestas é exatamente o dobro do número a de 
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arestas, portanto 


бп = 2а 


Pela desigualdade (2) do teorema do número de vértices е arestas, a = 3n — 6 oa = 6n — 12. Combinando 
essas desigualdades, obtemos 


6n = 6n — 12 


que é uma contradicáo. 


Teorema das Cinco Cores 
O número cromático de um grafo simples, conexo e planar é no máximo 5. 


Esboçaremos uma demonstração de indução matemática no número de vértices do grafo. Como passo 
básico para o processo de indução, é claro que cinco cores são suficientes para o caso do número de vértices ser 
menor ou igual a 5. Assumamos agora que qualquer grafo simples, conexo e planar com = k vértices pode ser 
colorido com cinco cores, e consideremos um grafo com as mesmas características com k+ 1 vértices. Podemos 
assumir que k + 1 é pelo menos 6, pois os casos de cinco ou menos vértices já foram tratados. Pelo nosso lema, 
pelo menos um vértice v do grafo deve ter grau menor ou igual a 5; se removermos temporariamente v (e as 
arestas adjacentes a ele) do grafo, restará um ou mais grafos simples, conexos e planares, cada qual com no 
máximo К vértices (Figs. 5.20a e 5.20b). Pela hipótese de indução, cada subgrafo tem uma coloração com no 
máximo cinco cores (usamos o mesmo elenco de cores para colorir cada subgrafo). Voltemos ao grafo original. 
Se v tem grau menor que 5 ou se, no caso contrário, os cinco vértices adjacentes a v não usam cinco cores 
diferentes, existe uma quinta cor disponível para ser usada em v. Portanto, assumimos que vé adjacente a cinco 
vértices 1, th, 15, Y, € v, dispostos em sentido horário em torno de v e coloridos, respectivamente, com as cores 
1,2, 3,4 e 5(Fig. 5.200). 

Tomemos agora todos os vértices do grafo que estejam coloridos com as cores 1 ou 3. Suponha que não 
exista caminho, usando estes vértices, entre n; e nz. Então, ao considerarmos os vértices com cores 1 e 3, existem 
duas componentes disjuntas do grafo, uma contendo n; e outra contendo nz. Na seção que contém n, trocamos 
as cores 1 e 3 de todos os vértices. Isto não viola a coloração (própria) dos subgrafos, ela colore n; com a cor 
3, e mantém a cor 1 para ser usada em v. 

Suponha agora que exista um caminho entre n; e пз usando apenas os vértices de cores 1 e 3. Neste caso, 
consideramos todos os vértices do restante do grafo que tenham cores 2 e 4. Será que existe um caminho entre 
nz e n4 а que use apenas estes vértices? A resposta é não. Isto porque, devido à arrumação dos vértices пу, n», пз, 
n4 € ns, este caminho deveria cruzar o caminho que conecta п, e пз. Como o grafo é planar, estes dois caminhos 
teriam que se encontrar em um vértice, que teria que ter as cores 1 ou 3 atribuídas em função do caminho n; — 
пз € as cores 2 ou 4 atribuídas em função do caminho nz - n4, uma impossibilidade. Portanto, não há caminho 
que use apenas os vértices coloridos com 2 ou 4 entre nz e n; e podemos rearrumar as cores como no caso anterior. 
Isto conclui a demonstração. 


v 
U 
" 2 
Y 
Y, 
Us 
Resta um Restam dois 
subgrafo após a subgrafos após 
remoção de n a remoção de n 
(a) (b) (с) 


Figura 5.20 


A Fig. 5.21 mostra um grafo parcialmente colorido. Precisamos atribuir uma сог ao vértice n. Use a demons- 
tração do teorema das cinco cores para realizar a coloração do grafo. 
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O teorema das quatro cores aplica-se apenas a grafos planares. O número cromático de К», por exemplo, 
que não é planar, é 5 (veja o Exercício 41). 


Árvores 


Uma árvore é um grafo acíclico e conexo com um nó designado como a raiz da árvore. As Figs. 5.22ае 5.22b 
mostram duas árvores. Curiosamente, os cientistas da computação preferem desenhar as árvores com a raiz no 
topo. Um grafo acíclico e conexo sem a designação de um vértice como raiz é chamado de árvore não- 
enraizada. (Perceba que diversos livros definem árvores como grafos acíclicos e conexos, e então os chamam 
de "árvores enraizadas” quando têm um vértice raiz designado.) 

Uma árvore pode ser construída recursivamente. Um único vértice é uma árvore (este vértice é а raiz). Se 
T Т, ..., T, são árvores disjuntas com raízes ri, r2,..., ri, O grafo formado pela ligação de um novo vértice r, 
por uma única aresta a cada uma dos vértices гі, r2,..., г; constitui uma árvore de raiz r. Os vértices rj, r», ..., 
r, são filhos de r, e ré pai de лу, ғ, ..., г. A Fig. 5.22c mostra o passo final da construção recursiva da árvore 
da Fig. 5.22b. 

Como uma árvore é um grafo conexo, existe um caminho entre a raiz e todos os vértices da árvore; como 
a árvore é acíclica, este caminho é único. A profundidade de um vértice em uma árvore é o comprimento do 
caminho da raiz até o vértice; em particular, a raiz tem profundidade 0. A altura (profundidade) da árvore 
é a maior profundidade de todos seus vértices; em outras palavras, é o comprimento do maior caminho entre 
a raiz e um vértice. Um vértice sem filhos é chamado de folha; os vértices que não são folhas são chamados de 
vértices internos ou nós internos. Uma floresta é qualquer grafo acíclico (não necessariamente conexo); 
portanto, uma floresta é uma coleção de árvores disjuntas. As Figs. 5.22a e 5.22b juntas formam uma floresta. 

Arvores binárias, onde cada nó tem no máximo dois filhos, constituem um caso de particular interesse. 
Em uma árvore binária, cada filho é designado como o filho à esquerda ou o filho à direita deste nó. Uma 
árvore binária completa é aquela em que todos os nós internos têm dois filhos e todas as folhas têm a mesma 
profundidade. A Fig. 5.23 mostra uma árvore binária de altura 4 e a Fig. 5.24 mostra uma árvore binária completa 
de altura 3. 


(a) 
(b) (c) 


Figura 5.22 
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Responda as perguntas a seguir sobre a árvore binária mostrada na Figura 5.25. (Admita o nó 1 como a raiz 
da árvore.) 


a. Qual a altura? 
b Qual o filho à esquerda do nó 2? 
с. Qual a profundidade do nó 5? ? 


4 5 
Figura 5.25 


O estudo de árvore é bem fértil (sem trocadilhos) no tocante a demonstrações por indução no número de 
nós ou da altura. O teorema a seguir, por exemplo, que parece ser válido para todas as árvores que pudermos 
desenhar, pode ser demonstrado por indução. 


Teorema no Número de Arestas de uma Árvore 
Uma árvore com n nós tem n — 1 arestas. 


Demonstração: Usaremos indução em л, n > |.Paran= 1, a árvore consiste em um único nó e nenhuma aresta, 
de forma que o número de arestas é o número de vértices menos 1. Admita que qualquer árvore com k nós tem 
k — 1 arestas e consideremos uma aresta com k + 1 nós.Seja x uma folha da árvore(pelo menos umafolhadeve 
existir, uma vez que a árvore deve ser finita). Então x tem um único pai y. Remova da árvore o nó xe a única 
aresta a que conecta x a y. O grafo resultante ainda é uma árvore e tem k nós. Portanto, pela hipótese de indução, 
ele tem k — 1 arestas e o grafo original, que contém a aresta a, tinha (k - 1) + 1 = karestas. O que conclui a 
demonstração. 


Perceba que na prova por indução deste teorema (e também na prova por indução do teorema das cinco 
cores), devemos realizar a demonstração com muito mais palavras do que as demonstrações por indução 
anteriores. No Exemplo 11 do Cap. 2, por exemplo, a prova por indução de que 


LE o 2n] 
consistiu principalmente em manipulação das expressões matemáticas da equação, mas precisamos formular 


argumentações verbais. Palavras não são apenas aceitas em uma demonstração, elas podem constituir a maior 
parte da demonstração. 


Grafos Direcionados 


Podemos desejar que as arestas de um grafo comecem em um vértice e terminem em outro; neste caso, podemos 
usar um grafo direcionado. 
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Definição: Grafo Direcionado 
Um grafo direcionado (digrafo) é um tripla ordenada (N, А, g) onde 


N = um conjunto de vértices 
A = um conjunto de arestas 
g = uma função que associe a cada aresta a um par ordenado (x, y) de vértices, onde x é o ponto inicial 
ey é o ponto final de a. 


Em um grafo direcionado, portanto, existe uma direção associada a cada aresta. O conceito de 
caminho estende-se de forma intuitiva: Um caminho do vértice ny até o vértice п é uma seqüéncia no, do, 
П, Па onde, para cada i, n; é o ponto inicial e n;,, é o ponto final de a,, Se existe um caminho 
do vértice ny até o vértice ny, então n; é alcancável a partir de ny. A definição de um ciclo também se aplica 
a grafos direcionados. 


No grafo direcionado da Fig. 5.26, existem diversos caminhos do vértice 1 ao vértice 3: 1, a4, З e 1, а, 2, a», 
2, a2 2, аз, 3 são dois possíveis caminhos. O vértice 3 é certamente alcançável a partir do vértice 1. O vérti- 
ce І, no entanto, não é alcançável a partir de qualquer outro vértice. Os ciclos do grafo são o laço а»е o cami- 
nho 3, As, 4, ав. 


Figura 5.26 Ы 


Além de impor direções às arestas de um grafo, podemos desejar modificar a definição básica de um grafo 
de outras maneiras. Comumente desejamos que os vértices de um grafo contenham informações de identificação, 
como os nomes das cidades no mapa das rotas da companhia aérea. Neste caso temos um grafo rotulado. 
Podemos desejar usar grafos ponderados, onde cada aresta tenha um valor numérico, ou um peso, associado. 
Por exemplo, podemos desejar indicar as distâncias das várias rotas no mapa da companhia aérea. 


Aplicações 


Apesar da idéia de grafos ser muito simples, uma quantidade surpreendente de situações tem relações que as 
levam a ser representadas na forma de grafos. Não é de surpreender que neste livro haja diversos grafos. Um 
grafo direcionado referente ao Exercício 23 do Cap. 3 representou uma lista encadeada. Arvores de decisão 
foram usadas para resolverem problemas de contagem no Cap. 3 e serão usadas novamente na Seção 4 deste 
capítulo para ajudar a estabelecer limites inferiores para alguns algoritmos. Representações gráficas de 
conjuntos parcialmente ordenados foram introduzidas e serão usadas novamente na Seção 3 deste capítulo. O 
diagrama E-R (por exemplo, a Fig. 4.7) é um grafo. Um diagrama PERT (por exemplo, a Fig. 4.8) é um grafo 
direcionado. O diagrama comutativo ilustrando a composição de funções (veja a Fig. 4.21) é um grafo 
direcionado. O Cap. 7 introduzirá redes lógicas e as representará como grafos direcionados. Grafos direcionados 
também serão usados para descrever máquinas de estado finito no Cap. 8, e a derivação de palavras em 
linguagens formais serão mostradas como árvores também no Cap. 8 (são as árvores de parse geradas por um 
compilador quando da análise de um programa de computador). 

O Exercício 26 da Seção 4.1 descreve a organização de dados em uma estrutura de árvore binária. Através 
dessas árvores, uma coleção de registros pode ser eficientemente procurada a fim de localizar um registro em 
particular ou para determinar que um registro não está na coleção. Exemplos deste tipo de busca poderiam ser 


PRÁTICA 18 


EXEMPLO 14 


PRÁTICA 19 
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uma busca por um título em uma biblioteca, pelo registro de um paciente em um hospital ou por um registro 
pessoal de crédito em um banco. Veremos a busca em árvores mais adiante neste capítulo. 

Sabemos que o mapa de todas as companhias aéreas é um grafo. Uma representação de qualquer rede de 
transporte (um mapa rodoviário, por exemplo), linhas de comunicação (como em uma rede de computadores), 
ou rotas de distribuição de produtos ou serviços tal como dutos de transporte de gás natural ou água resulta em 
um grafo. А estrutura química de uma molécula é representada na forma de um grafo. Uma árvore genealógica 
de uma família, mesmo que existam casamentos entre membros da mesma família, será tecnicamente tratada 
como uma árvore. (As informações que podem ser obtidas de árvores genealógicas não são apenas interessantes, 
mas também podem ser úteis para pesquisas genéticas.) O diagrama organizacional indicando quem está 
subordinado a quem em uma grande empresa é normalmente uma árvore. 


Desenhe o grafo referente a cada um dos casos a seguir: 


a. А Fig. 5.27 é o mapa rodoviário de uma parte do estado do Arizona. 
b. A Fig. 5.28 é uma representação de uma molécula de ozônio com três átomos de oxigênio. 


Flagstaff 
ads Winslow 
Strawberr y 
Rimrock 
Payson 
Carefree 

Phoenix (0) Scottsdale Apache 

Junction 


Mesa y 
Chandier 
Casa Grande 
Figura 5.27 Figura 5.28 * 


Expressões algébricas envolvendo operações binárias podem ser representadas através de árvores binárias 
rotuladas. As folhas são rotuladas como operandos, e os vértices internos são rotulados como operações binárias. 
Para qualquer vértice interno, a operação binária de seu rótulo é realizada sobre as expressões associadas a suas 
subárvores esquerda e direita. Desta forma, a árvore binária da Fig. 5.29 representa a expressão algébrica (2 + 


x) - (y * 3). 


2 x y 3 
Figura 5.29 


Qual é a árvore que representa a expressão (2 + 3) * 5? . 
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EXEMPLO 15 Uma visão de alto nível de um fluxo de informação em um escritório de licenciamento de automóveis é 


EXEMPLO 16 


Comparar шата Imprimir Imprimir 
pagamento Tu recebimento formulário de 
rendimentos vr 5 
сот a fatura do estado do cliente requisição de placa 


preparado como primeiro passo no desenvolvimento de um novo sistema de licenciamento computado- 


Requisição do cliente 


Aplicação 
do 
processo 


Requisição 
de 
pagamento 


Pagamento 


Recebimento 


Placa 


Autorização 


Emissão 
da placa 


Pagamento do 
processo 


da placa 


Cópia do registro 


Departamento de 
Veículos Automotores 


Notificação de crédito 


Departamento 
Nacional de Trânsito 


Figura 5.30 


A Fig. 5.30 mostra o grafo direcionado resultante, normalmente chamado de diagrama de fluxo de dados. No 
decorrer do desenvolvimento do sistema de licenciamento, "Pagamento do processo" foi identificado como uma 
tarefa a ser realizada pelo software e foi quebrada em subtarefas, como mostrado na Fig. 5.31. Este diagrama 
de estrutura é uma árvore. 


Pagamento .. 
do processo 


Figura 5.31 . 


Redes neuronais, instrumentos usados na Inteligéncia Artificial para os quais tarefas como o reconheci- 
mento de padrões são representadas por grafos direcionados ponderados. A Fig. 5.32 mostra uma rede 
de vários níveis consistindo em unidades de entrada, unidades de saída e um "nível oculto" de unidades. 
Os pesos das arestas do grafo são ajustados à medida que a rede neuronal "aprende" como reconhecer 
certos padrões de julgamento. 
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Unidades de Entrada Nível Oculto Unidades de Saída 


Figura 5.32 e 


Revisão da Seção 5.1 
Técnicas 
* Usar da terminologia de grafos 
* Mostrar que dois grafos são ou não isomorfos 
* Encontrar uma representação plana de um grafo simples ou demonstrar que não existe tal representação 


* Encontrar o número cromático de um grafo 
* Construir árvores para expressões 


Idéia Principal 
Diversas situações podem ser representadas através de grafos. 
Exercícios 5.1 

1. Responda as seguintes perguntas sobre o grafo mostrado a seguir: 


a. Este grafo é simples? 
b. Este grafo é completo”? 


Exercício 1 
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. Este grafo é conexo? 
‚ Existem dois caminhos entre os vértices 3 e 6? 
. Este grafo possui algum ciclo? 
O grafo possui algum vértice cuja remoção o tornaria uma árvore? 
. O grafo possui algum vértice cuja remoção o tornaria desconexo? 


Qe 


09 mo 


*2. Esboce uma figura рага cada um dos seguintes grafos: 
a. um grafo simples com três vértices, cada qual com grau 2 
b. quatro vértices, com ciclos de tamanho 1, 2, 3 e 4 
c. uma árvore com cinco vértices e altura 1 


3. Responda as perguntas a seguir sobre a árvore abaixo com o vértice a como raiz. 


a. Ela é uma árvore binária? 
b. Ela é uma árvore binária completa? 
с. Qual o pai do vértice e? 
d. Qual é o filho à esquerda do vértice e? 
e. Qual a altura de g? 
f. Qual é a altura da árvore”? 
a 
b c 
d 
ef 8 
h i 


Exercício 3 


*4. Use o grafo direcionado da figura a seguir para responder as perguntas abaixo 
a. Quais vértices são alcançáveis a partir do vértice 3? 
b. Qual é o comprimento do menor caminho entre 3 e 6? 
c. Qual é o caminho do vértice 1 ao vértice 6 com comprimento 8? 


Exercício 4 


5. a. Desenhe Ко. b. Desenhe K; 4. 


6. Para cada uma das características a seguir, desenhe um grafo ou explique por que um grafo com as 
características pedidas não existe. 
a. Quatro vértices de graus 1, 2, 3 e 4, respectivamente. 
b. Simples com quatro vértices de graus 1, 2, 3 e 4, respectivamente. 
c. Quatro vértices de graus 2, 3, 3 e 4, respectivamente. 
d. Quatro vértices de graus 2, 3, 3 e 3, respectivamente. 


x7. Qual dos grafos na figura abaixo não é isomorfo aos outros? Por quê? 
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C» ө A 


Exercício 7 


8. Qual dos grafos na figura abaixo não é isomorfo aos outros? Por quê? 


ANN 


Exercício 8 


Para os Exercícios 9 a 14, diga se os dois grafos apresentados são ou não isomorfos. Se forem, apresente 
a função que estabelece o isomorfismo entre eles; caso contrário, explique por quê. 


x9. 1 
a 
£] 
44 а е2 
w] es 
аз а 
e7 
4 d 
(a) (b) 


10. 
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11. 


a 


(a) (b) 


12. 


x13. 


14. 


(a) (b) 
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15. Demonstre que dois grafos não são isomorfos se: 

um deles tem mais vértices que o outro 

. um deles tem mais arestas que o outro 

um deles tem arestas paralelas, e o outro não tem 

. um deles tem um laço e o outro não tem 

um deles tem um vértice de grau k, e o outro não tem 
um deles é conexo, e o outro não é 

. um deles tem um ciclo, e o outro não tem 


q г» о go ce 


416. Desenhe todos os grafos não-isomorfos, simples com dois vértices. 
17. Desenhe todos os grafos não-isomorfos, simples com três vértices. 
18. Desenhe todos os grafos não-isomorfos, simples com quatro vértices. 


19. Encontre uma expressão para o número de arestas de K, e demonstre que a expressão que você encontrou 
está correta. 


20. Verifique a fórmula de Euler para o grafo simples, conexo e planar da Fig. 5.21. 
x21. Demonstre que К>» é um grafo planar. 


22. Demonstre que o grafo a seguir é um grafo planar. 


Exercício 1 


*23. Se um grafo simples, conexo e planar tem seis vértices, todos de grau 3, em quantas regiões ele divide o 
plano? 


24. Se todos os vértices de um grafo simples, conexo e planar têm grau 4 e o número de arestas é 12, em quantas 
regiões ele divide o plano? 


25. A fórmula de Euler (equação (1) do teorema sobre o número de vértices e de arestas) aplica-se a grafos 
que não sejam simples? E as desigualdades (2) e (3) do mesmo teorema? 


26. O que está errado no argumento a seguir que visa tornar um grafo não-planar em um grafo planar através 
de subdivisões? 

Em um grafo não-planar existem duas arestas a; e a; que se intersectam em um ponto v que não é um 
vértice. Faça uma subdivisão elementar de a, com a inserção de um vértice em v e uma subdivisão ele- 
mentar de a» com a inserção de um vértice em v. No grafo resultante, o ponto de interseção é um vértice. 
Repita este processo com todas as interseções que ocorram fora de vértices; o grafo resultante não será 
planar. 


Nos Exercícios 27 a 30, determine se o grafo é planar (mostrando uma representação planar) ou não-planar 
(encontrando um subgrafo homeomorfo a К; ou К; з. 


x27. 
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28. 


x29. 


30. 


Os Exercícios 31 a 36 referem-se ao complemento de um grafo. Se G é um grafo simples, o complemento de 
С, denotado por G' é o grafo simples com o mesmo conjunto de vértices, onde os vértices x — y são adjacentes 
em G' se, e somente se, eles n&o sáo adjacentes em G. 
x31. Desenhe G' para o grafo da Fig. 5.9a. 
32. Desenhe K',. 
33. Mostre que se dois grafos simples С, e С» são isomorfos, então seus complementos С' e G^; também o são. 
34. Um grafo simples é autocomplementar se for isomorfo ao seu complementar. Demonstre que em um 


grafo autocomplementar com n vértices (n > 1), n = 4kou n = 4k + 1 para algum inteiro k. (Dica: Use 
o resultado do Exercício 19.) 


*35. a. Demonstre que em qualquer grafo simples С com pelo menos dois vértices, se G não for conexo, então 
G' é conexo. (Dica: Se G não é conexo, então G consiste em uma coleção de subgrafos conexos "dis- 
juntos".) 
b. Encontre um grafo G onde tanto G quanto С' sáo conexos, mostrando, assim, que a recíproca do item 
(a) é falsa. 


36. Demonstre que se IN] = 11 em um grafo simples e conexo, então G e G' não podem ser ambos planares. 


37. Desenhe o grafo dual do mapa da figura abaixo. 


Exercício 37 
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38. Desenhe um mapa para o qual o grafo da figura a seguir sirva como grafo dual. 


NH 


Exercício 38 


Nos Exercícios 39 a 42, encontre o número cromático de cada grafo. 


ES 
59 


x39. 


40. 


41. K, 


42. X. 


43. O teorema das seis cores pode ser provado sem usar o grafo dual de um mapa. No lugar disto, tornamos 
as fronteiras das regiões retas, de forma que o problema da coloração do mapa mostrado na parte (a) da 
figura a seguir seja representado pelo grafo da parte (b) da mesma figura. Primeiro admitimos que nenhum 


país tenha um buraco no meio. Por isso, o grafo não terá laços, será planar e conexo. Além disso, todo 
vértice terá ao menos grau 3. 


Ea 


(a) (b) 


Exercício 43 


жа. Mostre que podemos considerar o grafo como simples mostrando que se seis cores são o suficiente 
para colorir um grafo simples, elas serão suficientes para um grafo com arestas paralelas também. 
(Dica: Imagine países pequenos nos vértices temporariamente.) 
b. Demonstre que, em um grafo simples, conexo e planar com R regiões fechadas, n — a + R = 1. 
c. Considere um grafo simples, conexo e planar, e admita que toda região fechada tem pelo menos seis 
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44. 


45. 
x46. 
47. 
48. 
49. 


x50. 


51. 


52. 


x53. 


54. 


55. 


x56. 


57. 


58. 
59. 


arestas adjacentes a ela. Mostre que 2a = 3n — 3. 

d. Considere agora um grafo simples, conexo e planar onde todos os vértices tém grau pelo menos 3. 
Mostre que este tipo de grafo tem pelo menos uma região fechada com não mais do que cinco arestas 
adjacentes. 

e. Demonstre que seis cores sáo suficientes para colorir qualquer mapa plano onde nenhum país tenha 
um buraco no meio. 

f. Demonstre que seis cores são suficientes para colorir qualquer mapa plano. (Dica: Retire algumas 
fendas temporariamente do mapa.) 


Cinco lobistas políticos estão visitando sete membros do Congresso (chamados de A a G) no mesmo dia. 
Os membros do Congresso que os cinco lobistas precisam visitar são: 


Cada membro do Congresso estará disponível por uma hora. Qual o menor número de intervalos de visita 
que deve ser usado a fim de que não haja conflitos entre os lobistas? (Dica: Trate isto como um problema 
de coloração de grafos.) O que ocorreria se o lobista 3 descobrisse que não precisa visitar o membro B, 
e o lobista 5 descobrisse que não precisa visitar o membro D? 

Nos Exercícios 45 a 48, desenhe a árvore da expressão. 

[(х - 2) * 3] + (5 + 4) 

[(Q*x-3 *у) +4 * 2] +1 

1-42: [= (4 5) 

(6 = 2) * 4] + [4 +x) * (5 + 3)] 

Demonstre que em qualquer grafo simples С com п vértices e а arestas, 2a = nº — п. 
Demonstre que um grafo simples e conexo com n vértices tem pelo menos n — 1 arestas. (Dica: Mostre 
que isto pode ser tratado como um problema do tipo "Um grafo simples e conexo com m arestas tem, no 


máximo, т + 1 vértices." E então use indução em т.) 


Demonstre que um grafo simples com n vértices (n = 2) e mais de C (n — 1,2) arestas é conexo. (Dica: 
Use os Exercícios 35 e 50.) 


Demonstre que uma árvore com n vértices, n = 2, tem pelo menos dois vértices de grau 1. 


Demonstre que um grafo simples é uma árvore não-enraizada se, e somente se, existir um único caminho 
entre quaisquer dois vértices. 


Seja G um grafo simples. Demonstre que G é uma árvore não-enraizada se, e somente se, G for conexo 
e a remoção de qualquer aresta sua o tornar desconexo. 


Seja G um grafo simples. Demonstre que G é uma árvore não-enraizada se, e somente se, a inclusão de 
uma aresta tornar G um grafo com exatamente um ciclo. 


7 E Los d E /, 
Demonstre que uma árvore binária tem no máximo 2º vértices em seu nível 4. 
a. Desenhe uma árvore binária completa de altura 2. Quantos vértices ela tem? 
b. Desenhe uma árvore binária completa de altura 3. Quantos vértices ela tem? 
с. Formule uma conjectura sobre quantos vértices tem uma árvore binária completa de altura Л. 
d. Demonstre sua conjectura. (Dica: Use o Exercício 56.) 


Demonstre que uma árvore binária completa com x vértices internos tem x + 1 folhas. 


Demonstre que o número de folhas de uma árvore binária é 1 mais o número de vértices com dois filhos. 


Seção 5.2 


EXEMPLO 17 


EXEMPLO 18 
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Nos Exercícios 60 e 61, duas árvores são isomorfas, se houver uma bijeção f: М, — № onde f leve a raiz de 
uma árvore na raiz da outra e onde f(y) é um filho de f(x) na segunda árvore, se y for um filho de x na primeira. 
Desta forma, a figura a seguir: 


~ 


(а) (b) 


as duas árvores são grafos isomorfos, mas não árvores isomorfas (em (a) a raiz tem dois filhos, e em (b) não). 
Essas são as únicas árvores não-isomorfas com três vértices. 


*60. Mostre que existem quatro árvores náo-isomorfas com quatro vértices. 
61. Mostre que existem nove árvores não-isomorfas com cinco vértices. 
62. Na Fig. 5.25, admita que o vértice 4 é a raiz, e redesenhe a árvore com a raiz em cima. 


63. Na Fig. 5.25, admita que o vértice 2 é a raiz, e redesenhe a árvore com a raiz em cima. 


Representações Computacionais de Grafos 


Z 


Já dissemos que a maior vantagem dos grafos é sua representação visual das informações. Mas para o 
armazenamento e manipulação de grafos por um computador, esta informação precisa ser representada de 
outras maneiras. Uma opção é usar a definição formal de grafos; isto é, podemos armazenar um conjunto de 
vértices, um conjunto de arestas e uma função que associe a cada aresta um conjunto com seus dois vértices 
extremos. 


Para representar o grafo da Fig. 5.2 usando esta definição, seria necessário armazenar os conjuntos 
[1,2,3,4,5) 
{a1 ,22, аз, A4, аз, ав} 
е 


(la, 1, 2], [az 1, 2), [аз, 2, 2]; [а 2, 31, las, 1, 3], [а 3, 4] 


onde, neste conjunto, a relação funcional foi representada por vetores de três elementos. . 


Esta representação poderia ser bem mais eficiente se nos limitássemos a grafos simples e conexos. Neste 
caso náo precisaríamos explicitar os nomes das arestas ou fornecer o conjunto de vértices. 


A representacáo do grafo da Fig. 5.4a exigiria o armazenamento do conjunto 
11,2], [2, 3], [1,3]) . 


Ambas as representações acima são um tanto desajeitadas. Suponha que desejamos determinar (ет um 
grafo simples e conexo) se dois vértices são ou não adjacentes. Dependendo dos recursos da linguagem de 
programação que estivermos usando, poderemos testar, por exemplo, se [1, 3] ou [3, 1] pertence ao conjunto. 
(A linguagem Pascal oferece o operador in para verificar a pertinência de um elemento a um conjunto.) No 
entanto, se desejássemos encontrar todos os vértices adjacentes ao vértice 1, precisaríamos repetir este tipo de 
pergunta diversas vezes. Na verdade, as representações de grafos com conjuntos nunca é usada. Ao invés dela, 
usam-se duas estruturas de dados: uma matriz de adjacências ou uma lista de adjacências. 
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EXEMPLO 19 


PRÁTICA 20 


Matriz de Adjacências 


Suponha que um grafo tem n vértices numerados 71,n5.., n, Esta numeração define uma ordenação arbitrária 
no conjunto de vértices; lembremos que este tipo de conjunto é chamado de um conjunto ordenado. No entanto, 
isto é feito com o único intuito de identificar os vértices — não há qualquer relevância no fato de um vértice 
aparecer antes de outro na ordenação. De posse dos vértices ordenados, podemos formar uma matriz n X n onde 
o elemento i, j é o número de arestas entre o vértice n; e nj. Esta matriz é chamada de matriz de adjacências 
A do grafo com relação à ordenação. Portanto, 


aj = p onde existem p arestas entre n; e п; 


A matriz de adjacências para o grafo da Fig. 5.33 com respeito à ordenação 1, 2, 3, 4 é uma matriz 4 X 4. O 
elemento 1,1 é um 1 devido ao fato de haver um lago no vértice 1. Todos os demais elementos da diagonal sáo 
0. O elemento 2,1 (segunda linha, primeira coluna) é 1 porque existe apenas uma aresta entre os vértices 2 e 1, 
o que também indica que o elemento 1,2 vale 1. Até este ponto, temos 


1 1 - — 
] 0 = = 
А = 
em Est Uu LS 
- — — 0 
1 
2 3 
4 

Figura 5.33 Ы 
Complete a matriz de adjacências relativa ao grafo da Fig. 5.33. ° 


A matriz de adjacências da Prática 20 é simétrica, o que ocorrerá para qualquer grafo não-direcionado — 
se há uma aresta p entre os vértices n; e n; então p também é uma aresta entre os vértices n; e n;. A simetria da 
matriz indica que apenas os elementos da diagonal principal e os elementos abaixo dela precisam ser 
armazenados. Portanto, todas as informações contidas no grafo da Fig. 5.33 estão representadas na porção 
triangular inferior da matriz, e o grafo pode ser reconstruído a partir desta porção. 


= (Com ж, 
om o 
о о 


Em um grafo direcionado, а matriz de adjacências А reflete a direção das arestas. Em uma matriz 
direcionada 


а; = p onde p é o número de arestas do vértice n; para o vértice nj 


Uma matriz de adjacências de um grafo direcionado não é necessariamente simétrica, uma vez que uma aresta 
do vértice n; para o vértice n; não implica uma aresta do vértice n; para o vértice n; 
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EXEMPLO 20 Considere o grafo direcionado da Fig. 5.34. Sua matriz de adjacências é 


4 
Figura 5.34 


EXEMPLO 21 


PRÁTICA 21 


ооо н 
om o m 
= © = O 
© © н о 


Em um grafo simples ponderado, os elementos da matriz de adjacências podem indicar o peso de cada 
aresta no lugar de apenas indicar a presença da aresta pelo número 1. 


Lista de Adjacências 


Diversos grafos, ao contrário de serem completos, têm relativamente poucas arestas. Esses grafos têm matrizes 
de adjacências ditas esparsas; isto é, suas matrizes de adjacências contêm muitos zeros. No caso de o grafo ter 
n vértices, serão necessários ^ elementos para representarem sua matriz de adjacências, ainda que a maior parte 
desses elementos seja zero. Qualquer algoritmo que precise que todas as arestas do grafo sejam verificadas 
realizará comparações com todos os nº elementos da matriz, uma vez que não há outro meio de determinar quais 
os elementos que não são zero além de examiná-los. Para encontrar todos os vértices adjacentes ao vértice n; 
precisamos varrer toda a i-ésima linha da matriz de adjacências, que tem um total de n elementos. 

Um grafo com relativamente poucas arestas pode ser representado mais eficientemente, se armazenarmos 
apenas os elementos não-nulos de sua matriz de adjacências. Esta representação consiste em uma lista para cada 
vértice de todos os vértices adjacentes a ele. Usam-se ponteiros para permitir que caminhemos de um elemento 
da lista para o seguinte. Este tipo de estrutura de dados é chamado de lista encadeada. (Já falamos de listas 
encadeadas no Cap. 3 como uma alternativa de implementação para conjuntos.) Temos um vetor de n ponteiros, 
um para cada vértice, para obter o início de cada lista. Esta representação na forma de lista encadeada, apesar 
de precisar de mais memória para os ponteiros, pode ser mais eficiente que a matriz de adjacências. Para 
encontrarmos todos os vértices adjacentes a n; precisamos varrer a lista referente a n, que deve ter menos 
elementos que os n que teríamos que examinar na matriz de adjacências. No entanto, existem desvantagens; se 
desejarmos determinar se um vértice n; em particular é adjacente ao vértice n; temos que varrer toda a lista 
encadeada de п,, enquanto que na matriz de adjacências poderíamos pesquisar o elemento i, j diretamente. 


A lista de adjacências para o grafo da Fig. 5.33 contém um vetor de quatro elementos de ponteiros, um para cada 
vértice. O ponteiro de cada vértice aponta para um vértice adjacente, que aponta para outro vértice adjacente, 
e assim por diante. A estrutura da lista de adjacências é mostrada na Fig. 5.35. 


Figura 5.35 


Nesta figura, os pontos indicam um ponteiro nulo, indicando que não há mais nada a ser apontado e que se 
alcançou o fim da lista. Tratamos o caso de arestas paralelas listando-as mais de uma vez na lista de adjacências 
de л; se há mais de uma aresta entre л; е o vértice. . 


Desenhe a lista de adjacéncias que representa o grafo mostrado na Fig. 5.36. 
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EXEMPLO 22 


EXEMPLO 23 


3 
Figura 5.36 . 


Em um grafo não-direcionado, cada aresta é representada duas vezes. Se n; está na lista de adjacências 
referente a n; então n; também está na lista de adjacências de n; A representação por lista de adjacências de um 
grafo direcionado inclui n; na lista de adjacências de n; se existe uma aresta do vértice n; para o vértice n; n; não 
precisa estar na lista de adjacências de п; Em um grafo rotulado ou em um grafo ponderado, outros dados podem 
ser armazenados juntamente com o nome do vértice na lista de adjacências. 


A Fig. 5.37 mostra um grafo ponderado. A representação por listas de adjacências para este grafo é mostrada 
na Fig. 5.37b. Para cada registro na lista, o primeiro item de dado é o vértice, o segundo é o peso da aresta que 
leva a este vértice e o terceiro é o ponteiro para os dados do próximo vértice. Perceba que o elemento 4 no vetor 
de ponteiros iniciais é nulo porque não há qualquer aresta que comece no vértice 4. 


(a) (b) Г 
Figura 5.37 


Em uma linguagem de programação que não ofereça ponteiros, podemos implementar listas de 
adjacências através de vetores de diversas colunas (ou um vetor de registros), onde uma coluna contém os 
vértices e outra coluna contém o índice no vetor do próximo vértice na lista de adjacências — "um 
pseudoponteiro". A desvantagem deste tipo de abordagem é que a quantidade máxima de espaço de memória 
que pode vir a ser necessária precisa ser alocada inicialmente para o vetor; não é possível criar mais espaço para 


o mesmo ao longo da execução do programa. 


A representação por vetor-ponteiro do grafo da Fig. 5.37a é mostrada na Fig. 5.38. Um ponteiro nulo é indicado 
pelo índice O do vetor. 

A linha 2 desse vetor, que representa o vértice 2, tem um ponteiro para o índice 7. No índice 77 do vetor, 
encontramos o vértice 1 com peso 4, representando a aresta de peso 4 entre o vértice 2 para o vértice 1. O 
ponteiro para o índice 8 indica que a lista de adjacências para o vértice 2 tem mais entradas. No índice 8, vemos 
que existe uma aresta do vértice 2 para o vértice 4 com peso 2 e que isto encerra a lista de adjacências para o 
vértice 2. 
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Vértice Peso Ponteiro 

1 6 

2 7 

3 9 

4 0 

5 10 

6 3 2 0 

7 1 4 8 

8 4 2 0 

9 2 1 0 
10 4 1 11 
Е 2 3 y Figura 5.38 * 


Representação de Árvore Binária 


Como uma árvore também é um grafo, todas as representações que vimos até agora para grafos em geral podem 
também ser usadas para representar árvores. As árvores binárias, no entanto, apresentam características 
especiais que não desejamos perder em suas representações, especificamente a identificação dos filhos à 
esquerda e à direita. O equivalente à representação através de uma matriz de adjacências é um vetor de duas 
colunas (um vetor de registros) onde os dados de cada vértice são os filhos à esquerda e à direita. O equivalente 
à representação através de uma lista de adjacências é uma coleção de registros com os campos referentes aos 
filhos à esquerda e à direita contendo ponteiros para outros registros deste tipo. 


EXEMPLO 24 Para a árvore binária mostrada na Fi g. 5.39, a representação do vetor de filhos à esquerda e à direita é mostrada 
na Fig. 5.40a. Zeros, novamente, indicam ponteiros nulos. A representação através de ponteiros é dada na Fig. 5.40b. 


Filho à esquerda Filho à direita 


1 2 3 
2 4 5 
3 0 6 
1 4 0 0 
5 0 0 
2 3 
6 0 0 
4 5 6 


Figura 5.39 


(b) Figura 5.40 : 
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PRATICA 22 Forneça a representação através do vetor de filhos à esquerda e à direita da árvore binária da Fig. 5.41. 


5 
Figura 5.41 


Revisão da Seção 5.2 


Técnicas 


* Construção de matrizes e listas de adjacências para grafos e grafos direcionados 
* Construção de representações de árvores binárias na forma de vetores 


Idéias Principais 
Grafos podem ser representados como matrizes e listas encadeadas. 


Arvores binárias podem ser representadas como vetores e como listas encadeadas. 


Exercícios 5.2 


Nos Exercícios 1 a 6 escreva a matriz de adjacências que representa o grafo nas figuras. 


t2 
I^] 
с 


кә 
A 


x1. 5 
4 
2 
3 

3. 1 г 

2 3 1 4 

6 7 
x5. 1 

bo 
3 
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Nos Exercícios 7 a 10, desenhe o grafo representado pelas matrizes de adjacências apresentadas. 


7. [0 2 0 8$. D ı 0 о о o 
2 0 2 г ото о 0 
0 2 0 0 1 1 1 0 0 
0.0 1 0 0 0 
о о 000 2 
о о 002 0 
x9. 1 1 10 10. fo 1 0 0O 1 
1 0 0 0 1 1 0 100 
1 0 0 0 1 0 1 0 1 O0 
10 00 1 0.0 1 0 1 
1 1 1 0 1 0 O 1 0 


Desenhe o grafo que ela representa. 


12. A matriz de adjacências de um grafo direcionado é dada por 


=. © O © о 
ооо O m 
O a e O = 
оо m. © о 
O ЖШ > O O O 


Desenhe o grafo que ela representa. 
x 13. Descreva o grafo cuja matriz de adjacências é Һ a matriz identidade n X n. 
14. Descreva a matriz de adjacências para K,, o grafo simples e completo com n vértices. 


15. Dada uma matriz de adjacências A para um grafo simples G, descreva a matriz de adjacências para o 
complemento de G (veja a definição no Exercício 31 da Seção 5.1). 


16. Dada a matriz de adjacências A para um grafo direcionado G, descreva o grafo representado pela matriz 
de adjacências A” (veja o Exercício 26 na Seção 4.4). 


Para os Exercícios 17 a 22, desenhe a representação na forma de lista de adjacências para o grafo indicado. 
17. Exercício 1 18. Exercício 2 
* 19. Exercício 3 20. Exercício 4 


21. Exercício 5 22. Exercício 6 
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23. Com relação ao grafo a seguir. 


2 
4 3 
5 6 Exercício 23 


a. Deseje sua representação na forma de lista de adjacências. 

b. Quantas posições de memória são necessárias para o armazenamento da lista de adjacências? (Admita 
que um ponteiro ocupa uma posição de memória.) 

c. Quantas posições de memória são necessárias para o armazenamento da matriz de adjacências deste 
grafo? 


x24. Desenhe a representação na forma da lista de adjacências para o grafo ponderado da figura a seguir. 


3 2 4 Exercício 24 


x25. Construa a representação vetor-ponteiro para o grafo direcionado do Exercício 6. 
26. Construa a representação vetor-ponteiro para o grafo direcionado do Exercício 24. 


27. Desenhe o grafo não-direcionado representado pela lista de adjacências da figura a seguir. 


Exercício 27 


28. Desenhe o grafo direcionado representado pela lista de adjacências da figura dada. 


Exercício 28 
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*29. Escreva a representação por vetor de filhos à esquerda e à direita para a árvore binária da figura dada. 


7 


Exercício 29 


30. Escreva a representação por vetor de filhos à esquerda e à direita para a árvore binária da figura dada. 


8 9 10 11 12 13 14 15 
Exercício 30 


x31. Desenhe a árvore binária representada pelo vetor de filhos à esquerda e à direita da figura dada (1 é a raiz). 


Filho à esquerda Filho à direita 


1 2 3 
2 0 
3 5 0 
4 6 7 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 


Exercício 31 


32. Desenhe a árvore binária representada pelo vetor de filhos à esquerda e à direita da figura dada (1 é a raiz). 


Filho à esquerda Filho à direita 


1 2 0 
2 3 4 
3 0 0 
4 5 6 

0 0 
6 0 0 


Exercício 32 
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33. Escreva a representação por vetor de filhos à esquerda e à direita para a árvore binária de busca que é 
gerada pelo processamento da frase "Todo gaulés divide-se em três partes" (veja o Exercício 26 da Seção 


4.1). Além disso, armazene o nome de cada nó da árvore. 


34. A figura a seguir representa uma árvore binária na qual o filho à esquerda e o pai de cada vértice são dados. 
Desenhe a árvore binária (1 é a raiz). 


1 
2 
3 
4 


5 
6 


Filho à esquerda Pai 
2 0 
4 1 
0 1 
0 2 
0 2 
0 3 


Exercício 34 


35. A figura dada representa uma árvore (não necessariamente binária), onde para cada nó, o filho mais à 
esquerda e o irmão mais próximo à direita são dados. Desenhe a árvore (1 é a raiz). 


1 
2 
3 
4 


ч ON tA 


Filho à esquerda 


Filho à direita 


2 


0 


О J oO O oo /O | qa 


O OINO бо > o 


Exercício 35 


36. a. Escreva a representação na forma do vetor com o filho mais à esquerda e o irmão à direita descrita 


no Exercício 35 para a árvore da figura dada. 


9 10 11 Exercício 36 


b. Agora desenhe a árvore binária que resulta se tratarmos a resposta do item (a) como a representação 
por vetor de filhos à esquerda e à direita da árvore. Uma árvore arbitrária pode, portanto, ser pensada 
como tendo uma representação por árvore binária. 


9 37. A árvore binária da figura dada é a representação de uma árvore geral (como no item (b) do Exercício 36.) 


Exercício 37 Desenhe a árvore. 


Seção 5.3 


EXEMPLO 25 


EXEMPLO 26 


Seção 5.3 Grafos Direcionados e Relações Binárias, e Algoritmo de Warshall 253 


Grafos Direcionados e Relações Binárias, e 
Algoritmo de Warshall 


Nesta seção, voltaremos nossa atenção para grafos direcionados (não ponderados) sem arestas paralelas. (Em 
um grafo direcionado, duas arestas do vértice a para o vértice b são paralelas, mas uma aresta do vértice a para 
o vértice b e outra do vértice b para o vértice a não são paralelas.) Considere a matriz de adjacências do grafo 
(admitindo alguma ordenação arbitrária de seus n vértices, que sempre assumiremos ao tratar a matriz de 
adjacências de um grafo). Ela será uma matriz п X п, não necessariamente simétrica. Além disso, por não haver 
arestas paralelas no grafo, a matriz de adjacências será uma matriz booleana, isto é, uma matriz cujos elementos 
sejam apenas Os e Is. Reciprocamente, dada uma matriz booleana n X n, podemos reconstruir o grafo 
direcionado representado por esta matriz, e ele não terá arestas paralelas. Portanto, existe uma correspondência 
um-para-um, que pode ser representada por 


Grafos direcionados 
com n vértice e sem fon) Matrizes 
arestas paralelas booleanas n x n 


Veremos agora como as relações binárias se encaixam nesta correspondência. 


Grafos Direcionados e Relações Binárias 


Suponha que G é um grafo direcionado com n vértices e sem arestas paralelas. Seja N o conjunto de vértices. 
Se (л, nj) é um par ordenado de vértices, então existe ou não uma aresta entre os vértices n; e n. Podemos usar 
esta propriedade para definir uma relação binária no conjunto N: 


n; p n; © existe uma aresta em G de n, para л, 


Esta relação é a relação de adjacência do grafo. 


Para o grafo direcionado da Fig. 5.42, a relação de adjacência é ((1, 2), (1, 3), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3)). 


Figura 5.42 . 


Reciprocamente, se p é uma relação binaria no conjunto N, podemos definir um grafo direcionado G com 
N sendo o conjunto de vértices, e uma aresta de n; para n; se, e somente se, n; p nj. G não terá arestas paralelas. 


Para o conjunto N = {1,2,3,4 }earelação binária((1,4),(2,3),(2,4),(4,1)] em N, obtemos o grafo direcionado 
mostrado na Fig. 5.43. 


2 3 Figura 5.43 ү 
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EXEMPLO 27 


PRÁTICA 24 


Grafos e Árvores 


Agora temos outra correspondência um-para-um: 


Gratos direcionados 
сот п vértices e 
sem arestas 

paralelas (2) 


Relações binárias 
nos conjuntos de 
n elementos 


+----э 


Naturalmente, uma relação um-para-um significa a existência de uma bijeção. Сото a bijeção é mantida pela 
composição de funções, se compusermos as bijeções (1) e (2) obteremos uma bijeção que nos fornece uma 
correspondência um-para-um entre as relações binárias e matrizes. Portanto, temos os três conjuntos equivalentes: 


Relações binárias " E поа A " Mee 
nos conjuntos de Ete nr Re 
n elementos sem arestas paralelas (3) 


Um elemento de qualquer um dos trés conjuntos tem representacóes correspondentes nos outros dois conjuntos. 


Forneça o conjunto de pares ordenados na relação de adjacéncia da seguinte relação booleana; além disso, 
desenhe o grafo direcionado: 


O - =- O 
оон o 
ооо о 
о-о © 


Lembremo-nos das propriedades reflexiva, simétrica, anti-simétrica e transitiva de uma relação binária 
em um conjunto que vimos no Cap. 4. Se uma relação binária em um conjunto N tem uma determinada 
propriedade, esta propriedade reflete-se no grafo e na matriz booleana correspondentes. De forma análoga, 
certas características de um grafo direcionado ou de uma matriz booleana implicam certas propriedades da 
relação de adjacências correspondentes. 


Se p é uma relação reflexiva em um conjunto N, então para cada n, є N, п, p n, No grafo direcionado corres- 
pondente existirá um laço em cada vértice, e a matriz booleana correspondente terá 1 s ao longo de sua diagonal 
principal. . 


Explique por que a relacáo binária correspondente ao grafo direcionado da Fig. 5.26 náo é anti-simétrica. * 


No Cap. 4 representamos ordenações parciais em um conjunto através do diagrama de Hasse. De que 
forma esta representação difere da representação de um grafo direcionado? O diagrama de Hasse é uma 
simplificação da representação através de grafos direcionados. Suponha que G seja uma representação na forma 
de um grafo direcionado de uma ordenação parcial. Como uma ordenação parcial é reflexiva, G terá um laço 
em cada vértice; podemos eliminar esses laços em um diagrama de Hasse sem perder qualquer informação, pois 
sabemos que todo vértice tem um laço; isto é, que todo vértice relaciona-se com ele mesmo. Como uma 
ordenação parcial é transitiva, se a pbeb pc, então a pc. Em um grafo direcionado, precisaríamos ter uma aresta 
de a para b, outra de b para c e ainda outra de a para c. No diagrama de Hasse, podemos eliminar a aresta de a 
para c sem perda de informações se mantivermos em mente a propriedade transitiva. Finalmente, o diagrama 
de Hasse não é um grafo direcionado propriamente dito, mas criamos a convenção de que se a for o predecessor 
imediato de b, então a aparecerá abaixo de b. Portanto, podemos obter um grafo direcionado a partir do diagrama 
de Hasse, se colocarmos setas apontando para cima em todas as arestas. A propriedade anti-simétrica evita 
qualquer conflito como o vértice a estar abaixo do vértice b, e o vértice b estar abaixo do vértice a. 

No Cap. 4 também vimos operações de conjuntos que podem ser aplicadas a duas relações binárias ре 
cr em um conjunto N, as operações pU cep No. А oper ag o é a união dos pares ordenados d pe de 


EXEMPLO 28 


PRÁTICA 25 
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g, enquanto que a operação p N gé a interseção dos pares ordenados de pe de с. Seja R e S matrizes booleanas 
para pe с, respectivamente. A matriz booleana p a p ет á 1 na posição ijj se, e somente se, tiver um 1 na 
posição i, j de R ou se tiver um 1 na posição i, j de S. Cada elemento da matriz booleana рага p U o é o máximo 
dos dois elementos correspondentes em R e S, de forma que a matriz boglédnné Ва (veja a discussão 
sobre operações em matrizes booleanas na Seção 4.4). De forma análoga, a matriz booleana para,p N e terá um 
1 na posição i, j se, e somente se, tanto a matriz R quanto a matriz 5 tiverem 1 na posição i, j. Portanto, a matriz 
booleana para pN оё К ^ S. 


Alcançabilidade 


A propriedade de "alcangabilidade" tem uma interpretação interessante em cada uma das três formas 
equivalentes em (3) — grafos direcionados, relação de adjacências e matriz de adjacências. Já temos, da Seção 
5.1, uma definição para este termo em grafos direcionados, que repetimos agora. 


Definição: Vértice Alcançável 
Em um grafo direcionado, o vértice n; é alcançável a partir do vértice n; se existir um caminho de п; até n; 


No grafo direcionado da Fig. 5.43, o vértice 3 não é alcancável a partir do vértice 4 ou do vértice 1. O vértice 
1 é alcancável a partir do vértice 2 pelo caminho 2-4-1. . 


Em um sistema modelado por um grafo direcionado (um diagrama de fluxo de dados, por exemplo) com 
um "vértice inicial", qualquer vértice que não é alcançável a partir do vértice inicial nunca poderá afetar o 
sistema e, portanto, pode ser excluído do grafo. Se o grafo direcionado representar alguma coisa como as rotas 
de uma companhia aérea ou os trajetos dos dados em uma rede de computadores, náo devemos desejar ter nós 
que não sejam alcançáveis por algum outro nó. Portanto, o recurso de testar a alcançabilidade tem diversas 
aplicações práticas. 

A matriz de adjacências A de um grafo direcionado G com n vértices e sem arestas paralelas terá um 1 
na posição i, j se houver uma aresta do vértice n; para o vértice n; Este é um caminho de tamanho 1 de n; para 
n; A matriz de adjacências nos dá informações relativas a uma forma limitada de alcangabilidade, as que são 
obtidas através de caminhos de comprimento 1. No entanto, vamos realizar a multiplicação de matrizes A X 
A. Denotaremos este produto por А? a fim de distinguir de A?, o resultado de А.А usando a multiplicação 
ordinária de matrizes. Lembremos, da Seção 4.4, que na definição da multiplicação booleana de matrizes o 


elemento i, j de A? é dado por 
п 
AUI j] = V авла) (4) 


Se um termo como q; ^ а; ; nesta soma valer 0, então ou ар = О ou az; = O (ou ambos), e não há caminho de 
comprimento 1 de n; a nz ou não há caminho de comprimento 1 de пг a n; (ou ambos). Portanto, não existe caminho 
de comprimento 2 de n; para n; passando por n2. Se, por outro lado, а A a, não for 0, então tanto ар = 1 e az; 
= 1. Neste caso, existe um caminho de comprimento 1 de n; para nz e um caminho de comprimento 1 de n para 
nj de forma que há um caminho de comprimento 2 de n; para n; passando por nz. Um caminho de comprimento 
2 de nj para n; existirá se, e somente se, existir um caminho de comprimento 2 que passe por algum dos vértices 
de 1 a n, isto é, se, e somente se, pelo menos uma das parcelas da disjunção (4) for 1 e portanto А? [i, j] = 1. 
Portanto, as entradas em A? nos indicam a alcançabilidade através de caminhos de comprimento 2. 


Encontre A para o grafo da Fig. 5.43 e calcule A?. O que o elemento 2,1 indica? ° 


* р). k nos cê i Р P А 
A matriz А? indica а presença ou ausência de caminhos de comprimento 2. Nós devemos соп jecturar que 
este resultado vale para potências e tamanhos de caminhos arbitrários. 


Teorema Sobre Matrizes Booleanas de Adjacências e Alcançabilidade 
Se А é a matriz booleana de adjacências para um grafo direcionado G com vértices e sem arestas paralelas, 
então AM [ij] = 1 se, e somente se, houver um caminho de comprimento m do vértice n; ao vértice nj. 
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PRÁTICA 26 


EXEMPLO 29 


Demonstração: Realizaremos uma prova por indução em т. Já vimos que o resultado é verdadeiro para m = 
1 (em = 2). Suponha que А? [j, j] = 1 se, e somente se, existir um caminho de comprimento p de n; até п; 
Sabemos que 


A+ Di, j] = V (API, К] A dj) 
к=1 


Esta expressão valerá 1 se, e somente se, pelo menos uma parcela valer 1, digamos A” [4 а] ^ a; = 1, ou А? 
[54] = 1 e аш= 1. Isto será verdade se, e somente se, existir um caminho de comprimento р de n; até n, (pela 
hipótese de indução) e existir um caminho de comprimento 1 de n, a n;,que significa que existe um caminho 
de comprimento p + 1 den;an;. 


Com relação ao grafo da Fig. 5.43, o que você espera que seja o valor do elemento 2,1 de А? Calcule A? 
e verifique este valor. . 


Se o vértice n; é alcançável a partir do vértice n; ele o será através de um caminho de algum tamanho. 
Este caminho será evidenciado por um 1 na posição i, j de A, AP, A? etc, mas não podemos computar um 
número infinito de multiplicações de matrizes. Felizmente, o tamanho dos caminhos entre п; e n; pelos quais 
devemos procurar é limitado. Se houver n vértices no grafo, então qualquer caminho com n + 1 ou mais vértices 
deve ter pelo menos um vértice repetido. Isto decorre do Princípio da Casa do Pombo — existem п "caixas" 
(vértices distintos) nas quais estamos pondo mais de n objetos (os vértices de um caminho com n ou mais 
arestas). A Seção de um caminho que se encontre entre os vértices repetidos é um ciclo. Se п, * n; então o ciclo 
pode ser eliminado para formar um caminho mais curto; assim, se existe um caminho entre dois vértices n; e n; 
este caminho tem comprimento máximo n — 1. Se n, * nj então o ciclo poderá ser o caminho completo de n; 
a n; com comprimento máximo n; mas, neste caso, poderíamos eliminar o ciclo (se notarmos que todo vértice 
pode ser considerado alcançável a partir de si próprio), mas mantemo-lo para mostrar que pode existir um 
caminho não-trivial entre п; e nj. 

Conseqüentemente, seja n; = n; ou п, É nj, nunca devemos procurar por um caminho de n; até n; com 
comprimento maior que л. Portanto, para determinar a alcangabilidade, devemos apenas considerar os 
elementos i, j em A, AS, ... A". Alternativamente, podemos definir a matriz de alcancabilidade R como 


R-AvA?v..vAOW 


Então n; é alcancável a partir de n; se, e somente se, o elemento i, j em R for positivo. 

Vimos agora como a alcangabilidade em um grafo pode ser expressa em termos da matriz de 
adjacências. Mas como a alcangabilidade pode ser expressa em termos da relação de adjacência que 
corresponde ao grafo? 

Se pé a relação de adjacéncia para o grafo G, denotaremos por р a relação binaria de alcançabilidade; 
isto é, (n,, nj) e p? exatamente quando existe um caminho em С de n; até n; Podemos então mostrar que pRéo 
fecho transitivo dp. Lembremos, da definição de fecho de uma relação, que o fecho transitivo de p é uma relação 
transitiva que contém p e é um subconjunto de qualquer relação transitiva contendo p. 

Para verificarmos que pf é transitiva, seja (n; nj) e (n; n;) pertencentes a р“. Então existe um caminho em 
G de n; a nj e um caminho em G de nj a т. Portanto, existe um caminho em G de n; ane (nj, т) pertencente а 
pf. Para verificarmos que pë contém p, seja (п, nj) pertencente a p. Então existe uma aresta de n; até n; em G, 
o que significa que existe um caminho de comprimento 1 de n; para n; e (n; nj) pertencp& Finalmente, suponha 
que a é qualquer relação transitiva nos vértices de G que contenha p e seja (п, nj) pertencente a pF. Isto significa 
que existe um caminho de n; a n; usando, digamos, os vértices n; n, n, ...,n,,, n; Então existe uma aresta de cada 
vértice deste caminho para o seguinte e todos os pares ordenados (n; nx), (n Ny),..., (Nw, nj) pertencem a p e, 
portanto, todos eles pertencem a т. Como & é transitiva, isto implica que (n; п) pertence a o e p* é um 
subconjunto de с. Portanto pf é o fecho transitivo de p. 

Para resumir, com relação às três representações equivalentes a seguir: relação de adjacéncia p, o grafo 
direcionado G e a matriz de adjacéncias A, temos que 


(n; n) pertence 
ao fecho transitivo e 
de p 


R[ij] = 1onde 


n; alcançável a 
R-AvAUvy---vy A" 


partir de n; em G мы 


Seja G o grafo direcionado da Fig. 5.44; С tem cinco vértices. 
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5 
Figura 5.44 


A matriz de adjacências A de G é 


» 

li 
2000 
оооо a 
оо о 
оо. осоо 
ет Ше ее, 


А relação de adjacéncia pé p = ((1,2), (2, 3), (3, 1), (3,4), (5, 1), (5, 3)). 


As potências sucessivas de A são 


0.0 1! 0 Q 100 1 (0 
тоо 1 Q 0 100 0 
AO -Ío0 1 0 0 0 A9Y=|0 0 10 0 
00000 ооо оо 
1 10 1 0 0 1 1.0 0 
0 тоо 0 0.0 10 0 
0.0 10 0 100 10 
AS=|1 0 0 1 O AS9=|0 1.00 0 
о о 00 0 0.000 0 
1 0 1 10 1 10 10 


Estas matrizes indicam, por exemplo, que existe um caminho de comprimento 2 de 2 a 1 porque А? [2, 1] = 
1 (o caminho é 2-3-1) e existe um caminho de comprimento 4 de 5 а E porque AO [5, 3] = 1 (o caminho é 5- 
3-1-2-3), mas não há caminho de comprimento 3 de 1 a3 porque A? [1,3] =0. 

A matriz de alcançabilidade R é a soma booleana de A, А?, AO), AP е As: 


1 1 1 1 O0 

11 1 1 O0 
Rzj1 1 1 1 

0.00 0 0 

1 1 110 


Os valores 1 na matriz R indicam que existem caminhos em G dos vértices 1, 2, 3 e 5 para todos os vértices, 
exceto para o vértice 5, mas não há caminho do vértice 4 para qualquer outro vértice, o que pode ser confirmado 
olhando a Fig. 5.44 

Demonstramos que as entradas 1 em R indicam os pares ordenados que pertencem ao fecho transitivo de 
p. Este fecho transitivo terá, portanto, os seguintes pares ordenados: 
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(A, 0, 1,2), (1, 3), (1, 4), (2, D, @, 2), (2, 3), (2, 4), 
(3, D, (3, 2), (3, 3), (3, 4), (5, D, (5, 2), (5, 3), (5, 4)) 


Começando com р e seguindo o procedimento descrito no Cap. 4 para obtenção do fecho transitivo de uma 
relação, vemos que, para obter a transitividade, primeiro devemos incluir os pares (1,3), (2, 1), (2, 4), (3, 2), 
(5, 2) e (5, 4). Considerando o novo conjunto, vemos que precisamos incluir também os pares (1, 1), (1, 4), (2, 
2) e (3, 3). O conjunto resultante de pares ordenados é transitivo (e está de acordo com o obtido acima). • 


Calcule R para o grafo direcionado da Fig. 5.43. Quais informações a coluna 2 nos diz? . 


No Cap. 4 prometemos um algoritmo melhor para encontrar o fecho transitivo de uma relação. Ei-lo: 
escreva a relação binária na forma de uma matriz de adjacências e calcule 


R=AvaA 9 у... УА!" 


Quanto trabalho é necessário рага se executar este algoritmo? A expressão de R indica que precisam ser 
feitas operações booleanas em matrizes, mas as operações matriciais precisam, por sua vez, de operações de е 
e ou booleanos em seus elementos. Usaremos, portanto, as operações booleanas e e ou para medir o trabalho 
necessário. Na Seção 4.4, vimos que a multiplicação ordinária de duas matrizes n X n requer O (n*) multiplicações 
e adições; por um argumento análogo, a multiplicação de matrizes booleanas requer Ө (nº) operações booleanas de 
e/ou. O algoritmo acima requer n — 1 multiplicações de matrizes booleanas (para encontrar os produtos АЎ, AO", 
..., А"" que entram no cálculo de R). O cálculo desses n — 1 produtos requer (n — 1) © (j^) = Ө (п?) operações 
booleanas. Para calcular C v D, onde C e D são duas matrizes booleanas n X n, precisamos de n^ operações ou 
booleanas. Para calcular R, precisamos de n — 1 dessas operações matriciais, de forma que (n — 1) и? = O (п?) 
operações ou booleanas são realizadas. A quantidade total de trabalho necessária é Ө (1*) + Ө (и?) = Ө (n^). 

A seguir, veremos um algoritmo mais eficiente para se computar o fecho transitivo de uma relação (ou 
a matriz de alcançabilidade de um grafo). 


Algoritmo de Warshall 


Para um grafo С com n vértices, o algoritmo de Warshall calcula uma série den + 1 matrizes Mo, My, Mo, ..., 
M,, Рага cadak,0 = k = n, M, [;, jj) = 1 se, e somente se, existir um caminho em С de n; até n; cujos vértices 
interiores (i.e., os vértices que não são os extremos do caminho) forem apenas vértices do conjunto {л»п»,..., 
п}. 

Vamos examinar as "condições de contorno". Quando k = 0), o conjunto (7,755, ...,no) é о conjunto vazio, 
de forma Мо /i, j] — 1 se, e somente se, existir um caminho em G de п; a п; cujos pontos interiores pertençam 
ao conjunto vazio; isto é, que não haja vértices interiores. O caminho de n; a n; deve, então, consistir apenas em 
seus pontos extremos e uma aresta, de forma que n; e n; são adjacentes. Portanto, M, = A. A outra condição de 
contorno ocorre quando k = n. Então o conjunto (71, nz..., nn) consiste em todos os vértices em G, de modo 
que não há restrições sobre os vértices interiores no caminho e Mi, j] = 1 se, e somente se, existir um caminho 
de п; até п; o que significa que M, = К. 

Portanto, o algoritmo de Warshall começa em A = M, e computa sucessivamente My, М›,..., M, = К. 
Este cômputo pode ser definido indutivamente. O caso básico é fazer M, = A. Admita agora que My foi 
computado e considere como calcular Mk, ou, mais especificamente, My, [i, j]. Temos Mya [i j] = 1 se, e 
somente se, existir um caminho de n; a n; cujos vértices interiores pertençam todos ao conjunto [n;, n2,...,Ny+1). 
Isto pode acontecer de duas maneiras. 


1. Todos os pontos interiores vêm de [n,, n,,...,n;), caso no qual M, [ij] = 1. Devemos, portanto, manter 
todos os elementos 1 de Mj, em My. 

2. O vértice n+; é um vértice interior. Podemos admitir que лу é um vértice interior apenas uma vez, 
pois podemos eliminar os ciclos de um caminho. Então precisa existir um caminho de п; até ny 
cujos pontos interiores pertençam a (n,, n2,..., Ng} e um caminho de ny, até n;.cujos pontos interiores 
pertençam a (n,,75,..., ny. Isto significa que M, [i k + 1] = 1 e Mi[k + Lj] — 1, o que quer dizer 
que M,[i, k + 11A M,[& + 1,j] = 1; esta condição pode ser verificada porque nossa hipótese é que 
My já foi calculada. 


Na versão a seguir do algoritmo de Warshall, o valor inicial da matriz M é A. Cada passo do laço externo 
computa a matriz seguinte da série M,, M5,..., M, = R. 
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ALGORITMO Warshall 


procedure Warshall (var М: matriz booleana п X п); 
(inicialmente, М = matriz de adjacências de um grafo direcionado G sem arestas paralelas] 


begin 
fork: = 1 tondo 
for i: = 1 ton do 
for j: = 1 ton do 
МЕЛ: = (M [LJ] v (ME k) A M Ik jI); 


end; (ao término, M = matriz de alcangabilidade de С) 


EXEMPLO 30 As matrizes computadas pelo algoritmo de Warshall para o grafo do Exemplo 29 foram: 


0 то о 0 ото о 0 
0.0 1.0 0 0.0 1 0 0 
Mo,=|1 0 0 1 0 М,=|1 1 0 1 0 
0.0 00 0 0.000 0 

10 10 0 1 1 1 0 0 

1 1 0 0 1] 1 1 0 

0 1 0 0 1 1 1 0 

M,=|l ! 1 1 0 M,=|1 1 1 1 O 
о 0 0 0 0.0 0 0 

1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 


As matrizes M4 e Ms não conteráo qualquer novo valor 1 porque não há caminhos de 4 ou 5 para qualquer outro 
vértice, de modo que expressões da forma M[4,j]e M[i, 5] são 0. Portanto, М» = M; = Ms = R como computado 
no Exemplo 29. Perceba, no entanto, que as matrizes calculadas pelo algoritmo de Warshall, exceto pelas A e 
R, não são iguais às potências de A usadas em nosso algoritmo anterior para o cálculo de R. . 


Cada passada pelo lago externo do algoritmo de Warshall modifica a matriz que existia no fim do passo 
anterior. O algoritmo de Warshall não precisa de qualquer armazenamento extra para outras matrizes. Este é 
outro ponto que precisamos verificar. Como estamos modificando a matriz ao longo do processamento, durante 
qualquer passo do lago externo, algumas entradas pertenceráo a My,1, enquanto que outras continuarão 
pertencendo а М. Especificamente, no passo k+ 1, poderíamos considerar Mfi, k + 1] ^ M[A + 1, Д após estes 
valores já terem sido computados para o passo corrente e, portanto, representariam M. li, k+ 1]e Mz+[k+1, 

j], ao invés dos valores de Mi[i, k+1] e Mylk+ 1,7] que usamos em nossa justificativa para este algoritmo. (No 
Exemplo 30, por exemplo, no cálculo de M; [3,2], usamos M[3,1 ] eM [ 1,2] e ambosjá tinham sido computados 
no passo corrente.) Então será que existe algum caso no qual os valores de M. li k+ 1] e М, + 1,7] são 1, 
de forma que incluímos um 1 em Ms. 1[1,7/, quando os valores de Мі, k+ Пе Mylk+ 1,j] são0? Não — se Mk, 
[ik + 1]= 1, existe um caminho de п; até r4; com vértices interiores pertencentes ao conjunto {лупә,...пк+1}. 
No entanto, como лк é um ponto extremo, е os ciclos podem ser eliminados, deve existir ainda um caminho 
com vértices interiores pertencentes ao conjunto [n,,n>,...,n;) de forma que Mi[i, k+ 1] = 1. Um argumento 
análogo pode ser usado para Mun[k + 1,7]. 


PRÁTICA 28 — Useo algoritmo de Warshall para calcular R para o grafo da Fig. 5.43. Compare sua resposta com a da Prática 
27. $ 


Qual o trabalho demandado pelo algoritmo de Warshall medido pelo número de operações booleanas e/ou? 
O ünico comando de atribuição do algoritmo localiza-se no interior de um laço triplamente aninhado e será executado 
n vezes. Cada execução do comando de atribuição precisa de uma operação e e outra ou; portanto, a quantidade 
total de trabalho é 2n* = @(и?). Lembremos de que nosso algoritmo anterior para obter R era O(n’). 
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Revisão da Seção 5.3 
Técnicas 


e Dados os itens a seguir —relação de adjacéncia, grafo direcionado e matriz de adjacências —encontrar 
os outros dois 


* Computar a matriz de alcançabilidade К de um grafo G (ou, equivalentemente, encontrar o fecho 
transitivo de uma relação de adjacéncia em С) através do uso da fórmula R = A v A? у... v Ae 
através do uso da fórmula de Warshall 


Idéias Principais 


Existe uma correspondência um-para-um entre um grafo direcionado G sem arestas paralelas, a relação de 
adjacência em G e a matriz de adjacências de G (com respeito a alguma ordenação arbitrária de seus vértices). 


A matriz de alcançabilidade de um grafo G também representa o fecho transitivo da relação de adjacência em G. 
A matriz de alcançabilidade de um grafo pode ser computada com (n^) operações e/ou booleanas através da 


soma de potências da matriz de adjacências A ou com Ө(и?) operações e/ou booleanas através do uso do 
algoritmo de Warshall. 


Exercícios 5.3 


xl. Encontre a matriz de adjacéncia e a relação de adjacência para o grafo da figura dada. 


1 3 
1 
2 4 
2 3 
Exercício 1 Exercício 2 


2. Encontre a matriz de adjacência e a relação de adjacência para o grafo da figura dada. 


*3. Encontre o grafo direcionado e a relação de adjacéncia equivalente à matriz a seguir: 


| 
== =>. 
noooo 
nooon 
Soo 


о-н оо 
ооо оо 
- о о о 
о оо 2c 
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5. Dada a relação de adjacéncia p = ((1,4), (1, 5), (1,6), (6, 2), (6, 3), (6, 5)) no conjunto N = (1,2, 3,4, 
5, б}, encontre o grafo direcionado e a matriz de adjacência associados. 


6. Dada a relação de adjacéncia р = ((2,1), (3,2), (3, 3), (3,4), (4, 5), (6, 3), (6,6) } no conjunto N = (1, 
2, 3, 4, 5, б}, encontre o grafo direcionado e a matriz de adjacência associados. 


7. Descreva uma propriedade de um grafo direcionado cuja matriz de adjacência é simétrica. 


x8. Descreva o grafo direcionado cuja matriz de adjacéncia tem todos os 15 na linha 1 e na coluna 1 e nas 
demais posições tem Os. 


9. Descreva o grafo direcionado cuja matriz de adjacéncia tem 1 s nas posições (i, i + Dparal=si=n-—l, 
um 1 na posição (n, 1) e Os nas demais posições. 


10. Descreva uma propriedade de uma matriz de adjacência de um grafo cuja relação de adjacência seja anti- 
simétrica. 


11. As relações de adjacéncia p e a têm as matrizes de adjacência К e S associadas. Encontre as matrizes de 
adjacência associadas às relações p U cep No. 


oo 
Soon 
Sono 
о о о 


412. Оз dois grafos direcionados da figura dada têm relações de adjacência p e с. Desenhe os grafos associados 
às relações p Uc epo. 


IN, N 
2 3 2 3 
Exercício 12 


13. Seja A a matriz 


110 
0 0 1 0 

A, 001 
10 10 


Encontre os produtos A? e А?. 


14. A definição de grafo conexo pode ser estendida para grafos direcionados. Descreva a matriz de 
alcançabilidade R para um grafo direcionado conexo. 


* 15. Para o grafo da figura dada, escreva a matriz de alcangabilidade R através de uma inspeção do grafo. 
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2 
1 1 2 
3 
4 3 5 4 
Exercício 15 Exercício 16 


16. Para o grafo da figura dada, escreva a matriz de alcançabilidade R através de uma inspeção do grafo. 
Nos Exercícios 17 a 22, calcule a matriz de alcançabilidade R aplicando a fórmula R = Av A?! v ... vA 


17. Exercício 1 18. Exercício 2 x19. Exercício 3 
20. Exercício 4 21. Exercício 5 22. Exercício 6 


Nos Exercícios 23 a 28, calcule a matriz de alcangabilidade R, usando o algoritmo de Warshall. 


x23. Exercício 1 24. Exercício 2 25. Exercício 3 
26. Exercício 4 x27. Exercício 5 28. Exercício 6 


Os Exercícios 29 a 32 usam a multiplicação convencional de matrizes para obterem informações sobre um grafo. 
X29. Seja С um grafo direcionado, possivelmente com arestas paralelas, e seja A sua matriz de adjacéncia. 
Então A pode não ser uma matriz booleana. Demonstre que a posição i, j da matriz A? contém o número 


de caminhos de comprimento 2 do vértice i ao vértice j. 


30. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo direcionado G, possivelmente com arestas paralelas. Demonstre 
que a entrada i, j da matriz A" contém o nümero de caminhos de comprimento п do vértice i ao vértice j. 


31. Parao grafo С da figura dada, conte o número de caminhos de comprimento 2 do vértice 1 ao vértice 3. 
Verifique, calculando A?. 


4 3 Exercício 31 


32. Para o grafo G da figura dada, conte o número de caminhos de comprimento 4 do vértice 1 ao vértice 5. 
Verifique, calculando A*. 


Exercício 32 


Seção 5.4 
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33. Seja р uma relação binária definida no conjunto (0, + 1, +2, +4, +16) por x ру © у = X°. Desenhe o 
grafo direcionado associado. 


Árvores de Decisão e Códigos de Huffman 


Podemos usar árvores para representar as ações de certos algoritmos, ainda que estes algoritmos não sejam 
descritos em termos de árvores. Em outros casos, a melhor maneira de se descrever um algoritmo é explicar seu 
efeito através de palavras no lugar de uma estrutura de árvore. 


Lançamento 1 
Lançamento 2 
Lançamento 3 
Lançamento 4 


Lançamento 5 


Охххо #0 
ххххоО Cx 
OXAXOXAuO 
хххОдҗ FR 
оходхд CO 
ORKAK „О 
ARAXRASX 


K 
С 
К 
К 
С 
К 


OXOXO 
XROXOA 


Figura 5.45 


Árvores de Decisáo 


No Cap. 3, usamos árvores de decisáo para resolver problemas de contagem. A Fig. 5.45 mostra a árvore usada 
no Exemplo 41 do Cap. 3 para representar as várias possibilidades de cinco lançamentos de moedas sob a 
restrição de que duas caras seguidas não possam ocorrer. Cada vértice interno da árvore representa uma ação 
(um lançamento de moeda) e as arestas para os filhos dos vértices internos representam os resultados dessa ação 
(cara ou coroa). As folhas da árvore representam os resultados finais, isto é, as diferentes maneiras de se obter 
cinco lançamentos. 


Definição: Árvore de Decisão 
Uma árvore de decisão é uma árvore na qual os vértices internos representam ações, as arestas representam 
os resultados de uma ação e as folhas representam os resultados finais. 


Busca 


Diversos algoritmos funcionam realizando comparações sucessivas entre dois elementos. Um algoritmo de 
busca, por exemplo, ou encontra um elemento x em uma lista ou determina que x não pertence à lista. Este tipo 
de algoritmo normalmente funcionarealizando comparações sucessivas de x com os elementos da lista. Já vimos 
dois algoritmos deste tipo: busca sequencial e busca binária. Podemos modelar a atividade desses algoritmos 
através de árvores de decisão. Os vértices representam as ações de comparação de x com os elementos da lista, 
onde a comparação de x com o i-ésimo elemento da lista é denotada por x:L(i). 

A busca seqüencial apenas distingue dois possíveis resultados da comparação de x com Lfi). Sex = L(i), 
o algoritmo termina porque x foi encontrado na lista. Se x + L(i). a próxima comparação realizada é x:L(i + 1), 
independente de x ser menor ou maior que L(i). As folhas desta árvore de decisão correspondem aos resultados 
finais, onde ou x é um dos elementos da lista ou x não está na lista. 
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EXEMPLO 31 


EXEMPLO 32 


A Fig. 5.46 mostra a árvore de decisão de um algoritmo de busca seqüencial aplicado a uma lista de cinco 
elementos. 


x=1L(5) 
Figura 5.46 F 


Através da árvore de decisão de um dado algoritmo, podemos ver que o número de comparações 
necessárias para qualquer resultado em particular (folha da árvore) é o número de vértices internos da raiz à 
folha. Este número é igual ao comprimento do caminho da raiz à folha. O pior caso, isto é, o número máximo 
de comparações, é o maior comprimento de qualquer caminho deste tipo, que é a altura da árvore. Como toda 
árvore de decisão para buscas seqüenciais se parece com a árvore da Fig. 5.46, está claro que a altura da árvore 
de decisão para algoritmos deste tipo, para uma lista de n elementos, é n. Isto confirma o que já sabíamos, isto 
é, que, no pior caso, uma busca seqüencial em uma lista de n elementos requer n comparações. 

A árvore de decisão para o algoritmo de busca binaria é mais interessante. A busca binaria reconhece três 
possíveis resultados em cada comparação: 


x = L (i): o algoritmo termina, x foi encontrado 
x < L (i): o algoritmo continua na metade esquerda da lista 
x > L (i): o algoritmo continua na metade direita da lista 


Seguiremos o costume, e não escreveremos as folhas que correspondem à "ramificação do meio", isto é a 
igualdade x = L(i). Se x < L(i), a próxima comparação realizada pelo algoritmo é encontrada no filho à esquerda 
deste nó; se x > L(i), a próxima comparação realizada pelo algoritmo é representada no filho à direita. Se não 
houver filhos, o algoritmo termina porque x não está na lista. A árvore que acabamos de descrever é uma árvore 
binária cujas folhas representam todos os resultados possíveis onde x não está na lista. Existem muito mais folhas 
referentes a falhas do que na busca seqüencial; isto se deve ao fato de a busca binária indicar porque x não está 
na lista (por exemplo, х < L(1) ou L(1) < x < L (2)). 


A Fig. 5.47 mostra a árvore de decisão para o algoritmo de busca binaria aplicado a uma lista de oito elementos. 


PRÁTICA 29 
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x: L(4) 


x«L(1) L(6) « x « L(7) 


L(1) «x < L(2) L(3) « x « L(4) L(5) « x « L(6) « 


L()«x«L(8) x»L(8) 
Figura 5.47 . 


O pior caso, isto é, o número máximo de comparações, será novamente a altura da árvore, que é 4 na Fig. 
5.47. No Cap. 2, resolvemos uma relação de recorrência para obter o comportamento do pior caso de uma busca 
binária onde n é uma potência de 2 e encontramos como resultado 1 + log n (lembre-se de que estamos usando 
logaritmos na base 2). Perceba que 1 + log 8 = 4, de forma que a altura da árvore de decisão confirma nosso 
resultado anterior. A restrição de n ser uma potência de 2 tornou a aritmética da solução da relação de recorrência 
mais simples. Se n não for uma potência de 2, então a altura da árvore será dada pela expressão 1 + Llog п], 


a. Desenhe a árvore de decisão para o algoritmo de busca binária em uma lista com cinco elementos. 
b. Encontre a altura da árvore e compare com 1 + Llog 5]. ° 


Limites Inferiores da Busca 


Usamos árvores de decisão para representar as ações de dois algoritmos particulares de busca. Este tipo de árvore 
pode ser usado para representar as ações de qualquer algoritmo que resolva o problema da busca através de 
comparações do elemento procurado com os elementos da lista. Os vértices internos de uma árvore deste tipo 
representam as comparações feitas, e a altura da árvore indica o número de comparações no pior dentre todos 
os casos. O que podemos dizer sobre uma árvore quando não sabemos as peculiaridades do algoritmo em 
questão? Podemos dizer que x deve ser comparado com cada elemento da lista pelo menos em algum caso (talvez 
em mais de um caso, se o algoritmo for um tanto estúpido). Se existir um elemento da lista que não sendo nunca 
comparado a x, o algoritmo não pode determinar se o elemento é igual a x e, portanto, não pode decidir com 
certeza se x pertence ou não à lista. As comparações são os vértices internos nas árvores de decisão. Portanto, 
se m é o número de vértices internos na árvore de decisão T; para qualquer algoritmo de busca que atue em uma 
lista de n elementos, então m = n. 

Antes de prosseguirmos com as árvores de decisão, precisamos de mais alguns fatos sobre as árvores 
binárias em geral. O número de vértices em cada nível em uma árvore binária completa segue uma progressão 
geométrica: 1 vértice no nível 0,2! vértices no nível 1,2? vértices no nível 2, e assim por diante. Em uma árvore 
binária completa de altura h, o número total de vértices é, portanto, 


IE дыд ob i 


(veja o Exercício 17 da Seção 2.2). Uma árvore binária completa tem o número máximo de vértices para qualquer 
árvore binária de uma dada altura. Isto nos dá o fato número 1: 


2 
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Figura 5.48 


EXEMPLO 33 


d+1 
2 


1. Qualquer árvore binária de altura Л tem no máximo — 1 vértices. 


O fato número 2, que será demonstrado logo a seguir, é: 
2. Qualquer árvore binária com m vértices tem altura = Llog т J. 


Para demonstrarmos o fato 2, usaremos uma demonstração por contradição. Suponha que uma árvore binária 
tem m vértices e altura й < [log т], Então h = Llog т.|—1. Do fato 1, 


met | x 2 Log т]-1)+1 — 1 
= ев md = 1 < Уот == 1 = щт – 1 


ой 
т=т— 1, 


uma contradição. Portanto, h = Llog т. 

Voltemos às árvores de decisão. Tiremos temporariamente as folhas da árvore T; (com т vértices 
internos) para criar uma nova árvore T; com m vértices, m = n. Pelo fato 2, T; tem altura h Llog т] =>l log n]. 
Portanto, a árvore Т; tem altura >| log п! + l.Como a altura de uma árvore de decisão nos dá o número de 
comparações no pior caso, podemos enunciar o seguinte teorema: 


Teorema Sobre o Limite Inferior de Uma Busca 

Qualquer algoritmo que resolva o problema de busca em uma lista de n elementos pela comparação do 
elemento procurado x com os elementos da lista precisa realizar pelo menos Пов п] + 1 comparações no 
pior caso. 


Isto nos dá um limite inferior para o número de comparações necessárias no pior caso para qualquer 
algoritmo de busca que use comparações para resolver o problema. Uma vez que a busca binária não realiza mais 
trabalho do que o mínimo necessário, a busca binária é dita um algoritmo ótimo com respeito ao comporta- 
mento de seu pior caso. 


Busca em uma Arvore Binária 


O algoritmo de busca binária requer que os dados já estejam ordenados. Outro algoritmo de busca, chamado de 
busca em uma árvore binária, pode ser usado em dados que estejam organizados em uma árvore binária de 
busca. Uma árvore binária é construída a partir de itens de dados em uma ordem arbitrária. O primeiro elemento 
torna-se a raiz da árvore. Os elementos a seguir são inseridos em função de comparações com os elementos já 
existentes, começando sempre pela raiz. Se o novo elemento for menor que o elemento de um vértice, o próximo 
vértice testado é o filho à esquerda; do contrário, passa-se ao filho da direita. Quando não houver mais vértices- 
filho, o novo elemento torna-se um. 


Os itens de dados 
5,8,2, 12, 10, 14,9 


são organizados em uma árvore binária de busca. A Fig. 5.48 mostra os sucessivos estados da construção da 
árvore. Ы 


Uma árvore binária de busca, da forma que é construída, tem a propriedade de que о valor em qualquer 
vértice é maior que todos os valores de sua subárvore à esquerda (a subárvore cuja raiz é seu filho à esquerda) 
e menor que todos os valores de sua subárvore à direita. Uma busca em uma árvore binária compara o 
elemento x com sucessivos vértices começando pela raiz. Se x for igual ao elemento do vértice, o algoritmo 
termina; se x for menor do que o elemento, o filho à esquerda é o próximo a ser testado; se x for menor que o 
elemento, então passa-se ao filho à direita. Se não houver mais filhos, o algoritmo termina indicando que x não 
pertence à lista. Portanto, a árvore binária de busca, exceto por suas folhas, é a árvore de decisão de um algoritmo 
de busca binária. (Este é um caso no qual o algoritmo propriamente dito é descrito em termos de uma árvore.) 
O número de comparações para o pior caso é igual à altura da árvore mais 1 (para as folhas que faltam). No 
entanto, uma árvore binária de busca para um determinado conjunto de dados não é única; a árvore depende da 
ordem na qual os elementos são inseridos nela. 


EXEMPLO 34 


2 8 10 14 
Figura 5.49 
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EXEMPLO 35 
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Os dados do Exemplo 33 entrados na ordem 
9. 12, 10,5,8,2, 14 
produzem a árvore binária da Fig. 5.49 ° 


As ações realizadas em uma busca em uma árvore binária certamente remontam o algoritmo "regular" de 
busca binária, em ambos os casos o procedimento é realizar a comparação e, se não for igual, passar à esquerda 
ou à direita (na árvore, se for uma busca em uma árvore binária, ou na lista, se for uma busca binária). É possível 
ordenar os dados para uma busca em árvore binária, de tal forma que a árvore de busca construída seja a mesma 
da árvore de decisão do algoritmo de busca binária dos mesmos dados quando ordenados. Isto é ilustrado no 
Exemplo 34 (perceba que a árvore não foi construída a partir dos dados ordenados). 

A altura de uma árvore binária de busca para um conjunto de dados pode variar. A altura da árvore na Figs. 
5.48 é 4, enquanto que na Fig. 5.49 é 2. Portanto, o número de comparações para o pior caso para a busca de 
um elemento também pode variar. O processo de construção da árvore pode ser modificado de modo que se tenha 
uma árvore mais "balanceada", isto é, baixa e larga, no lugar de alta e fina; este tipo de intervenção reduz a altura 
da árvore e, portanto, o tempo de busca. Sabemos, no entanto, do teorema sobre o limite inferior da busca que 
uma certa quantidade mínima de trabalho é necessária, independentemente do quanto engenhoso seja o processo 
de construção da árvore. 


a. Construa a árvore binária de busca para os dados do Exemplo 33 entrados na ordem 
12,9, 14,5, 10,8,2 


b. Qual é a altura da árvore? . 


Ordenação 


As árvores de decisão também podem modelar algoritmos que ordenem listas de elementos através de uma 
sequência de comparações entre dois elementos da lista. Os vértices internos deste tipo de árvore de decisão são 
rotulados Z(i):L(j) a fim de indicarem uma comparação entre os elementos i ej da lista. Para simplificar nossa 
discussão, vamos assumir que a lista não contenha elementos duplicados. Então o resultado da comparação será 
L(i) < Цу) ou L(i) > L(j). Se L(i) < L(j), então o algoritmo prossegue pelo filho à direita. Se não houver filhos, 
o algoritmo termina porque a ordenação foi terminada. A árvore é uma árvore binária e suas folhas representam 
os resultados finais, isto é, as diversas ordenações possíveis. 


A Fig. 5.50 mostra a árvore de decisão para um algoritmo de ordenação aplicado a uma lista de três elementos. 
Este algoritmo não é muito astuto, porque ignora a transitividade da relação < e, portanto, realiza algumas 
operações redundantes. As folhas da árvore indicam os diversos resultados finais, incluindo diversos casos 
(marcados com um X) que resultam de contradições das comparações realizadas. 


LD:LO) 


L(2):L(3) 


L(1):L(3) L(2):L(3) 


141) <142)<143) X UD<L3)<L2) L2) < L(1)< L3) X L2) « L3) « 141) 
L(3) < L(1) < L2) L(3) < L2) < L(1) 


Figura 5.50 
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EXEMPLO 36 


Desenhe a árvore de decisão obtida se alterarmos o algoritmo do Exemplo 35 a fim de evitar comparações 
desnecessárias. e 


Um argumento na forma de uma árvore de decisão também pode ser usado para estabelecer um limite 
inferior, no pior caso, para o número de comparações necessárias para a ordenação de uma lista de n elementos. 
Da mesma forma que fizemos para o problema de busca, vamos ver o que podemos dizer sobre uma árvore de 
decisão para a ordenação baseada em comparações, independente do algoritmo que estivermos usando. As 
folhas dessas árvores representam os resultados finais, isto é, as várias ordenações dos n elementos. Existem 
n! arrumações deste tipo; assim, se p for o número de folhas da árvore de decisão, então p = n!.. O pior caso será 
igual à altura da árvore. Mas também é verdade que, se a árvore tem altura Л, logicamente p = 2* (Exercício 56 
da Seção 5.1). Tomando o logaritmo na base 2 de ambos os lados dessa desigualdade, temos log p = A ou, como 
h é um inteiro, Л = [log pl. Finalmente, obtemos 


h = flog p.l = Пов n!] 


O que prova o teorema a seguir. 


Teorema Sobre o Limite Inferior de uma Ordenação 
Qualquer algoritmo que ordena uma lista de n elementos através de comparações de pares de elementos da 
lista realiza pelo menos {498 п comparações em seu pior caso. 


Códigos de Huffman 


Dados na forma de caracteres, consistem em letras do alfabeto (tanto as maiúsculas quanto as minúsculas), 

símbolos de pontuação e outros símbolos do teclado, tais como (9 e %. Os computadores armazenam cada 

caracter de forma binária, como uma seqüéncia de Os e Is. O método mais comum é fixar algum comprimento 

n de forma que 2" seja tão grande quanto o número de caracteres distintos e então representar cada caracter como 
uma seqüéncia particular de n bits. Cada caracter precisará, entáo, da mesma quantidade de memória para ser 

armazenado. 

Suponha que uma coleção de dados na forma de caracteres que precisa ser armazenada em um arquivo 
de forma binária seja grande o suficiente para que a quantidade de memória a ser gasta seja relevante. Um 
esquema de codificação diferente do descrito acima poderia usar um número variável de bits para representar 
OS caracteres e armazenar os que tiverem maior fregiiência como seqüéncias com menos de п bits. A fim de 
armazenar todos os caracteres distintos, algumas seqüéncias precisarão ser maiores, mas se essas segiiências 
maiores forem usadas para os caracteres que ocorrem com menor freqüéncia, a quantidade total de memória 
necessária pode ser menor. Estudaremos agora este esquema de compressão de dados ou compactação de 
dados, pois são mais bem descritos como uma série de ações tomadas em árvores binárias. 


Como um exemplo trivial, suponha uma colecáo de dados que contenha 50.000 ocorréncias dos seis caracteres 
à, с, 2, k p e ?, os quais ocorrem segundo as seguintes frequências percentuais: 


Caracter а c g k p ? 
Freqüência 48 9 12 4 17 10 


Como devemos ser capazes de armazenar seis diferentes caracteres, o esquema de tamanho fixo precisa de três 
bits para cada caracter (2º = 8 > 6). O espaço total para armazenamento é, então, 50.000 * 3 = 150.000 bits. 


Suponhamos agora que usamos o seguinte esquema de codificação: 


Caracter a c g k p ? 


Codificação 0 1101 101 1100 111 100 
Então o espaço necessário (em número de bits) será 
50.000 (0,48 * 1 + 0,00 * 4 + 0,12 * 3 + 0,04 * 4 + 0,17 * 3 + 0,10 * 3) = 108.500 


que é aproximadamente dois terços do que era necessário pelo método anterior. . 


PRÁTICA 32 


EXEMPLO 37 
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No método de armazenamento por tamanho fixo com n bits para cada caracter, a cadeia grande de bits com 
os dados codificados pode ser quebrada a fim de obter os códigos de cada caracter simplesmente tomando n bits 
de cada vez. Já na codificação com tamanho variável, é preciso que haja uma forma de decidir quando a 
seqüéncia de um caracter termina e começa a sequência do caracter seguinte. 


Usando o código de tamanho variável do Exemplo 36, decodifique cada uma das seguintes cadeias: 


a. 11111111010100 
b.1101010101100 
c.100110001101100 * 


Na Prática 32, as cadeias podem ser quebradas em representações de caracteres de uma única maneira. 
À medida que um novo bit é considerado, as possibilidades de quais caracteres podem estar sendo representados 
vão sendo limitadas até que o caracter esteja unicamente identificado pelo último bit de sua representação. Não 
há a necessidade de adivinhar o que o caracter é, e então retroceder no algoritmo, caso a adivinhação se mostre 
errada. Este recurso de decodificação única sem inícios falsos e retrocessos ocorre porque este código é um 
exemplo de código prefixo. Em um código prefixo, o código para qualquer caracter nunca é o prefixo do código 
de qualquer outro caracter. (Na verdade, um código prefixo é um código "antiprefixo"!) 


Considere o código 


Caracter a b с 
Codificação 01 101 011 


que não é um código prefixo. Dada a cadeia 01101, ela pode representar ab (01 -101) ou са (011 -01). Além disso, 
ao processar a cadeia 011011 bit a bit, como um computador faria, a codificação poderia começar com um ab 
(01-101), e então encontraríamos um erro no último bit. Neste caso o processo teria que ser repetido desde o 
primeiro bit a fim de reconhecermos a seqüéncia cc (011-011). ° 


Em nossa abordagem para os códigos prefixos, devemos construir árvores binárias com os caracteres 
como folhas. Uma vez que tenhamos construído uma árvore, podemos atribuir um código binário para cada 
caracter seguindo o caminho desde a raiz até a folha, usando Os para cada desvio a esquerda a 1 s para os desvios 
à direita. Como as folhas não precedem qualquer outras folhas em caminhos a partir da raiz, o código será um 
código prefixo. A árvore binária para o código do Exemplo 36 é mostrada na Fig. 5.51. 

Suponha que existe uma árvore Tde códigos, com as folhas representando os caracteres. Para qualquer 
folha i, sua profundidade d(i) em T é igual ao número de bits no código que representam o caracter 
correspondente. Seja f(i) a freqüência de percentagem deste caracter nos dados a ser armazenados, e seja 5 o 
número total de caracteres a ser armazenados. Então, como no Exemplo 36, o número total de bits necessários 
é dado pela expressão 


s» | y ofa» | 


odas folhasi 


Tentaremos construir uma árvore binária Т ótima para а qual a expressão 


Е(Т)= Y (QM 


todas folhas i 


seja um mínimo e, portanto, o tamanho do arquivo seja o menor possível. 


Figura 5.51 
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EXEMPLO 38 


Este processo pode ser feito por tentativa e erro, pois há um número finito de caracteres, e portanto um 
número finito de maneiras de se construir a árvore atribuindo os caracteres às folhas. No entanto, este número 


finito torna-se rapidamente grande! Ao invés disto, vamos usar um algoritmo conhecido como codificação de 
Huffman. 


Algoritmo de Codificação de Huffman 


Suponha, então, que temos т caracteres e sabemos a freqüéncia percentual de cada caracter. O algoritmo para 
construir a árvore funciona gerenciando uma lista L de vértices que são raízes de árvores binárias. Inicialmente, 
L conterá m raízes, cada qual rotulada com a fregiiência de um dos caracteres; as raízes serão ordenadas de acordo 
com a freqüéncia crescente e cada qual não terá filhos. 

Uma descrição em pseudocódigo deste algoritmo é a seguinte: 


ALGORITMO ÁrvoreDeHuffman 


procedure ÁrvoreDeHuffman (var L: lista de vértices); 
(cada vértice em L tem uma freqüéncia associada, e L é ordenado pela sua freqüéncia crescente; este 
procedimento constrói a árvore de Huffman) 


begin 
for i: = 1 tom — 1 do 


begin 
cria o novo vértice z 
sejam x, v os primeiros dois vértices de L (vértices de menores freqüéncias) 
ДӘ): =Ј(х)+Ј(у); 


insira o vértice z em L, mantendo a ordenação; 


filho à esquerda de 2: = vértice x; 

filho à direita de 2: = vértice y; 

retire os vértices x e y de L; (não são mais raízes) 
end; 


end; 


Quando este procedimento termina, L contém apenas um vértice, que é a raiz da árvore binária final. Os códigos 
podem, então, ser atribuídos a cada folha da árvore, seguindo o caminho da raiz até a folha enquanto se 
acumulam Os para os desvios à esquerda e 1s para os desvios à direita. Pela forma que a árvore é construída, todo 
vértice interno terá exatamente dois filhos. Está claro que este é outro algoritmo que é mais bem descrito em 
termos de uma árvore, ainda que o problema original (compactação de dados) não tenha nada a ver com árvores. 


Usamos o algoritmo ÁrvoreDeHuffman para construir a árvore da Fig. 5.51, que é baseada nos dados do 
Exemplo 36. L contém, inicialmente, seis vértices ordenados pela freqüéncia: 


9 10 12 17 48 
° . ° ° ° 


Seguindo o algoritmo, entramos no laço for pela primeira vez. Os vértices x e y são os com freqüéncia 4 e 9, 
respectivamente. Um novo vértice z com freqüéncia 4 + 9 = 13 écriado e inserido ordenadamente em L, com 
o vértice x com o seu filho esquerdo, e o vértice y como seu filho direito. A nova lista L fica, então, 
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PRÁTICA 34 
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Este processo é repetido mais quatro vezes. A lista L resultante após cada passo é mostrada abaixo: 


4 9 10 12 
22 30 48 
. 
A 13 17 
10 12 
4 9 
48 52 100 
° 
22 30 
e finalmente — 48(a) 
13 917 22 
10 12 
10?) 17) 
4 9 
4(k) 9(c) 
Neste ponto, a árvore está completa e os códigos podem ser atribuídos. ° 
Construa a árvore de Huffman para os caracteres e freqüências dados: 
Caracter w q h e 
Freqüência 10 12 20 58 . 

Encontre os códigos de Huffman para os caracteres da Prática 33. Ы 


Justificativa 


Apesar do algoritmo para construção da árvore de Huffman T ser bastante simples para descrever, precisamos 
justificar que ele nos fornece o valor mínimo para Ё(Т). 

Primeiro, se tivermos uma árvore ótima T para m caracteres, os vértices com menores fregiiências podem 
sempre ser entendidos como os vértices à esquerda e à direita de algum outro vértice. Para demonstrar isto, 
chamemos os dois vértices com as menores frequências de x e y. Se x e y não forem irmãos na árvore, então 
encontre dois irmãos p e q no menor nível da árvore, e considere o caso no qual x e y não estão neste nível (veja 
a Fig. 5.52a). Como f(x) é um dos dois menores valores, sabemos que Дх) = Др). Se f(x) < fip), então a troca 
de x e p na árvore resultaria em uma nova árvore T' com E(T') < E(T) (veja a Fig. 5.52b) — a folha de maior 
frequência está agora em um nível mais acima, contradizendo o fato de Т ser ótima. Portanto f(x) = fp) ex e 
p podem ser trocados na árvore sem alterar E(T). Analogamente, y e q podem ser trocados, resultando na Fig. 
5.52c, na qual x e у são irmãos. Se x ou y estão no mesmo nível que p e q, eles certamente podem ser trocados 
com p ou q sem afetar E(T) (Fig. 5.52d). 
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(a) (b) (с) (d) 
Figura 5.52 


Sejam, novamente, f(x) e f(y) as menores freqüéncias, e suponha que temos uma árvore T que é ótima para 
as outras freqüéncias juntamente com fx) + f(y) (Fig. 5.53a). Esta soma será a freqüéncia de uma folha; crie 
uma árvore T' que tenha este vértice como vértice interior com filhos x e y, tendo frequências f(x) e f(y) (Fig. 
5.53b). T' será ótima para as frequências f(x), f(y) e as demais. A demonstração deste fato começa com alguma 
árvore ótima B' para freqüéncias f(x), f(y) e as demais freqüéncias. Sabemos que uma árvore deste tipo existe 
(uma vez que podemos encontrá-la através de tentativas e erros) e, do parágrafo anterior, podemos admitir que 
x e y são irmãos em B' (Fig. 5.53c). Criemos agora uma árvore B, tirando os vértices x e y de B' e atribuindo 
a freqüéncia f(x) + f(y) ao vértice-pai de x e y, agora transformado em uma folha (Fig. 5.53d). Como T é ótima 
para as outras freqüéncias juntamente com f(x) + f(y), temos 


E(T) = E(B) (1) 


Mas a diferença entre E(B) e E(B') é uma aresta para x e outra para v, isto é, E(B') = E(B) + f(x) + f). 
Analogamente, temos E(T') = E(T) +f(x) + fiy). Portanto, se somarmos f(x) + f(y) a ambos os lados de (1), 
obtemos 


E(T) x E(B') (2) 
Como В' é ótima, não pode ocorrer E(T') < E(B'), de forma que E(T') = E(B'), e T é ótima. 
Finalmente, uma árvore com um único vértice cuja frequência seja a soma de todas as fregiiências é 


trivialmente ótima para esta soma. Podemos partir esta soma e criar filhos, de forma que terminemos com a 
árvore de Huffman. Pelo parágrafo anterior, cada árvore, incluindo a árvore de Huffman final, é ótima. 


T" B 


freqüéncia f(x) + Ду) O O KK ió Дх) + Ду) 


(а) 


(b) (с) 
Figura 5.53 


EXEMPLO 39 Seaplicarmos o processo que preserva a otimalidade da árvore da Fig. 5.51, poderíamos começar com um único 
vértice com freqüéncia 100, e "crescer" esta árvore, como mostrado na Fig. 5.54. 
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100 100 100 
| Pas 
48 52 48 52 
22 30 


100 100 100 


48 52 48 52 
22 30 22 30 
13 17 


Figura 5.54 * 


Revisão da Seção 5.4 


Técnicas 
* Desenhar árvores de decisão para algoritmos de busca e de ordenação em listas de п elementos 


* Criar uma árvore binária de busca 
* Encontrar códigos de Huffman, dado um conjunto de caracteres e suas frequências 


Idéias Principais 
Árvores de decisão representam seqüéncias de possíveis ações para certos algoritmos. 


A análise de uma árvore de decisão para algoritmos que resolvam certos tipos de problemas pode levar a um 
limite inferior para a quantidade máxima do trabalho necessário para resolver o problema em seu pior caso. 


A tarefa de busca de um elemento x em uma lista de n elementos, se realizada através de comparações de x com 
os elementos da lista, requer no mínimo [log п] +1 comparações no pior caso. 


A tarefa de ordenação de uma lista de n elementos, se realizada através de comparações de pares de elementos 
da lista, requer pelo menos [log nt] comparações no pior caso. 


Dada a freqüéncia de caracteres em uma coleção de dados, pode-se encontrar uma codificação binária que 


minimize o número de bits necessários para armazenar os dados e ainda seja um código de simples 
decodificação. 


Exercícios 5.4 
®* 1. Desenhe a árvore de decisão para uma busca seqüencial em uma lista de trés elementos. 
2. Desenhe a árvore de decisão para uma busca seqüencial em uma lista de seis elementos. 


3. Desenhe a árvore de decisão para uma busca binária em uma lista de sete elementos. Qual a altura desta 
árvore? 


4. Desenhe a árvore de decisão para uma busca binária em uma lista de quatro elementos. Qual a altura desta 
árvore? 


x5. Considere um algoritmo de busca que compare um elemento ao último elemento da lista, depois ao 
primeiro elemento, depois ao penúltimo, depois ao segundo e assim por diante. Desenhe a árvore de 
decisão da busca em uma lista ordenada com seis elementos. Qual a altura da árvore”? Este parece ser um 
algoritmo ótimo no pior caso? 


6. Considere um algoritmo de busca que compare um elemento ao elemento localizado a um terço do início 


274  Gratos e Árvores 


*7. 


da lista; baseado nesta comparação, ele repete a busca na primeira terça-parte ou no restante da lista. 
Desenhe a árvore de decisão para busca em uma lista ordenada de nove elementos. Qual a altura da árvore? 
Este algoritmo parece ser ótimo no pior caso? 


a. Fornecidos os dados 
9,5,6,2,4,7 


construa a árvore binária de busca. Qual a altura da árvore? 

b. Encontre o número médio de comparações realizadas para buscar um elemento que sabemos estar na 
lista através de uma busca na árvore binária do item (a). (Dica: Encontre o número de comparações 
para buscar cada elemento.) 


a. Fornecidos os dados 
g&drsbqom 


construa a árvore binária de busca. Qual a altura da árvore? 

b. Encontre o número médio de comparações realizadas para buscar um elemento que sabemos estar na 
lista, através de uma busca na árvore binária do item (a). /Dica: Encontre o número de comparações 
para buscar cada elemento.) 


9. a. Para um conjunto de seis dados, qual o número mínimo no pior caso de comparações que um algoritmo 


10. 


*11. 


12. 


de busca deve realizar? 
b. Dado o conjunto de itens de dados fa, d, g, i, k, s), encontre uma ordem para entrada na qual a árvore 
binária de busca correspondente tenha altura mínima. 


a. Qual o número mínimo de comparações para o pior caso que um algoritmo de busca realiza em um 
conjunto de nove elementos? 

b. Dado o conjunto de itens de dados (4, 7, 8, 10, 12, 15, 18, 19, 21), encontre uma ordem para entrada 
na qual a árvore binária de busca correspondente tenha altura mínima. 


Use o teorema sobre o limite inferior para ordenação a fim de encontrar limites inferiores para o número 
de comparações necessárias no pior caso para a ordenação de listas com os seguintes tamanhos: 
a. 4 b. 8 c. 16 


Compare o número de comparações necessárias nos piores casos dos algoritmos selection sort e merge 
sort com o limite inferior encontrado no Exercício 11 (veja o Exercício 14daSeção2.4).Qualaconclusão 
que você chegou? 


Os Exercícios 13 a 18 referem-se ao problema de identificação de uma moeda falsificada (que deve ser mais pesada 
ou mais leve que as demais) de um conjunto de n moedas. Uma balança de braços é usada para comparar os pesos 
de um grupo de moedas contra um outro grupo de moedas do conjunto. O resultado deste tipo de comparação é que 
um grupo А pesa mais, menos ou o mesmo que um grupo В. Uma árvore de decisão representando a seqüéncia de 
comparações feitas será, portanto, uma árvore ternária, onde os vértices internos podem ter três filhos. 


13. 


+ 14. 


15: 


Uma dentre cinco moedas é falsificada e pesa menos que as outras quatro. O problema é identificar a 

moeda falsificada. 

a. Qual o número de resultados possíveis (o número de folhas na árvore de decisão)? 

b. Encontre um limite inferior para o número de comparações necessárias para resolver este problema 
no pior caso. 

c. Imagine um algoritmo que realize este limite inferior (desenhe sua árvore de decisão). 


Uma dentre cinco moedas é falsificada e pode ser mais leve ou mais pesada que as demais. O problema 

é identificar a moeda falsificada e determinar se é mais leve ou mais pesada. 

a. Qual o número de resultados possíveis (o número de folhas na árvore de decisão)? 

b. Encontre um limite inferior para o número de comparações necessárias à resolução deste problema 
no pior caso. 

c. Imagine um algoritmo que realize este limite inferior (desenhe sua árvore de decisão). 


Uma dentre quatro moedas é falsificada e pode ser mais leve ou mais pesada que as demais. O problema 
é identificar a moeda falsificada, mas não é preciso indicar se é mais leve ou mais pesada. 


Terminologia 


16. 


17. 


18. 


* 19. 


20. 


x21. 


22. 


Revisão do Capítulo 5 275 


a. Qual o número de resultados possíveis (o número de folhas na árvore de decisão)? 

b. Encontre um limite inferior para o número de comparações necessárias para resolver este problema no 
pior caso. 

c. Imagine um algoritmo que realize este limite inferior (desenhe sua árvore de decisão). 


Uma dentre quatro moedas é falsificada e pode ser mais leve ou mais pesada que as demais. O problema 

é identificar a moeda falsificada, e determinar se ela é mais leve ou mais pesada. 

a. Qual o número de resultados possíveis (o número de folhas na árvore de decisão)? 

b. Encontre um limite inferior para o número de comparações necessárias para resolver este problema no 
pior caso. 

c. Demonstre que não existe um algoritmo que realize este limite. (Dica: a primeira comparação pode ser 
feita com duas ou com quatro moedas. Considere cada caso.) 


Escreva um algoritmo que resolva o problema do Exercício 16, usando três comparações no pior caso. 

Uma dentre oito moedas é falsificada e pode ser mais pesada ou mais leve que as demais. O problema é 

identificar a moeda falsificada e determinar se é mais leve ou mais pesada. 

a. Qual o número de resultados possíveis (o número de folhas na árvore de decisão)? 

b. Encontre um limite inferior para o número de comparações necessárias para resolver este problema no 
pior caso. 

c. Imagine um algoritmo que realize este limite inferior (desenhe sua árvore de decisão). 

Dados os códigos 

Caracter a e i о и 

Codificação 00 01 10 110 111 

decodifique as sequências 

a. 11011011101 b. 1000110111 c. 010101 


Dados os códigos 


Caracter b h q w % 


Codificação 1000 101 0 11 101 
decodifique as seqüéncias 


a. 10001001101101 b. 11110 c. 01001111000 
a. Construa a árvore de Huffman para os caracteres e as freqüéncias dados: 
Caracter c d g m r 2 

Fregiência 28 25 6 20 3 18 

b. Encontre os códigos de Huffman para esses caracteres. 

a. Construa a árvore de Huffman para os caracteres e as freqüéncias dados: 


Caracter b n р $ w 


Freqüência 6 32 21 14 27 
b.Encontre os códigos de Huffman para esses caracteres. 
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algoritmo ótimo árvore binária completa ciclo 

altura de uma árvore árvore binária de busca codificação de Huffman 
aresta (arco) árvore de decisão código prefixo 

arestas paralelas árvore não-enraizada coloração de um grafo 
árvore busca em árvore binária compressão de dados 


árvore binária caminho (compactação de dados) 
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Autotestes 


comprimento de um caminho 
diagrama de estrutura 
diagrama de fluxo de dados 
filho à direita 

filho à esquerda 

floresta 

folha 

fórmula de Euler 

grafo acíclico 

grafo bipartido completo 
grafo completo 

grafo conexo 

grafo direcionado (dígrafo) 
grafo ponderado 

grafo rotulado 

grafo sem laços 


grafo simples 

grafos duais 

grafos homeomorfos 
grafos isomorfos 

grafos planares 

grafos simples isomorfos 
grau de um vértice 
isomorfismo 

laço 

lista de adjacências 

lista encadeada 

matriz de ajdacências 
matriz de alcançabilidade 
matriz esparsa 


número cromático de um grafo) 


Responda às perguntas a seguir com verdadeiro ou falso. 


Seção 5.1 


ponteiro nulo 

ponto inicial 

problema das quatro cores 
profundidade de um vértice 
raiz de uma árvore 

relação de adjacências 
subgrafo 

vértice (nó ou nodo) 
vértice alcançável 

vértice interno (nó interno) 
vértice isolado 

vértice-pai 

vértices adjacentes 
vértices extremos 
vértices-filho 


1. 


Um grafo conexo tem uma aresta entre cada dois vértices. 


2. Se Gi é isomorfo ao grafo С», então um vértice de grau 5 em G; será levado em um vértice de grau 5 em С». 
3. As arestas de um grafo planar só se encontram em vértices, independentemente de como desenhemos. 
4. Um grafo não-planar deve conter К; ou К; з como um subgrafo. 
5. A profundidade de qualquer vértice em uma árvore é menor ou igual à altura desta árvore. 
Seção 5.2 
6. A matriz de adjacências de um grafo direcionado não é simétrica. 
7. Se a representação por lista de adjacências de um grafo contém uma parte igual a 
EE qe оре сє 
significa que o vértice 2 é adjacente ao vértice 3 e que o vértice 3 é adjacente ao vértice 4. 
8. A representação por lista de adjacências de um grafo requer menos memória para ser armazenada do que 
a representação por matriz de adjacências. 
9. A determinação de se o vértice 3 é adjacente ao vértice 6 em um grafo com oito vértices e diversas arestas 
é mais rápida através da representação por matriz de adjacências do que por lista de adjacências. 
10. Na representação por vetor de filhos à esquerda e à direita de uma árvore binária, qualquer linha do vetor 
que corresponda a uma folha terá todas as entradas zero. 
Seção 5.3 
11. Qualquer relação binária em um conjunto N tem uma matriz de adjacências associada. 
12. O fecho transitivo é a relação de adjacências equivalente à alcançabilidade. 
13. A matriz de alcançabilidade R de um grafo direcionado G é computada através das potências da matriz de 
adjacências elevadas a n’. 
14. O algoritmo de Warshall realiza uma contagem de caminhos entre os vértices de comprimento 1, depois 
os de comprimento 2, e assim por diante. 
15. O algoritmo de Warshall fornece o fecho simétrico no caso de uma relação de adjacência simétrica. 
Seção 5.4 
16. A raiz de uma árvore de decisão para um algoritmo de busca binária em uma lista de 11 elementos repre- 


sentaria a comparação do elemento procurado com o quinto elemento da lista. 


17. A busca de qualquer elemento x em uma lista com п elementos requer pelo menos 1 + Llog n) comparações. 
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18. O valor 14 é procurado através de uma busca em uma árvore binária cuja raiz tem o valor 10; a busca 


procederá na subárvore à direita. 


19. Uma árvore de decisão рага a ordenação de n elementos precisa ter uma altura de pelo menos nº. 
20. Em um código de Huffman, os caracteres que ocorrem mais frequentemente têm mais Os em sua repre- 


sentação binária. 


No Computador 


Nos Exercícios 1 a 6, escreva um programa de computador que produza a saída desejada a partir da entrada 
fornecida. 


1. 


2. 


3. 


Entrada: Lista de adjacências de um grafo 

Saída: Matriz de adjacências do mesmo grafo 

Entrada: Matriz de adjacências de um grafo 

Saída: Lista de adjacências do mesmo grafo 

Entrada: Lista de adjacências de um grafo e o nome de um vértice n no grafo 

Saída: Lista de adjacências do grafo com o vértice n e suas respectivas arestas removidas 

Entrada: Matriz de adjacências A de um grafo direcionado 

Saída: Matriz de alcançabilidade R para o grafo computada através da fórmula R = A v A? у... v A ™ 
Entrada: Matriz de adjacências A de um grafo direcionado 

Saída: Matriz de alcançabilidade R para o grafo computada através do algoritmo de Warshall 

Entrada: Lista de n caracteres e suas frequências (inteiras) 

Saída: Código de Huffman para os caracteres 

(Dica: Faça uma lista ordenada dos registros que representam as raízes das árvores binárias. Inicialmente 
existem n registros deste tipo, cada qual sem filhos; ao final, deve haver apenas um, a raiz da árvore de 
Huffman.) 

Escreva um programa que permita ao usuário entrar uma lista de inteiros e construir uma árvore binária de 
busca com esses inteiros como nós. O usuário poderá, então, entrar um inteiro de cada vez e o programa 
realizará uma busca e indicará se o inteiro fornecido está ou não na lista. 


Grafos е 


Algoritmos 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, o leitor estará apto a: 


Verificar a existência de um caminho euleriano em um grafo (resolver 
o "problema do carteiro chinês") 


Entender o problema do ciclo hamiltoniano (o “problema do caixeiro- 
viajante”) e como ele é fundamentalmente diferente do problema do 
caminho euleriano 


Usar o algoritmo de Dijkstra para encontrar o menor caminho entre 
dois vértices de um grafo simples, ponderado e conexo 


Usar o algoritmo de Prim para encontrar a árvore geradora mínima de 
um grafo simples, ponderado e conexo 


Realizar buscas em profundidade em um grafo simples e conexo 
Realizar buscas em largura em um grafo simples e conexo 


Entender como a busca em profundidade pode ser usada para testar 
a alcançabilidade em um grafo direcionado, realizar uma ordenação 
topológica em um conjunto parcialmente ordenado representado por 
um grafo direcionado, e encontrar as componentes conexas de um 
grafo desconexo 


Realizar buscas em preordem, inordem e posordem em uma árvore 
Encontrar as articulações de um grafo simples e conexo. 
Como os grafos têm muitas aplicações, existe um grande interesse 


em encontrar algoritmos eficientes para resolver certos problemas e 
realizar determinadas operações com eles. (Por exemplo, dada a ma- 


triz de adjacências de um grafo direcionado com n vértices, o algorit- 
mo de Warshall é um algoritmo de ordem (^?) que responde à per- 
gunta: O vértice n; alcança o vértice п?) Todos esses algoritmos usam 
alguma representação conveniente (uma matriz de adjacências, uma 
lista de adjacências etc.) para os grafos, grafos direcionados ou árvo- 
res. 

Na Seção 6.1, veremos os algoritmos que respondem a duas per- 
guntas de interesse histórico. Essas perguntas são conhecidas como o 
problema do carteiro chinês e o problema do caixeiro viajante. O pro- 
blema do carteiro chinês é determinar se existe um caminho em deter- 
minado grafo que use todas as arestas exatamente uma vez, fornecen- 
do, assim, o meio de um carteiro distribuir suas cartas com eficiência, 
sem passar pela mesma rua mais de uma vez. O problema do caixeiro 
viajante é determinar se um dado grafo possui um ciclo que passe por 
todos os vértices e, se este ciclo existir, determinar qual o ciclo que cor- 
responde à menor distância a ser percorrida. Lembremos que um ciclo 
é um caminho que termina no mesmo vértice em que foi iniciado e que 
não usa nenhum outro vértice mais de uma vez; desta forma um ciclo 
deste tipo fornece uma forma eficiente de um caixeiro-viajante visitar 
várias cidades em seu território de vendas apenas uma vez e retornar 
para casa ao final. 


A Seção 6.2 fornece soluções computacionais para os problemas 
de encontrar a distância mínima entre dois vértices em um grafo cone- 
xo simples e de minimizar o número de arestas usadas para conectar 
todos os vértices em um grafo conexo simples. A Seção 6.3 aborda al- 
goritmos para atravessar grafos simples e árvores — "visitando" todos 
os vértices de alguma forma sistemática. Finalmente, a Seção 6.4 apre- 
senta um algoritmo para identificação de seções relativamente isola- 
das de um grafo. 


Figura 6.1 
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Seção 6.1 


Figura 6.2 


PRÁTICA 1 


Caminho Euleriano e Ciclo Hamiltoniano 


O Problema do Caminho Euleriano 


O problema do caminho euleriano (o problema do carteiro chinês) foi enunciado muitos anos atrás. O mate- 
mático suíço Leonhard Euler (pronuncia-se "óiler") (1707-1783) ficou curioso devido a uma charada popular 
sobre o lugarejo de Kônigsberg (uma cidade da antiga Prússia, mais tarde chamada de Kaliningrado, na Rús- 
sia). O rio que passa pela cidade forma uma ilha. Diversas pontes atravessavam o rio, como mostra a Fig. 6.1. 
A charada era determinar se uma pessoa poderia passear pela cidade passando apenas uma vez por cada ponte. 
E viável responder a esta pergunta, listando todos os caminhos possíveis, de forma que algum dedicado habi- 
tante de Kônigsberg deve ter resolvido este problema em particular. A idéia de Euler foi representar esta situ- 
ação como um grafo (veja a Fig. 6.2), onde as pontes são arestas e os trechos de terra (chamados de a e d) são 


os vértices. Ele então resolveu a questão geral de quando um grafo apresenta um caminho euleriano. 


Definição: Caminho Euleriano 
Um Caminho Euleriano em um grafo G é um caminho que usa cada aresta de G exatamente uma vez. 


Existem caminhos eulerianos para os grafos da Fig. 6.3? (Use o método de tentativa e erro para responder a 
esta pergunta. Este é o mesmo jogo infantil de se desenhar uma figura sem tirar o lápis do papel e sem passar 
o lápis pela mesma linha mais de uma vez.) . 


Para esta discussáo, vamos supor que todos os grafos sáo conexos, até porque um caminho euleriano 
náo poderia existir em caso contrário. A existéncia de um caminho euleriano em um determinado grafo depen- 
de dos graus de seus vértices. Um vértice é par se o seu grau for par, e Ímpar se o seu grau for ímpar. Ocorre 
que todo caminho tem um número par de vértices ímpares. Para vermos isto, tome qualquer grafo, e seja N o 
número de vértices ímpares nele, seja N(1) o número de vértices de grau 1, N(2) o número de vértices de grau 
2, e assim por diante. A soma dos graus de todos os vértices do grafo é 


S = IND + 2.N(2) + 3.N(3) +... + k. МК) (1) 


para algum k. Esta soma é, na verdade, uma conta do número total dos extremos das arestas do grafo. Como o 
número de extremos de arestas é o dobro do número de arestas, $ é um número par. Reorganizando a equação 
(1) a fim de agrupar os termos ímpares e os termos pares: 


5=2. М2) +4.№4) +... +2m- N(2m) 
vértices pares 
tb NO)T3-N() ... +Qn+D- NQn+D) 
si^ УУ e, 


vértice ímpares 


A soma dos termos representando os vértices pares é um número par. Se a subtrairmos de ambos os lados da 
equação, obtemos a nova igualdade 


S'21. М) +3. М3) +... + (Оп + D.NQn+ 1) (2) 


Z 


onde S' é um número par. Agora, se reescrevermos a equação (2) como 


S=1+1+...+1 +3+3+...+3+... 
N(l)termos N(3)termos 
+ (2п+1)+(2п+1)+...+ (2п+1) 
NE AE АВИВА NE, 
N (2n Dtermos 


onde vemos que temos N termos nesta soma e que cada termo é um número ímpar. Para a soma de N números 
ímpares ser par, N precisa ser par. (Você pode provar isto?) Nós demonstramos então o teorema a seguir. 


Teorema sobre Vértices ímpares em um Grafo 
O número de vértices ímpares em qualquer grafo é par. 


Suponhamos agora que um grafo tem um vértice n de grau 2k+1 e que existe um caminho euleriano 
neste grafo mas que este caminho não começa em n. Então, para cada aresta que usarmos para chegar a n, 
existe outra aresta que usamos para sair de п, até que tenhamos usado К pares de arestas. A próxima vez que 


PRÁTICA 2 
PRÁTICA 3 
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chegarmos a n não haverá mais nenhuma aresta para sair. Portanto, se nosso caminho não começa em n, ele 
precisa terminar em n. O caminho pode ou não começar em n e, caso não comece, ele termina em n, de forma 
que o caminho começa ou termina neste vértice ímpar arbitrário. Portanto, se houver mais de dois vértices 
ímpares em um grafo, não é possível haver um caminho euleriano. Portanto, existem dois casos em que pode 
haver um caminho euleriano — em um grafo sem vértices ímpares ou em um grafo com dois vértices ímpares. 

Considere um grafo sem vértices fmpares. Tome qualquer vértice m e inicie um caminho euleriano. Sempre 
que entrarmos em um novo vértice, teremos uma outra aresta para sair até que tenhamos voltado ao vértice т. 
Se tivermos usado todas as arestas do grafo, terminamos nosso caminho. Do contrário, existe algum vértice m' 
do caminho com arestas não usadas. Então construa um caminho euleriano começando e terminando em т’, 
da mesma forma que você fez na seção anterior do caminho. Inclua este novo caminho ao caminho original. Se 
agora você tiver usado todas as arestas do grafo original, o caminho está completo. Do contrário, repita este 
processo até ter usado todas as arestas. 

Se houver exatamente dois vértices ímpares, um caminho euleriano pode ser iniciado em um vértice ímpar 
e terminado no outro. Se o caminho não tiver usado todas as arestas, pode-se incluir caminhos extras, como no 
caso anterior. 


Agora temos uma solução completa para o problema do caminho euleriano. 


Teorema dos Caminhos Eulerianos 

Existe um caminho euleriano em um grafo conexo se, e somente se, não houver nenhum ou existirem 
exatamente dois vértices ímpares. No caso de não haver vértices fmpares, o caminho pode começar em 
qualquer vértice e terminará neste mesmo vértice; para o caso de haver dois vértices ímpares, o caminho 
deve começar em um vértice ímpar e terminar no outro. 


Usando o teorema anterior, refaça a Prática 1. . 


Existe o caminho de Kônigsberg? . 


O teorema dos caminhos de Euler é, na verdade, um algoritmo para determinação de se um caminho de 
Euler existe ou não em um grafo conexo arbitrário. Para fazer com que se pareça mais com um algoritmo, vamos 
reescrevê-lo em pseudocódigo. A essência do algoritmo é contar o número de vértices adjacentes a cada vértice e 
determinar se este é ímpar ou par. Se houver muitos vértices ímpares, não existe um caminho euleriano. 

No algoritmo a seguir (algoritmo CaminhoEuleriano), a entrada é um grafo conexo representado por 
sua matriz de adjacências n X n A. A variável total mantém o número de vértices ímpares encontrados no 
grafo. O grau de qualquer vértice em particular, grau, é encontrado pela totalização dos números na linha cor- 
respondente a este vértice na matriz de adjacências. A função odd retorna o valor "verdadeiro" se, e somente 
se, seu argumento for um inteiro ímpar. 


ALGORITMO  CaminhoEuleriano 


procedure CaminhoEuleriano (A: matriz n X п); 
{ determina se existe ou não um caminho euleriano em um grafo conexo de matriz de adjacências A) 


var 
total: integer; (número de vértices ímpares encontrados) 
grau: integer; {grau de um vértice] 
i, j: integer; (índices da matriz) 


begin 
total: = 0; 


while (total <= 2) and (i <= n) do 
begin 
grau := 0; 
for j:- 1 ton do 
E) grau := grau + Afi jj]; 
if odd( grau) then 
total: = total + 1; 
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EXEMPLO 1 


PRÁTICA 4 


PRÁTICA 5 


= і+ 1; 
end; (while) 


if total > 2 then 
write ('Não existe caminho euleriano” 
else 
write ("Existe um caminho euleriano"); 
end; 


A matriz de adjacências para o grafo da Fig. 6.3a é mostrada a seguir. 


O o. mo 
о ошо nm 

Јо aa 
ою оо о 
о nha O о 


E 


Quando o algoritmo entra pela primeira vez no laço while, total vale O e i vale 1. Então grau é iniciado com 0. 
Dentro do laco for, os valores da linha 1 da matriz de adjacéncias sáo totalizados em grau, resultando no valor 3. 
A função odd aplicada a grau retorna o valor "verdadeiro", de forma que o valor de total é incrementado, passando 
de O para 1. Nem o limite de total nem o limite do tamanho da matriz foram ultrapassados, de forma que o laço 
while é executado novamente, desta vez para a linha 2 da matriz. Mais uma vez foi encontrado um valor ímpar 
para grau, o que faz com que o valor de total seja alterado para 2. Quando o lago while é executado para a linha 3 
da matriz, o valor de grau é par (4), de forma que o valor de total nào é alterado e o laco while é executado no- 
vamente com i=4. A linha 4 produz mais um valor ímpar para grau, de modo que total assume o valor 3. Isto termina o 
laço while, e então a má notícia é impressa: não há caminho euleriano porque o número de vértices ímpares excede 2. 


Escreva a matriz de adjacências para o problema da cidade de Kônigsberg e acompanhe a execução do algo- 
ritmo Caminho Euleriano. . 


Vamos fazer uma análise do algoritmo CaminhoEuleriano. A operação relevante realizada pelo algoritmo é 
o exame dos elementos da matriz de adjacências, que ocorre na linha marcada com (*). No pior caso, o lago while 
é executado n vezes, uma para cada linha. Dentro do laço while, o laço for que contém a linha (*] é executado n 
vezes, uma para cada coluna. Portanto, o algoritmo Caminho Euleriano é, no pior caso, um algoritmo Orr). 

Às custas de mais um pouco de lógica, podemos modificar o algoritmo de forma que não examine a 
última linha da matriz. Sabemos, do teorema sobre caminhos eulerianos, que o número de vértices ímpares é 
par. Se, após processarmos a penúltima linha, o número de vértices ímpares for ímpar, saberemos que a última 
linha representa um vértice ímpar; se este número for par, então a última linha representa um vértice par. Esta 
modificação resulta em examinarmos (n — 1 )n elementos no pior caso, o que ainda é O(n”). 

Se representarmos o grafo G por uma lista de adjacências ao invés de uma matriz de adjacências, então 
a versão correspondente do algoritmo teria que contar o tamanho da lista de adjacências de cada vértice e to- 
talizar quantas delas têm tamanho ímpar. Existem п listas de adjacências a serem examinadas, da mesma forma 
que havia n linhas na matriz de adjacências, mas o tamanho de cada lista deve ser menor que n, o tamanho de 
uma linha da matriz. É possível diminuir a ordem aquém de п? se o número de arestas do grafo for pequeno, 
mas о pior caso permanece Ө(т?). 


Problema do Ciclo Hamiltoniano 


Outro matemático famoso, William Rowan Hamilton (1805-1865). propôs um problema em teoria de grafos 
que se parece muito com o problema de Euler. O problema é determinar se um grafo tem um ciclo hamiltoni- 
ano, isto é, um ciclo que usa cada vértice do grafo. 


Existem ciclos hamiltonianos para o grafo da Fig. 6.3? (Use um método de tentativa e erro para obter sua resposta.) 


O problema do ciclo hamiltoniano pode ser resolvido para um dado grafo através de tentativas e erros da 
seguinte maneira: comece por algum vértice do grafo e tente qualquer caminho escolhendo suas várias arestas. 
Se o caminho resultante tiver um vértice repetido, ele não é um ciclo; neste caso, descarte-o e tente um cami- 
nho diferente. Se o caminho puder ser completado como um ciclo, verifique então se ele visitou todos os vérti- 
ces; se não, descarte-o e tente um novo caminho. Continue com este procedimento até que todos os caminhos 
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possíveis tenham sido testados ou até que se tenha obtido um ciclo hamiltoniano. Este algoritmo envolve al- 
gum armazenamento dos caminhos já testados de forma que um mesmo caminho não seja testado mais de uma 
vez. A abordagem por tentativa e erro é possível — mas é praticamente inviável! Em gratos que não forem 
pequenos, existirão muitos caminhos a serem testados. 

Aqui, então, está a diferença básica entre o problema do caminho euleriano e o problema do ciclo hamil- 
toniano. Existe um algoritmo eficiente para se determinar se um grafo arbitrário tem ou não um caminho eu- 
leriano, mas não se conhece um algoritmo eficiente para se determinar se um ciclo hamiltoniano existe. Na 
verdade, existem algumas evidências que sugerem que este tipo de algoritmo nunca será encontrado. 

No entanto, em certos tipos de grafos, podemos determinar facilmente quando existe um ciclo hamilto- 
niano. Em particular, um grafo completo com n > 2 tem um ciclo hamiltoniano porque, para qualquer vértice 
no caminho, existe sempre uma aresta para levar a algum vértice ainda não usado e, finalmente, uma aresta 
para voltar ao vértice inicial. 

Suponha que estamos trabalhando com um grafo ponderado. Se houver um ciclo hamiltoniano para o 
grafo, podemos encontrar o ciclo com menor peso? Este é o problema do caixeiro-viajante. Mais uma vez 
podemos resolver este problema por tentativas e erros, verificando todos os caminhos possíveis e mantendo 
um controle dos pesos dos ciclos hamiltonianos encontrados, porém, mais uma vez, este não seria um algorit- 
mo eficiente. (Em particular, o problema do caixeiro viajante foi resolvido para o caso de se visitar as 48 ca- 
pitais norte-americanas — um total de 10.628 milhas de distância.) 


Revisão da Seção 6.1 

Técnica 

* Determinar se existe um caminho euleriano em um grafo (usando o algoritmo CaminhoEuleriano) 
Idéias Principais 


Existe um critério simples para determinar se um grafo contém um caminho euleriano, mas não para determi- 
nar se um grafo contém um ciclo hamiltoniano. 


Um algoritmo que seja Ө (и?) no pior caso pode determinar a existência de um caminho euleriano em um grafo 
conexo com n vértices. 


Exercícios 6.1 


Nos Exercícios 1 a 8, determine se o grafo da figura dada tem um caminho euleriano usando o teorema dos 
caminhos eulerianos. 


x 1. 1 2. 
<) 
6 
1 2 3 
9 10 
4. g 
12 11 
7 6 
2 
x 6. 
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*9. Escreva a matriz de adjacências para o grafo do Exercício 1. Ao aplicar o algoritmo Caminho Euleriano, 
qual é o valor de total após o segundo passo do laço while? 


10. Escreva a matriz de adjacências рага o grafo do Exercício 3. Ao aplicar o algoritmo Caminho Euleriano, 
qual é o valor de total após o quarto passo do laço while? 


* 11. Escreva a matriz de adjacências para o grafo do Exercício 5. Ao aplicar o algoritmo Caminho Euleriano, 
qual o valor de i após o fim do laço while? 


12. Escreva a matriz de adjacências para o grafo do Exercício 6. Ao aplicar o algoritmo CaminhoEuleriano, 
qual o valor de i após o fim do laço while? 


Nos Exercícios 13 a 20, determine através de tentativas e erros se os grafos dos exercícios dados apresentam 
ciclos hamiltonianos. 


x 13. Exercício 1 14. Exercício 2 15. Exercício 3 16. Exercício 4 
17. Exercício 5 * 18. Exercício 6 19. Exercício 7 20. Exercício 8 


21. Encontre um exemplo de um grafo desconexo que tenha um caminho euleriano. (Dica: Como isto pare- 
ce contraditório, você deve procurar um caso trivial.) 


422. Demonstre que qualquer grafo com um ciclo hamiltoniano é conexo. 


23. Considere um grafo simples completo com n vértices. A verificação da existência de um ciclo hamilto- 
niano neste grafo por um método de tentativa e erro pode ser feita gerando todos os caminhos possíveis 
no grafo com tamanho n. 
a. Quantos caminhos de tamanho n existem se permitirmos repetições de arestas e vértices? 
b. Quantos caminhos de comprimento n existem se permitirmos repetições de arestas e vértices, mas 
uma mesma aresta não puder ser usada duas vezes seguidas? 
c. Quantos caminhos de comprimento n existem se não permitirmos repetições de vértices nem de arestas? 


24. É possível caminhar pela casa da figura abaixo de forma que cada porta da casa seja usada exatamente 


uma vez? Justifique. 
_ | | 


Exercício 24 


*25. Lembremos que K, denota o grafo simples completo de ordem л. 
a. Para quais valores de n existe um caminho euleriano em К? 
b. Para quais valores de n existe um ciclo hamiltoniano em K,? 


26. Lembremos que K,,, denota um grafo bipartido completo cujas partições têm m e n vértices, respectiva- 
mente. 
a. Para quais valores de m e n existe um caminho euleriano em K,,n? 
b. Para quais valores de me n existe um ciclo hamiltoniano em Knn? 


27. Considere um grafo conexo com 27 vértices ímpares, n = 2, Pelo teorema dos caminhos eulerianos, não 
existe caminho euleriano neste grafo. 
a. Qual o námero mínimo de caminhos eulerianos disjuntos, cada qual percorrendo algumas arestas do 
grafo, necessários para percorrer todas as arestas exatamente uma vez? 
b. Mostre que o número mínimo é também suficiente. 


x28. Demonstre que sempre existe um ciclo hamiltoniano em um grafo cujo grau de todos os vértices seja 2. 


Seção 6.2 
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Caminho Mínimo e Árvore Geradora Mínima 


O Problema do Caminho Mínimo 


Admita que temos um grafo simples, ponderado е conexo, onde os pesos são todos positivos. Então existe 
um caminho entre quaisquer dois vértices x e y. De fato, pode haver vários desses caminhos. A pergunta é 
como encontrar um caminho com o menor peso? Como os pesos geralmente representam distâncias, este pro- 
blema ficou conhecido como o problema do "caminho mínimo”. Ele é um problema importante a ser resolvido 
para redes de computadores ou de comunicações, onde a informação em um vértice precisa ser transmitida a 
outro vértice da maneira mais eficiente possível, ou para uma rede de transportes, onde os produtos de uma 
cidade precisam ser levados a outra. 

O problema do caixeiro-viajante é um problema de caminho ponderado mínimo com fortes restrições 
sobre a natureza do caminho, de modo que este caminho pode vir a não existir. No problema de caminho mí- 
nimo, não colocamos restrições (além da referente ao peso mínimo) na natureza do caminho; como o grafo é 
conexo, sabemos que o caminho existe. Por esta razão, podemos esperar que haja um algoritmo eficiente para 
resolver este problema, ainda que não exista algoritmo eficiente para o problema do caixeiro viajante. 

O algoritmo para o caminho mínimo, conhecido como algoritmo de Dijkstra, funciona da seguinte ma- 
neira: desejamos encontrar a distância mínima de um dado vértice x a um dado vértice y. Construiremos um 
conjunto (chama-lo-emos de /N) que contém inicialmente apenas x, mas que cresce à medida que o algoritmo 
é executado. A qualquer momento, ГМ contém todos os vértices para os quais já foram determinados os meno- 
res caminhos, usando apenas vértices em IN, a partir de x. Para cada vértice z fora de IN, mantemos a menor 
distância d/z} de x a z usando caminhos onde o único vértice que não está em IN seja z. Também armazenamos 
o vértice adjacente a z neste caminho, 5/2]. 

Como fazer com que IN cresça, isto é, qual vértice deve ser incluído em /N a seguir? Tomamos o vértice 
fora de IN com menor distância d. Uma vez que tenhamos acrescentado este vértice, chamemo-lo de p, a IN, 
devemos recalcular d para todos os vértices restantes fora de IN, pois pode haver um caminho menor a partir 
de x, passando por p, do que aquele que havia antes de p ser agregado a IN. Se houver um caminho mais curto, 
precisamos também atualizar s[z] de forma a indicar que p é o vértice adjacente a z pelo novo caminho míni- 
mo. Quando y for incluído em IN, este pára de receber novos elementos. O valor corrente de у] é a distância 
do menor caminho, e seus vértices podem ser obtidos examinando y, s/y], s[s[y]] etc, até que tenhamos volta- 
do a x. 

O quadro a seguir (algoritmo CaminhoMínimo) apresenta o algoritmo na forma de pseudocódigo. A 
entrada é a matriz de adjacéncias de um grafo G simples conexo e com pesos positivos, e os vértices x e y; a 
saída do algoritmo é o caminho mínimo entre x e y e a distáncia deste caminho. Na verdade, usamos uma matriz de 
adjacências A modificada, onde Afi,j] é o peso da aresta entre i e j se houver uma ou oo se não houver aresta entre 
os vértices i ej (neste caso, o símbolo representa um número muito grande, maior que qualquer peso do grafo). 


ALGORITMO  CaminhoMínimo 
procedure CaminhoMínimo(A: matriz n X n; x, y: vértices); 
(Algoritmo de Dijkstra — A é a matriz de adjacéncias modificada de um grafo simples conexo com pesos 
positivos; x e v sáo vértices do grafo; a procedure apresenta o menor caminho de x a y e a distáncia deste 
caminho) 
var 

IN: conjunto de vértices; (menor caminho conhecido a partir de x/ 

2, p: vértice; {vértices temporários } 

d: vetor de inteiros; {distância a partir de x usando os vértices de./N 

s: vetor de vértices; (vértice anterior no caminho mínimo] 

DistAnterior. integer; (distáncia a ser comparada] 
begin 

(inicia o conjunto IN e os vetores d e s} 

IN:= {х}; 

d[x] : = 0; 

for todos os vértices z que não pertençam a IN do 

begin 
d[z] := Alx 2]; 
s[z] := x; 
end; 
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EXEMPLO 2 


{processa os vértices de IN) 
while not (y in IN) do 
begin 
finclui o vértice de distância mínima que ainda não está em IN) 
p := vértice z que não pertença a IN com d/z] mínima; 
IN:=IN U fp); 
( recalcula d para vértices que não pertençam a IN, ajusta s se necessário ) 
for todos os vértices z que não pertençam a IN do 
begin 
DistAnterior := d[z]; 
d[z] := min (d[z] d[p] + Alp, 21); 
if not (d[z] = DistAnterior) then 
s[z]:-2p; 
end; 
end; (while) 


(Escreve os vértices do caminho} 
write (Em ordem inversa, o caminho ё": ); 
write (у); 
z= у; 
repeat 
write(s[z]); 
z:—s[z]; 
until z = x; 


(Escreve distância do caminho) 
write('A distância do caminho é ', 4[у]); 
end; 


Considere o grafo da Fig. 6.4 e a matriz de adjacências correspondente mostrada na Fig. 6.5. 


x 1 2 3.4 у 
х [о 3 8 4 œ 10 
1 3 x х 6 w 
218 x o o 7 œ 
3|46 wo | 3 
4lo х 7 | <= | 
y|10 x o 3 ] æ 
Figura 6.4 Figura 6.5 


Vamos acompanhar a execução do algoritmo CaminhoMínimo neste grafo. Ao final da fase de inicia- 
ção, IN contém apenas x, e d encerra todas as distâncias de x aos demais vértices: 


IN = {х} 
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Da) (o 
Qe 


(e) 


Figura 6.6 


Na Fig. 6.6, os vértices circundados são os que pertencem ao conjunto IN, as linhas grossas mostram о 
caminho mínimo corrente e o valor de d para cada vértice está escrito junto a seus rótulos. A Fig. 6.6a refere- 
se ao momento após a iniciação. 

Entramos, então, no laço while e procuramos, entre os valores de d, pelo vértice de menor distância que 
ainda não pertença a IN, o qual verificamos ser o vértice 1, com d/1] = 3. Incluímos o vértice 1 em IN, e no 
laço for recalculamos todos os valores de d para os vértices restantes 2, 3, 4 e y. 


p= 1 

IN = (x, 1} 
d[2] = min(8, 3 + АП, 2] = min(8,%) = 8 
d[3] = min(4, 3 + A[1, 3]) = min(4, 9) = 4 


1 
d[y] = min(10, 3 + АП, y/) = min(10, 9) = 10 


Мао há alterações nos valores de 4, de forma que não há alterações nos valores de s (não há nenhum caminho 
a partir de x através do vértice 1 que seja menor do que ir diretamente a partir de x sem passar por 1). A Fig. 
6.6b mostra que 1 agora pertence a IN. 

O segundo passo do laço while produz o seguinte: 


p=3 (3 tem o menor valor de d dentre 2, 3, 4 e y) 

IN= (x 1,3) 
d[2] = min(8, 4 + 2) = 8 
d[4] = min(*, 4 + 1) = 5 (foi alterado, portanto atualizamos s[4]) 
d[y] = min(10, 4 + 3) = 7 (foi alterado, portanto atualizamos s/y]) 
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PRÁTICA 6 


Gratos e Algoritmos 


Caminhos menores de x aos vértices 4 e y foram obtidos passando por 3. A Fig. 6.6c ilustra isto. 
No passo seguinte, 


p =4 
IN = (x, 1,3,4} 
d2] = min(8,5+7)=8 
d[y] = min(7, 5 + 1) = 6 (foi alterado, portanto atualizamos s/y/) 


1 2 4 y 
d 3 8 4 6 
5 - X X X 3 4 
Veja a Fig. 6.6d. 
Processando o laço while novamente, obtemos 
p=y 
IN = {x, 1,3, 4, y} 
d[2] = min(8, 6 +2 )= 8 
1 2 3 4 y 
d 3 8 4 5 6 
5 - x 3 4 


Veja a Fig. 6.6e. 


Agora que y pertence a IN, o laço while termina. O caminho passa por y, s[y] = 4, s[4] = 3 e М3] = x. 
Assim, o caminho usa os vértices x, 3, 4 e y. (O algoritmo nos fornece estes vértices na ordem inversa.) A 
distáncia do caminho é 4[у] = 6. Se olharmos o grafo da Fig. 6.4 e verificarmos todas as possibilidades, cons- 


taremos que este é, de fato, o menor caminho de x a y. 


O algoritmo CaminhoMínimo termina quando y é incluído em IN, ainda que restem outros vértices no 
grafo que não pertençam a IN (como o vértice 2 no Exemplo 2). Como podemos ter certeza de que não existe 
um caminho menor usando algum desses vértices excluídos? Se continuássemos o processamento até que to- 
dos os vértices tivessem sido incluídos em IN, os valores de d representariam os caminhos mínimos de x a 
qualquer outro vértice, usando todos os valores em ZN, isto é, o caminho mínimo usando quaisquer vértices do 
grafo. Mas os novos vértices foram trazidos para IN com uso de valores crescentes do vetor d. O caminho 
mínimo de x a um vértice z que seja incluído em IN depois de y precisa ser pelo menos tão grande quanto o 
valor de d referente а y quando da inclusão de y em IN. Portanto, não pode haver um caminho menor de x a y 


passando por z, pois пйо existe sequer um caminho menor entre x e z. 


distáncia. 


Figura 6.7 


Acompanhe o algoritmo CaminhoMínimo aplicado ao grafo mostrado na Fig. 6.7. Mostre os valores de p e IN 
e os valores dos vetores d e s para cada passo do laco while. Escreva os vértices do caminho mínimo e sua 
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Quando procuramos por um novo vértice para ser incluído em IN no algoritmo CaminhoMínimo, pode 
ocorrer de mais de um vértice p apresentar o valor mínimo do vetor d; neste caso p pode ser selecionado arbi- 
trariamente. Pode ainda haver mais de um caminho mínimo entre os vértices x e y em um grafo. 

O algoritmo CaminhoMínimo também funciona para grafos direcionados se a matriz de adjacências ti- 
ver uma forma apropriada. Também funciona para grafos desconexos; se x e y não estiverem na mesma com- 
ponente, então d[y] conterá ə durante todo o tempo. Após y ser incluído em IN, o algoritmo termina, e este 
valor % de d/y] indica que não existe caminho entre x e y. 

Podemos pensar o algoritmo CaminhoMínimo como um algoritmo de "visão curta”. Ele não é capaz de 
ver todo o grafo de uma vez para determinar diversos caminhos mínimos; ele apenas determina, a cada passo, 
os caminhos mínimos relativos ao conjunto IN. Este tipo de algoritmo é chamado de algoritmo guloso — 
sempre realiza os passos que parecem melhores, baseados apenas em seu conhecimento imediato. Neste caso, 
o que parece ser o melhor em um determinado momento, se mostra o melhor para a execução do algoritmo 
como um todo. 

Qual a eficiência do algoritmo CaminhoMínimo? A maior parte do trabalho parece ter lugar dentro do 
laço for que modifica os vetores d e s. Neste ponto, o algoritmo verifica os n vértices a fim de determinar quais 
vértices não pertencem a IN e recalcula d/z] para esses vértices, mudando, possivelmente, s/z]. Os valores d[z], 
d[p] e A[p, z] para um dado vértice z estão diretamente disponíveis. Portanto, o laço for requer Q(n) opera- 
ções. Além disso, a determinação do vértice p que será incluído em IN também pode ser feita em ()(1) opera- 
ções, verificando todos os n vértices. Com um pouco mais de trabalho para incluir p em IN, cada execução de 
laço while toma (4) operações. No pior caso, y é o último vértice a ser incluído em IN, e o laço while será 
executado n — 1 vezes. Portanto, o número total de operações envolvidas no laço while é O(n(sn — !)) = O 
(n°). A iniciação e a impressão do resultado tomam ®(n) operações, de forma que o algoritmo requer 8( + 
п?) = O(n?) operações em seu pior caso. 

O que ocorre se mantivermos IN (ou ainda o complemento de IN) como uma espécie de lista encadeada, 
de forma que não precisemos examinar todos os vértices do grafo a fim de determinar quais não pertencem a 
IN? Certamente, isto tornará o algoritmo mais eficiente. Perceba que o número de vértices que não pertencem 
a IN é inicialmente n — 1 e que este número diminui de 1 a cada passo pelo laço while. Dentro do laço while, 
o algoritmo precisa realizar n — 1 operações no primeiro passo, п - 2 no segundo passo, depois n - 3,n - 4. 
e assim por diante. Mas, como uma demonstração por indução poderia mostrar, 


pps, Ape te 


=@(л7) 


Portanto o pior caso continua precisando de (XK?) operações. 


Problema da Árvore Geradora Mínima 


Um problema encontrado ao se projetar redes é obter uma forma de conectar todos os vértices de forma efici- 
ente, onde os vértices podem ser computadores, telefones etc. Uma árvore geradora mínima pode fornecer 
uma solução econômica, que precise de pouco cabo, pouca tubulação, ou pouca quantidade de qualquer que 
seja o meio de conexão. 


Definição: Árvore Geradora 
Uma árvore geradora de um grafo é uma árvore não-enraizada cujo conjunto de vértices coincide com o 
conjunto de vértices do grafo e cujas arestas são (algumas das) arestas do grafo. 


Uma árvore geradora, portanto, conecta todos os vértices de um grafo sem arestas redundantes (sem ciclos). 
Existem algoritmos para construção de uma árvore geradora mínima, uma árvore geradora que tenha peso 
mínimo, dado um grafo simples ponderado e conexo. 

Um desses algoritmos, o algoritmo de Prim, comporta-se de forma muito parecida com o algoritmo para 
obtenção do caminho mínimo. Ele usa um conjunto IN. que inicialmente contém um vértice arbitrário. Para 
cada vértice z que não esteja em IN, avaliamos a menor distância d/z] entre z e qualquer vértice em ГМ. Inclu- 
ímos, sucessivamente, vértices a IN, onde o próximo vértice a ser incluído é um vértice que não esteja em IN 
e cuja distância d/z] seja mínima. A aresta que realiza esta distância mínima é então incluída na árvore gerado- 
ra. Como pode haver empates entre as distâncias mínimas, a árvore geradora mínima de um grafo não é única. 
O algoritmo termina quando todos os vértices do grafo pertencem a IN. Não escreveremos o algoritmo (qur, 
como o algoritmo CaminhoMínimo, requer (x?) operações no pior caso e é um algoritmo guloso), mas va- 
mos ilustrar seu funcionamento com um exemplo. 


290 Grafos e Algoritmos 


EXEMPLO 3 


PRÁTICA 7 


Vamos encontrar uma árvore geradora mínima para o grafo da Fig. 6.4. Fazemos o vértice 1 ser o vértice ini- 
cial arbitrário em IN. Em seguida, consideramos todos os vértices adjacentes a qualquer vértice em IN, isto é, 
todos os vértices adjacentes ao vértice 1, e selecionamos o vértice mais próximo, que é o vértice x. Agora IN 
= (1, х} e consideraremos todos os vértices que não estão em IN e que sejam adjacentes a 1 ouax O mais 
próximo desses vértices é o vértice 3, que está a uma distância de 4 unidades do vértice x. Para IN = (1,x, 3), 
o próximo vértice mais próximo é o vértice 4, a 1 unidade de distância do vértice 3. Os demais vértices inclu- 
ídos são y e, depois, 2. A Fig. 6.8 mostra a árvore geradora mínima resultante. Ы 


Encontre uma árvore geradora mínima para o grafo da Fig. 6.7. Ы 


Revisão da Seção 6.2 


Técnicas 


* Encontrar um caminho mínimo de x а у em um grafo (usando o algoritmo CaminhoMínimo) 
* Encontrar uma árvore geradora mínima 


Idéia Principal 


Algoritmos de ordem @(л?) para o pior caso podem encontrar o caminho mínimo entre dois vértices ou uma 
árvore geradora mínima em grafos simples ponderados com pesos positivos e conexos com n vértices. 


Exercícios 6.2 


Para resolver os Exercícios 1 a 4, use o grafo a seguir. Aplique os algoritmos CaminhoMínimo (Algoritmo de 
Dijkstra) para os pares de vértices dados; mostre os valores para р e IN e os valores dos vetores d e s para cada 
passo do laço while. Escreva os vértices que compõem os caminhos mínimos e suas distâncias. 


*1. Do vértice 2 ao vértice 5 
2. Do vértice 3 ao vértice 6 
3. Do vértice 1 ao vértice 5 
4. Do vértice 4 ao vértice 7 


Nos Exercícios 5 e 6, use o grafo direcionado da figura a seguir. Aplique o algoritmo CaminhoMínimo (algo- 
ritmo de Dijkstra) para os pares de vértices dados; mostre os valores para p e IN e os valores dos vetores d e s 
para cada passo do laço while. Escreva os vértices que compõem os caminhos mínimos e suas distâncias. 
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Exercícios 1-4 


x5. Do vértice 1 ao vértice 7 
6. Do vértice 3 ao vértice 1 


Exercícios 5-6 


7. a. Modifique o algoritmo CaminhoMínimo a fim de que ele encontre o caminho mínimo de x a todos os 
outros vértices. 
b. Isto altera a ordem de grandeza do algoritmo para seu pior caso? 


8. Forneça um exemplo que mostre que o algoritmo CaminhoMínimo não funciona com pesos negativos. 


Outro algoritmo para obtenção de caminhos mínimos a partir de um único vértice de origem para todos 
os outros vértices no grafo é o algoritmo de Bellman-Ford. Ao contrário do algoritmo de Dijkstra, que man- 
tém um conjunto de vértices para os quais o caminho mínimo já foi determinado, independentemente do com- 
primento desses caminhos (isto é, o número de arestas no caminho); o algoritmo de Bellman-Ford realiza uma 
busca que visa encontrar sucessivamente caminhos de comprimento 1, depois de comprimento 2, depois de 
comprimento 3 etc, até um máximo de n — 1 como comprimento (se existir um caminho, ele não pode ter 
comprimento maior do que n — 1). Uma descrição em pseudocódigo do algoritmo de Bellman-Ford é forne- 
cida a seguir (algoritmo OutroCaminhoMínimo); quando usamos este algoritmo, a matriz de adjacências A 
deve conter A[i, i] = O para todo i. 


ALGORITMO OutroCaminhoMínimo, 


procedure OutroCaminhoMínimo(A: matriz n X n; x: vértice; 

var d: vetor de inteiros; 

var s: vetor de vértices); 
{ Algoritmo de Bellman-Ford —A é uma matriz de adjacências modificada para um grafo simples, ponde- 
rado e conexo; x é um vértice no grafo; quando o procedimento termina, os vértices no caminho mínimo de 
xay s&oy, s[y], s[s[y]],..., x; a distância deste caminho ё df y].] 


var 
zp: vértice; [vértices temporários) 
t: vetor de inteiros; (vetor temporário de distâncias criado a cada iteração/ 
i: integer; 
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begin 
(inicia os vetores d e s — estabelece os caminhos mínimos de comprimento 1 a partir de x } 
d[x]:=0; 
for todos os vértices z diferentes de x do 
begin 
d[z] := A[x, 2]; 
s[z]:2x; 
end; 


(encontra os caminhos mínimos de comprimentos 2, 3, etc.) 
for i: = 2ton — 1 do 
begin 
t := d; (copia o vetor d corrente em t} 
(altera т a fim de guardar os menores calninhos de comprimento i} 
for todos os vértices z diferentes de x do 
begin 
fencontra o caminho mínimo com uma aresta a mais) 
р: = vértice em С para o qual (d[p] + Afp, z]) é mínimo 
t[zJ:=d[p] +Alp,z); 
ifnot (p = z) then 
s[z] := p; 
end; 


d := t; (copia t de volta para d} 
end; (laço for} 
end; 


Nos Exercícios 9 a 12, use o algoritmo OutroCaminhoMínimo (algoritmo de Bellman-Ford) para encontrar o 
caminho mínimo entre o vértice origem e todos os outros vértices. Mostre os sucessivos valores de de de s. 


4º9. Grafo dos Exercícios 1-4, vértice origem = 2 (compare sua resposta com a do Exercício 1) 


10. Grafo dos Exercícios 1-4, vértice origem 


1 (compare sua resposta com a do Exercício 3) 
11. Grafo dos Exercícios 5-6, vértice origem = 1 (compare sua resposta com a do Exercício 5) 


12. Grafo a seguir, vértice origem = 1 (compare sua resposta com a do Exercício 8) 


5 Hu 
1 


2 3 
Exercício 12 


Para computar a distáncia do caminho mínimo entre quaisquer dois vértices de um grafo, o algoritmo 
CaminhoMínimo poderia ser usado diversas vezes, com cada vértice como vértice origem de cada vez. Um 
algoritmo diferente, muito semelhante ao algoritmo de Warshall, também pode ser usado para resolver este 
problema de caminho mínimo entre "todos os pares". Uma descricáo deste algoritmo é mostrada a seguir, onde 
A é a matriz de adjacências do grafo com A[i, i] = O para todo i. 


ALGORITMO CaminhoMínimoTodosOsPares 


procedure CaminhoMínimoTodosOsParesiywc А: matriz n X n); 
(Algoritmo de Floyd — calcula o caminho mínimo entre quaisquer dois vértices; inicialmente A é a matriz 
de adjacências; ao fim, А conterá todas as distâncias dos menores caminhos) 


var 
Lj.k: integer; 
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begin 
for К: = 1 to n do 
fori: = 1 ton do 


for j:= 1 ton do 
if A[i, k] + A[kj] < A[ij] then 
A[i,j]:=A[i,k]+A[k,j]; 


end; 


Nos Exercícios 13 e 14 use o algoritmo CaminhoMínimoTodosOsPares (algoritmo de Floyd) para encontrar 
as distâncias de todos os caminhos mínimos. Mostre os sucessivos valores da matriz A para cada passo do laço 
externo. 


x13. Fig. 6.7 
14. Grafo dos Exercícios 1-4 


Nos Exercícios 15 a 18, encontre uma árvore geradora mínima para o grafo na figura correspondente. 


15. Grafo dos Exercícios 1-4 


x17. 


O algoritmo de Kruskal é outro algoritmo para a obtenção da árvore geradora mínima de um grafo. 
Enquanto no algoritmo de Prim a árvore "cresce" a partir de um ponto inicial arbitrário, através da inclusão de 
arestas pequenas adjacentes, o algoritmo de Kruskal inclui arestas na ordem de suas distâncias crescentes, sempre 
que elas puderem pertencer ao grafo. Os empates são resolvidos arbitrariamente. A única restrição é que uma 
aresta não seja incluída se a inclusão dela resulta em um ciclo. O algoritmo termina quando todos os vértices 
tiverem sido incorporados a uma estrutura conexa. Um descrição (muito informal) em pseudocódigo é mostra- 
da a seguir: 
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Seção 6.3 


ALGORITMO OutroAGM 


procedure OutroAGM (A: matriz n X n; 

var Т: colecáo de arestas); 
(Algoritmo de Kruskal para obtenção de uma árvore geradora mínima; T inicialmente está vazia; ao fim, T 
= árvore geradora mínima) 


begin 
ordena as arestas de G de forma crescente 
repeat 
if próxima aresta na ordem não cria um ciclo then 
inclui a aresta em 7; 
until T é conexo e contém todos os vértices de G; 
end; 


Nos Exercícios 19 a 22 use o algoritmo OutroAGM (algoritmo de Kruskal) para encontrar a árvore geradora 
mínima. 


+19. Grafo dos Exercícios 1 -4 
20. Grafo do Exercício 16 
21. Grafo do Exercício 17 
22. Grafo do Exercício 18 


23. Apresente um exemplo que mostre que a inclusão do vértice mais próximo a /N em cada passo, como é 
feito no algoritmo de Prim para árvore geradora mínima, não garante um caminho mínimo. 


*24. Admita que os pesos das arestas representam distâncias. Então a inclusão de novos vértices e arestas a 
um grafo pode resultar em um novo grafo com árvore geradora mínima com peso menor do que a árvore 
geradora mínima do grafo original. (A nova árvore geradora pode representar uma rede de custo mínimo 
para comunicação entre um grupo de cidades obtida através da instalação de uma estação de retransmis- 
são construída fora das cidades.) 

a. Encontre uma árvore geradora de peso mínimo para o grafo rotulado da figura dada. Qual é o peso 
desta árvore? 


100 


100 100 


100 
Exercício 24 


b. Inclua um vértice no interior do quadrado. Inclua novas arestas entre o vértice do centro e os vértices 
do quadrado. Encontre uma árvore geradora para o novo grafo, e calcule seu peso aproximado. 


Algoritmos de Busca 


Apesar de termos considerado neste capítulo caminhos em um grafo sob certas condições — sem passar pela 
mesma aresta mais de uma vez, sem passar por um vértice mais de uma vez ou minimizando a distância per- 
corrida. Nesta seção, veremos um problema mais simples — apenas desejamos listar todos os vértices de um 
grafo simples e conexo em uma ordem particular. Isto significa que precisamos visitar cada vértice pelo me- 
nos uma vez, mas podemos visitá-lo mais de uma vez se não o listarmos novamente. Podemos também percor- 
rer mais de uma vez as arestas do grafo se necessário, e isto será geralmente necessário se desejarmos visitar 
todos os vértices de uma árvore. Este processo é chamado de busca em um grafo e vamos apresentar diversos 
algoritmos para isto. 


EXEMPLO 4 
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Figura 6.9 Figura 6.10 


Busca em Profundidade e Busca em Largura 


Nos dois primeiros algoritmos para busca em grafos, começamos em um vértice arbitrário a do grafo, marcamo- 
lo como visitado e o escrevemos. No procedimento de busca em profundidade, prosseguimos em um cami- 
nho para longe de a, visitando e escrevendo os vértices, procedendo para o mais longe possível, até que não 
haja mais vértices sem terem sido visitados neste caminho. Neste ponto, voltamos pelo caminho, trilhando 
novos caminhos a cada vértice, sempre que possível; até que chegamos de volta a a. Na busca em largura, 
partimos do vértice a a fim de visitar todos os vértices que lhe são adjacentes; em seguida, partimos desses 
vértices, e assim por diante. Para ilustrar a diferença entre essas duas abordagens, a Fig. 6.9 mostra os primei- 
ros vértices visitados (marcados com círculos) em um grafo através de uma busca em profundidade, e a Fig. 
6.10 mostra os primeiros vértices visitados no mesmo grafo quando percorrido por uma busca em largura. 


Busca em Profundidade 
A forma mais simples de descrever um algoritmo de busca em profundidade é usar uma recursão, onde o algorit- 


mo chama a si mesmo ao longo de sua execução. No algoritmo a seguir, a entrada é um grafo G simples e conexo 
e um dado vértice a; a saída é uma lista de todos os vértices em G percorridos em profundidade a partir de a. 


ALGORITMO Profundidade 


procedure Profundidade(G: grafo; a: vértice); 
{escreve os vértices do grafo G na ordem do percorrimento em profundidade a partir do vértice a ) 


begin 
marque a como visitado; 
escreva(a); 
for cada vértice n adjacente a a do 
if n não foi visitado then 
Profundidade(G, n); 
end; 


No passo recursivo, o algoritmo é chamado com um novo vértice especificado como o ponto inicial. 
Não indicamos como marcar os vértices como visitados ou como encontrar quais vértices n são adjacentes a a. 


Aplicaremos uma busca em profundidade ao grafo da Fig. 6.9, onde a é o vértice inicial. Primeiro, marcamos 
que a foi visitado (é interessante, ao acompanharmos a execução do algoritmo, circundarmos os vértices visi- 
tados), e então escrevemos a. Em seguida, procuramos, dentre os vértices adjacentes a a, um vértice que não 
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tenha sido visitado. Temos diversas possibilidades (b, e, h e i); selecionemos o vértice b. (Para que todos nós 
tenhamos a mesma resposta, vamos selecionar o vértice que seja o primeiro em ordem alfabética; na prática, 
esta escolha dependeria de como os vértices estão armazenados na representação do grafo.) Chamamos então 
o algoritmo de busca em profundidade começando pelo vértice b. 

Isto significa que voltamos ao início do procedimento, dessa vez com o vértice b especificado no lugar 
do vértice a. Então, primeiro marcamos b como visitado e o escrevemos. Em seguida, procuramos dentre os 
vértices adjacentes a b por um vértice que ainda não tenha sido marcado. O vértice a é adjacente a b, mas já foi 
marcado. O vértice c serve e chamamos o procedimento novamente, especificando-o como ponto de partida. 

O vértice c é marcado e escrito, e procuramos vértices adjacentes a c que ainda não tenham sido marca- 
dos. Pela nossa convenção da ordem alfabética, selecionamos o vértice d. Continuando desta forma, visitamos 
a seguir o vértice/e, então, o vértice g. Quando chegamos ao vértice g, chegamos a um beco sem saída, pois 
não há vértices adjacentes que ainda não tenham sido visitados. Portanto, o laço for da versão do procedimen- 
to executada com o vértice g como parâmetro é terminado. (O grafo, neste ponto, se parece com o mostrado na 
Fig. 6.9.) 

Terminamos, portanto, com a execução do algoritmo para o vértice g, mas o vértice g era um dos vérti- 
ces adjacentes ao vértice/, e continuamos no laço for para a versão do procedimento chamado com o vértice 

f. Mas, como g era o único vértice não visitado adjacente a f, o laço for, e portanto o procedimento para o 
vértice f são terminados. De forma semelhante, voltamos ao vértice d, o procedimento não encontra outros 
vértices adjacentes ainda não-marcados, e volta à versão do procedimento chamada para o vértice c. Por isso, 
após processar o vértice d e tudo o que o segue até o beco sem saída, estamos de volta ao laço for do procedi- 
mento aplicado ao vértice c. Procuramos outros vértices adjacentes a c que não estejam marcados e encontra- 
mos um — o vértice e. Assim, aplicamos o algoritmo de busca em profundidade ao vértice e, que nos leva os 
vértices Л, i e k antes de chegarmos a outro beco sem saída. Voltando, temos um novo caminho a ser tentado 
no vértice h, que nos leva ao vértice f A lista completa dos vértices, na ordem em que são escritos, é 


a, b, c, df, 8, e, h, i kj Ы 


O Exemplo 4 faz сот que o processo de busca em profundidade pareça muito complexo, mas é muito 
mais fácil de ser realizado do que descrito, como você poderá constatar na Prática 8. 


PRÁTICA 8 Escreva os vértices visitados em uma busca por profundidade no grafo da Fig. 6.11. Comece pelo vértice a. 


j 
Figura 6.11 4 


Busca em Largura 


Em uma busca em largura, os vértices são visitados em torno do vértice corrente de forma semelhante a círcu- 
los concêntricos em um lago. Para escrever o algoritmo de uma forma elegante, usaremos uma estrutura de 
fila. Uma fila é simplesmente uma estrutura na qual as novas chegadas são incluídas ao fim e as saídas têm 
lugar na frente. Um exemplo de fila pode ser uma fila de clientes em um supermercado — um novo cliente 


EXEMPLO 5 
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entra no fim da fila e os clientes da frente saem dela à medida que o caixa fica livre. A notação IncluiNaFila(a, 
О) denota a inclusão do elemento a ao fim da fila Ое a notação TiraDaFila(Q) denota a remoção do elemento 
no início da fila О. Usamos ainda a função frente(Q) para retornar o elemento no início da fila О sem retirá-lo 
da fila. No algoritmo apresentado no quadro a seguir (algoritmo Largura), a entrada é um grafo G simples e 
conexo e um vértice a; a saída é uma lista de todos os vértices de G percorridos em largura a partir de a. 


ALGORITMO Largura 


procedure Largura(G: grafo; a: vértice); 
{escreve os vértices do grafo G na ordem da busca em largura a partir do vértice а] 


var 
О: fila de vértices; 


begin 
inicia Q como vazia; 
marque a como visitado; 
escreva(a); 
IncluiNaFila(a, О); 


while Q não está vazia do 
for cada vértice n adjacente à Frente(Q) do 
if n não foi visitado then 
begin 
marque n como visitado; 
escreva(n); 
IncluiNaFila(n, Q); 
end; 
TiraDaFila(O); 
end; 


Vamos fazer uma busca em largura no grafo da Fig. 6.10 (este é o mesmo grafo no qual realizamos a busca em 
profundidade do Exemplo 4). Começamos iniciando uma lista vazia О, marcando o vértice a como visitado e 
escrevendo-o; então incluímos a na fila. Quando chegamos pela primeira vez ao laço while, a fila não está 
vazia е a é o elemento à frente da fila. No laço for, procuramos por vértices adjacentes a a que ainda não te- 
nham sido visitados, escrevemos estes vértices e os incluímos ao fim da fila. Podemos ter diversos vértices a 
serem visitados neste ponto; como antes, e apenas por convenção, vamos visitá-los em ordem alfabética. Por- 
tanto, a primeira vez que completarmos o laço for, teremos visitado e escrito os vértices b, e, h e i, nesta or- 
dem, e os teremos incluído ao fim da fila. O grafo neste ponto se parece com o da Fig. 6.10. Removemos, 
então, o vértice a do início da fila, que se torna (do início para o fim) 


Б, е, hi 
Na próxima iteração do laço while, b é o elemento do início da fila, e o laço for procura vértices adja- 
centes a b que ainda não tenham sido visitados. O único vértice que ainda não foi visitado aqui é c, que é es- 
crito e incluído ao fim da fila. Após a remoção de b, a fila contém 
e, h, i, c 
Realizando o laço while mais uma vez, e está no início da fila. Uma busca nos vértices adjacentes a e 
produz um novo vértice, o vértice f O grafo agora se parece com o mostrado na Fig. 6.12, e após removermos 
e da fila, a fila contém 
h, i, c, j 
Quando procuramos vértices adjacentes a h, temos um novo vértice, o vértice k. Quando procuramos 
por vértices adjacentes a i, nenhum novo vértice é incluído na fila. Quando c se torna o primeiro elemento da 


fila, uma busca nos vértices adjacentes a c gera dois novos vértices: de f Após incluir esses dois novos vérti- 
ces na fila (e retirar c), a fila contém 


Еу 
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PRÁTICA 9 


8 
Figura 6.12 


A busca por vértices adjacentes a j e depois a k não inclui novos vértices à fila. Quando o início da fila 
é d, um novo vértice, g, é encontrado e a fila (após remover d) é 


38 


О processamento de fe g não gera novos vértices. Após g ter sido removido da fila, esta fica vazia. O laço 
while — bem como o algoritmo — termina. A lista de vértices escritos durante este processo, isto é, os vérti- 
ces escritos segundo a ordem de uma busca em largura a partir de a são 


a, b, e, h, i c, j, k, df. g j 


Assim como no algoritmo de busca em profundidade, o algoritmo de busca em largura náo é difícil de 
ser acompanhado; precisamos apenas manter controle dos vértices que já foram visitados e o conteúdo corren- 
te da fila. 


Escreva os vértices obtidos por uma busca em largura no grafo da Fig. 6.11, comegando pelo vértice a. 


Análise 


Quanto trabalho os algoritmos de busca em profundidade e de busca em largura demandam? Ambos procuram 
todos os vértices adjacentes a um dado vértice que ainda náo tenham sido visitados. Suponha que o grafo con- 
tenha n vértices e m arestas. Uma das vantagens de representar um grafo através de sua lista de adjacéncias ao 
invés de sua matriz de adjacências é que esta operação em particular é mais eficiente; para encontrar os vérti- 
ces adjacentes ao vértice i, precisamos percorrer a lista de adjacências de i, que pode ser pequena, ao invés da 
í-ésima coluna da matriz de adjacências, que contém п entradas. Portanto, admitiremos que estamos usando a 
representacáo na forma de lista de adjacéncias para o grafo. 

Na busca em largura, o algoritmo procura toda a lista de adjacéncias do vértice na frente da fila, marcan- 
do, escrevendo e incluindo na fila os vértices encontrados que ainda náo tenham sido visitados. Na busca em 
profundidade, o algoritmo pode ser interrompido diversas vezes, enquanto varre a lista de adjacéncias de um 
dado vértice para passar (devido а recursáo) ao processamento da lista de adjacéncias de outros vértices. Ao 
final, no entanto, toda a lista de adjacéncias é tratada. 

Varrer a lista de adjacéncias do grafo determina a quantidade de trabalho realizado em cada caso. Exis- 
tem п listas de adjacências, de forma que a quantidade de trabalho é pelo menos (n), porque a lista de adja- 
céncias para todos os vértices precisa ser verificada, mesmo que esteja vazia. Como existem m arestas, O tra- 
balho para percorrer todas as listas de adjacências é pelo menos O (m). Portanto, tanto o algoritmo de busca em 
profundidade como o algoritmo de busca em largura são algoritmos Ө(тах(п, m)). Se houver mais arestas que 
vértices (o caso mais comum) então C (max(n, m)) = O(m). 


PRÁTICA 10 


EXEMPLO 6 
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Aplicações 


Os algoritmos de busca em profundidade e de busca em largura podem ser usados como base para realizar 
outras tarefas relacionadas com grafos, algumas das quais já resolvemos. 

Uma estrutura de árvore não-enraizada que seja um subgrafo do grafo original pode ser associada a cada 
busca. Quando varremos a lista de adjacências do vértice i, se o vértice j for adjacente ao vértice i e não tiver 
sido visitado anteriormente, então a aresta i-j é incluída ao subgrafo. Como nenhuma aresta de algum vértice 
já visitado é usada, não são criados ciclos e o subgrafo é, portanto, uma árvore não-enraizada. Como todos os 
vértices são visitados, esta árvore é uma árvore geradora para o grafo. Toda árvore tem n — 1 arestas, o núme- 
ro mínimo de arestas para conectar n vértices. Estamos assumindo que as arestas não são ponderadas, mas se 
as considerarmos ponderadas e com peso 1, então a árvore obtida é uma árvore geradora mínima. 

As linhas escuras da Fig. 6.9 fazem parte da árvore associada à busca em profundidade do Exemplo 4, e 
as linhas escuras da Fig. 6.10 e 6.12 fazem parte da árvore associada à busca em largura do Exemplo 5. 


a. Complete a árvore associada à busca em profundidade do Exemplo 4. 
b. Complete a árvore associada à busca em largura do Exemplo 5. ° 


Os algoritmos de busca em profundidade e de busca em largura também se aplicam a grafos direciona- 
dos, e com isso fornecem um novo algoritmo para alcançabilidade. Para determinar se o vértice j é alcançável 
a partir do vértice i, realize uma busca em profundidade (ou em largura), começando pelo vértice i; quando o 
algoritmo terminar, verifique se o vértice j foi visitado. A alcançabilidade para "todos os pares”, isto é, quais 
vértices são alcançáveis a partir de quais vértices, pode ser obtida executando-se buscas em profundidade (ou 
em largura) começando por todos os vértices do grafo. Isto requer um trabalho de ordem'O(7 • max(n, m)). Se 
o grafo for bem esparso, caso no qual temos max(n, m) = n, teremos um algoritmo Ө(и?) para alcancabilidade. 
Lembremos que o algoritmo de Warshall (Seção 5.3) é um algoritmo @(?), Esta melhora se deve ao fato de que 
em grafos esparsos, a maioria das listas de adjacências são pequenas ou vazias, enquanto o algoritmo de Warshall 
processa as entradas da matriz de adjacências ainda que essas entradas sejam Os. Mas se o grafo não for esparso, o 
número de arestas pode ser ©(л7), caso no qual (n + max(n, m)) = (7^), a mesma ordem que a do algoritmo de 
Warshall. Além disso, o algoritmo de Warshall tem a vantagem de ter uma implementação mais simples! 

Na Seção 4.2, definimos uma ordenação topológica como forma de estender uma ordenação parcial em um 
conjunto finito a fim de que se torne ordenação total. Seja o conjunto parcialmente ordenado representado por um 
grafo direcionado. A ordenação topológica será obtida por uma contagem nos vértices, portanto seja O o valor ini- 
cial da contagem. Tome um vértice como origem e realize um algoritmo de busca em profundidade a partir deste 
vértice. Sempre que a busca voltar de um vértice pela última vez, atribua a ele o próximo valor do contador. Quando 
o algoritmo de busca em profundidade terminar, tome um vértice ainda não visitado como origem para outro algorit- 
mo de busca em profundidade e continue a incrementar o contador. Continue este processo até que não haja mais 
vértices sem terem sido visitados no grafo. Uma ordenação topológica pode ser obtida pela listagem dos vértices 
na ordem inversa de seus valores atribuídos. Este processo de ordenação topológica funciona porque atribuímos o 
valor do contador quando voltamos de um vértice pela última vez. Este valor será maior do que os números atri- 
buídos aos vértices alcançáveis por ele, isto é, todos os vértices dos quais ele é predecessor na ordenação parcial. 


A Fig. 6.13a é um grafo direcionado que representa ordenação parcial. Ao escolhermos d (arbitrariamente) 
como vértice inicial e realizarmos uma busca em profundidade, visitamos e e f, e neste ponto, devemos voltar. 
Ao vértice f é atribuído o valor 1, mas ainda não terminamos com o vértice e, pois podemos visitar g. Ao vol- 
tarmos de g, atribuímos a ele o valor 2. Neste ponto, voltamos a e pela última vez e atribuímos a ele o valor 3, 
e então ado valor 4. Escolha a como o vértice inicial para outra busca em profundidade. Visitamos o vértice 
c e então voltamos, de forma que c e a recebem os valores 5 e 6, respectivamente. Começando com b como 
vértice inicial, não há lugar para ir e b recebe o valor 7. Não existem vértices sem serem visitados no grafo е 
o processo termina. O esquema de numeração é mostrado na Fig. 6.13b. 


a (6) 


Ь (7) 


g (2) 


(а) Ф) 
Figura 6.13 
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PRÁTICA 11 


Apresentando os valores atribuídos em ordem inversa, obtemos 


7 6 5 4 3 2 1 
Ь а c d e g f 
que é uma ordenação topológica. . 


Use o algoritmo de busca em profundidade para realizar uma ordenação topológica no grafo da Fig. 6.14. In- 
dique os valores atribuídos aos vértices no grafo. 


d 
Figura 6.14 . 


Considere agora um grafo G (náo-direcionado) que pode náo ser um grafo conexo. Uma componente 
conexa de G é um subgrafo de G que é conexo e náo é um subgrafo de um subgrafo conexo maior. Na Fig. 
6.15 existem trés componentes conexas. Naturalmente, se o grafo original for conexo, entáo ele tem apenas 
uma componente conexa. 


Figura 6.15 


Buscas em profundidade e em largura podem ser usadas para determinar as componentes conexas de um 
grafo. Tomamos um vértice arbitrário como inicial, e realizamos a busca. Quando o algoritmo termina, todos 
os vértices visitados formam uma componente. Procuramos então um vértice ainda não visitado para servir de 
início para outra busca que produzirá uma segunda componente. Repetimos este processo, até que náo haja 
mais vértices sem serem visitados no grafo. 

Apesar de termos definido a alcançabilidade apenas para grafos direcionados, o conceito também se aplica 
a grafos não-direcionados e desconexos. Consideremos apenas grafos não-direcionados e desconexos, mas 
admitamos a convenção de que ainda que não haja laços, cada vértice possa ser alcançado por si próprio. A 
alcançabilidade torna-se então uma relação de equivalência no conjunto dos vértices do grafo; nossa conven- 
ção impõe a propriedade reflexiva, e a simetria e transitividade seguem do fato do grafo ser não-direcionado. 
Esta relação de equivalência particiona os vértices do grafo em classes de equivalências que consistem nos 
vértices de cada componente conexa do grafo. O algoritmo de Warshall pode ser aplicado a grafos não-direci- 
onados bem como a grafos direcionados e resulta numa matriz na qual os vértices que compõem cada compo- 
nente conexa do grafo podem ser determinados, mas isto requer mais esforço computacional do que usar a 
busca em profundidade. O uso de uma busca em profundidade para identificar as componentes biconexas em 
um grafo será discutido na seção seguinte. 

Como uma última observação sobre busca em profundidade, vimos na Seção 1.5 que a linguagem de 
programação Prolog, quando processa uma pesquisa baseada em uma definição recursiva, segue uma estraté- 
gia de busca em profundidade (Exemplo 27). 


Busca em Árvores 


Como as buscas em profundidade e em largura aplicam-se a qualquer grafo, elas também se aplicam a árvores. 
No entanto existem três outros algoritmos de busca que são úteis para árvores — preordem, inordem e posor- 
dem. 
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Nesses métodos de busca, é útil usar a definição recursiva de uma árvore, onde a raiz de uma árvore tem 
ramificações para raízes de subárvores (veja a Fig. 6.16). Assumiremos ainda que uma árvore T tem raiz r; 
quaisquer subárvores são rotuladas, da esquerda para a direita, como Ту, T»,..., T. Como estamos usando uma 
definição recursiva de uma árvore, será fácil enunciar os algoritmos de busca de forma recursiva. 

Os termos preordem, inordem e posordem referem-se à ordem na qual a raiz da árvore é visitada em 
relação aos vértices de suas subárvores. Na busca em preordem, a raiz da árvore é visitada primeiro e então 
suas subárvores são visitadas da esquerda para direita, cada qual em preordem. 

No algoritmo a seguir, a entrada é uma árvore T com subárvores, da esquerda para a direita, T; ,Т›,..., Т; 
a saída é uma lista de vértices em preordem. 


Figura 6.16 


ALGORITMO  Preordem 


procedure Preordem(T: árvore); 
{escreve os vértices de uma árvore de raiz rem preordem) 


begin 
escreva(r); 
for і: = 1 107 do 
Preordem(T;); 
end; 


Na busca em inordem, a subárvore a esquerda é processada por outra busca em inordem, em seguida a 
raiz é visitada e então as demais subárvores são processadas da esquerda para a direita, cada qual em inordem. 
Se a árvore for uma árvore binária a raiz é visitada entre o processamento das duas subárvores. 


No algoritmo a seguir, a entrada é uma árvore T com, da esquerda para a direita, subárvores Т, T»,..., Т 
a saída é uma lista de vértices em inordem. 


ALGORITMO Inordem 


procedure Inordem(T: árvore); 
{escreve os vértices de uma árvore com raiz r em inordem] 


begin 
if 1>0 then (trata caso da subárvore ser uma folha) 
Inordem(T;); 
Escreva(r); 
for i; = 2 to tdo 
Inordem(T;); 
end; 
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EXEMPLO 7 


EXEMPLO 8 


Finalmente, na busca em posordem, a raiz é visitada por último, após todas as subárvores terem sido 
processadas da esquerda para a direita em posordem. 

No algoritmo a seguir, a entrada é uma árvore T com, da esquerda para а direita, subárvores Ту, Т»,..., T; 
a saída é uma lista de vértices em posordem. 


ALGORITMO  Posordem 


procedure Posordem(T: árvore); 
{escreve os vértices de uma árvore com raiz г em posordem) 


begin 
for i := 1 totdo 
Posordem(T;); 
Escreva(r); 
end; 


Considere a árvore mostrada na Fig. 6.17. Para uma busca em preordem, primeiro escrevemos a raiz a e então 
realizamos uma busca em preordem na subárvore à esquerda, com raiz b e então procedemos uma busca em 
preordem na subárvore à esquerda de b, cuja raiz é d. Escrevemos d e então realizamos uma busca em preor- 
dem na subárvore à esquerda de d, cuja raiz é i. Após escrevermos i e tentarmos realizar uma busca em preor- 
dem nas subárvores de i, não encontramos subárvores. Portanto terminamos com a busca na subárvore cuja 
raiz é i, e voltamos para considerar todas as subárvores de d; que não existem. 


Figura 6.17 


Voltando a b, encontramos outras subárvores de b. Processando-as da esquerda para a direita, escreve- 
mos e e então/. Neste ponto, terminamos com as subárvores de b, e voltamos ao vértice a para examinarmos 
as subárvores mais à direita, encontrando uma subárvore de raiz c. Escrevemos c e passamos a sua subárvore 
mais à esquerda com raiz g e escrevemos g. Processando as subárvores de g, nós escrevemos j e k; então vol- 
tamos para c, processamos a subárvore que resta e escrevemos h. O vértice c não tem outras subárvores, vol- 


tamos para a, que também não tem outras subárvores e, portanto, terminamos. A lista dos vértices visitados 
em preordem é 


a, b, d, i, ef, c, gj, k, h 


Devido à forma pela qual os vértices são rotulados, esta mesma lista pode ser produzida por um algoritmo de 
busca em profundidade, começando pelo vértice a. . 


Para realizar uma busca em inordem da árvore da Fig. 6.17 nós processamos as subárvores á esquerda antes. 
Isto nos leva ao vértice i, que não tem subárvores. Portanto, escrevemos i e voltamos a d. Já processamos a 
subárvore á esquerda de d, de forma que podemos escrever d. Uma vez que o vértice d náo tem mais subárvo- 
res, voltamos ao vértice b. Já processamos a subárvore á esquerda de b, de forma que escrevemos b, e entáo 
processamos suas demais subárvores, escrevendo e tf. Voltamos ao vértice a, escrevemo-lo, e então proces- 
samos a subárvore а direita de a. Isto nos dá os vértices j, g, К, с e h, nesta ordem, e terminamos. Portanto, a 
lista em inordem dos vértices é 


idbefaj,gkcoh . 
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* 


2 x 
Figura 6.19 
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A árvore da Fig. 6.17 produz a seguinte lista em posordem dos vértices: 
i, d, ef bj, k, 8, h, c, a ° 


Realize buscas em preordem, inordem e posordem na árvore da Fig. 6.18. 


Figura 6.18 Ы 


O Exemplo 14 do Cap. 5 mostrou como expressões algébricas podem ser representadas como árvores binárias. 
Se realizarmos uma busca em inordem de uma árvore de expressão, recuperaremos a expressão algébrica ori- 
ginal. Para a árvore da expressão da Fig. 6.19, por exemplo, uma busca em inordem nos dá a expressão 


(2+х) *4 


onde os parênteses são incluídos ао terminarmos o processamento de uma subárvore. Esta forma de se escre- 
ver as expressões algébricas, com o símbolo da operação entre os dois operandos é chamada de notação infixa. 
Os parênteses são necessários para indicar a ordem das operações. Sem os parênteses, a expressão seria 2 + x 
* 4 que também é uma expressão infixa mas, devido à ordem de precedência da multiplicação sob a adição, não 
é o desejado. 


Uma busca em preordem da Fig. 6.19 nos dá a expressão 


* + 2x4 


Neste caso, o símbolo da operação precede os operandos. Esta forma de expressão é chamada de notação prefixa 
ou notação polonesa. А expressão pode ser traduzida para forma infixa da seguinte maneira: 


*+2х4 >2:*Q+34>0+x4 
Uma busca em posordem fornece a expressão 
2x + 4% 
onde o símbolo de operação segue seus operandos. Esta forma de representar as expressões é chamada de 


notação posfixa ou notação polonesa reversa. A expressão pode ser traduzida para a forma infixa da seguin- 
te maneira: 


2х+4*—› (2+ x)4:— (2 + х) * 4 

As notações prefixa e posfixa não requerem parênteses para evitar ambigüidades. Estas notações forne- 
cem, portanto, uma forma mais eficiente, ainda que menos familiar, de representar expressões algébricas que 
na notação infixa. Essas expressões podem ser efetuadas seqüencialmente, sem a necessidade de "olhar adiante" 
para localizar expressões em parênteses. Os compiladores normalmente trocam as expressões algébricas dos 
programas da ordem infixa para a notação posfixa a fim de possibilitar um processamento mais eficiente. • 
Escreva a árvore da expressão para 


а + (Б.с - а) 


е escreva а expressão em notação prefixa e posfixa. . 
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Revisão da Seção 6.3 

Técnicas 

* Realizar uma busca em largura ou em profundidade de um grafo 

* Conduzir uma busca em preordem, inordem ou posordem de uma árvore 

Idéias Principais 

Existem algoritmos para visitar os vértices de um grafo de forma sistemática. 

Algoritmos de busca em profundidade e em largura servem como base para outros algoritmos. 
Exercícios 6.3 


Nos Exercícios 1 a 6, escreva os vértices visitados por uma busca em profundidade no grafo mostrado na figu- 
ra a seguir, comecando pelo vértice indicado. 


*1. a 2.C 3.d 4. g *5. е 
а 
ANN | 
8 
j 


Exercícios 1-6 


Nos Exercícios 7 a 10, escreva os vértices visitados por uma busca em profundidade no grafo mostrado na 
figura a seguir, começando pelo vértice indicado. 


*7. а 8. е *9,f 10. h 


а 


К Exercícios 7-10 
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Nos Exercícios 11 a 16, escreva os vértices visitados por uma busca em largura no grafo dos Exercícios 1 a 6, 
começando pelo vértice dado. 


*11. a 12. c 13. d 14. g 15. e 16. h 


Nos Exercícios 17 a 20, escreva os vértices visitados por uma busca em largura no grafo dos Exercícios 7 a 10, 
começando pelo vértice dado. 


*17. a 18. e 19. f 20. h 


Nos Exercícios 21 a 23, escreva os vértices visitados por uma busca em profundidade no grafo da figura a 
seguir, começando pelo vértice especificado. 


*21. а 22. g 23.f 


Nos Exercícios 24 a 26 escreva os vértices visitados por uma busca em largura no grafo da figura a seguir, 
começando pelo vértice especificado. 


*24. a 25. g 26. f 


Exercícios 21-26 


427. Use o algoritmo de busca em profundidade para realizar uma ordenação topológica no grafo da figura a 
seguir. Indique o número atribuído a cada vértice. Além disso, indique o vértice ou os vértices iniciais. 


[6] 


f 


Exercício 27 


28. Use o algoritmo de busca em profundidade para realizar uma ordenação topológica no grafo da figura a 
seguir. Indique o número atribuído a cada vértice. Além disso, indique o vértice ou os vértices iniciais. 
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Exercício 28 


Nos Exercícios 29 a 34, escreva a lista de vértices resultantes de buscas em preordem, inordem e posordem do 


grafo dado. 
*29. ^ 30. 
b € 
d e f g d 
h 8 
32. а *33 
b c d 
e f 8 h i 


*35. Escreva a expressão 4 +(2 — y) nas notações prefixa e posfixa. 
36. Escreva nas notações prefixa e posfixa: (x*y + 3/z) * 4 
37. Escreva nas notações infixa e posfixa: — * +23*6x7 
38. Escreva nas notações infixa e posfixa: —+— xyzw 

*39. Escreva nas notações prefixa e infixa: 4 7 x — *z + 
40. Escreva nas notações prefixa e infixa: x2w + yz*-/ 
41. Desenhe uma árvore cuja busca em preordem seja 

a, b,c, d, e 
e cuja busca e inordem seja 
b,a, а, с, e 
42. Desenhe uma árvore cuja busca em inordem seja 
f.a, е, ћ а, іс, ј,е 
е cuja busca ет posordem seja 


Fgahidjecb 
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EXEMPLO 11 
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x43. Uma busca em inordem de árvore binária de busca (Seção 5.4) produz uma listagem dos vértices da 
árvore em ordem crescente. Construa uma árvore binária para a frase "To be or not to be, that is the 
question", e então realize uma busca em inordem. 


44. Construa uma árvore binária de busca (veja o Exercício 43) para a frase "As rosas não falam, simples- 
mente as rosas exalam o perfume que roubam de ti" e então realize uma busca em inordem. 


x45. Encontre um exemplo de árvore cujas buscas em inordem e em posordem gerem a mesma lista de vér- 
tices. 


46. Encontre duas árvores diferentes que tenham a mesma lista de vértices sob uma mesma busca em preor- 
dem. 


47. Encontre um modo de percorrer uma árvore em ordem de níveis, isto é, de forma que os vértices de um 
mesmo nível sejam listados da esquerda para a direita para profundidades crescentes. (Dica: Já temos 
um modo de fazer isto.) 


Articulações e Redes de Computadores 


O Enunciado do Problema 


Em um grafo que represente uma rede de computadores ou de comunicação, os vértices denotam as entidades 
que se comunicam (computadores, telefones, etc.) e as arestas denotam o meio de comunicação (cabo coaxial, 
linhas telefônicas, etc). Grafos deste tipo devem ser conexos a fim de que haja um caminho entre cada par de 
vértices. Para minimizar o comprimento de cabo ou fio necessário, devemos tomar uma árvore geradora míni- 
ma. No entanto, se removemos uma aresta de uma árvore geradora mínima (se uma seção do cabo ou fio apre- 
senta defeito ou é interrompida), o grafo não se mantém conexo. Este é o motivo por que uma rede normal- 
mente contém mais fios do que os da árvore geradora mínima. No entanto, mesmo em um grafo suficiente- 
mente rico em arestas, para evitar a quebra da rede no caso de perda de uma aresta, um vértice pode ser o suficiente 
para causar a falha da rede. Se um vértice deste tipo falhar (e, portanto, for removido logicamente), as arestas para 
as quais este vértice constitui um extremo são removidas, e isto pode provocar a desconexão do grafo. 


Definição: Articulação 
Um vértice em um grafo simples e conexo é uma articulação se sua remoção (juntamente com suas 
arestas associadas) torna o grafo resultante desconexo. 


O vértice d do grafo da Fig. 6.20a é uma articulação. A remoção de d resulta no grafo desconexo mostrado na 
Fig. 6.20b. 


a a 
b c b с 
а 
е f e f 
8 8 
(a) (b) 


Figura 6.20 t 
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EXEMPLO 12 


Definição: Grafo Biconexo 
Um grafo simples e conexo é dito biconexo se não possuir pontos de articulação. 


A presença de articulações é claramente indesejada em uma rede. Apesar de ser fácil apontar uma arti- 
culação em um grafo pequeno como o da Fig. 6.20a, vamos desenvolver um algoritmo que detecta este tipo de 
vértice independente do tamanho dos grafos. As articulações dividem o grafo em componentes biconexas, 
subgrafos biconexos que não sejam subgrafos de outros subgrafos biconexos maiores. Na Fig. 6.20, a-b-d-c e 
d-e-g-f são componentes biconexas. 


A Idéia do Algoritmo 


A base deste algoritmo é uma busca em profundidade. Sabemos da seção anterior que uma busca em profun- 
didade determina uma árvore não-enraizada. Uma aresta é incluída na árvore sempre que a busca alcança um 
vértice que ainda não foi visitado. As arestas do grafo que pertencem a esta árvore são chamadas arestas de 
árvore. As demais arestas do grafo são chamadas de arestas de retorno ou frondes. 


Na Fig. 6.20, uma busca em profundidade a partir do vértice a visita os vértices a, b, d, c, e, g e f. Na Fig. 6.21, 
as arestas de árvore são as escuras e as de retorno são as mais claras. 


a 
b c 
d, 
e f 
8 
Figura 6.21 º 


A árvore da busca em profundidade passa por todos os vértices. Para determinarmos quais vértices são 
articulações, devemos examinar suas posições relativas na árvore. Primeiro, vejamos o vértice que é o ponto 
de partida da busca em profundidade. Se apenas uma aresta de árvore sai deste vértice, então, como a árvore 
continua, todos os outros vértices do grafo podem ser alcançados a partir do vértice no outro extremo desta 
aresta de árvore. Portanto, a remoção do vértice inicial não desconectaria o grafo. No entanto, se dois ou mais 
vértices saem do vértice inicial, então a única maneira de se ir de uma subárvore para outra é passando pelo 
vértice inicial. Assim, a remoção deste vértice desconectaria o grafo. 

Neste caso, na Fig. 6.21, o vértice a é o ponto inicial da busca em profundidade, e existe uma única ares- 
ta saindo de a. A remoção do vértice a (e suas duas arestas) não desconecta o grafo. Se, por outro lado, tivés- 
semos começado a busca em profundidade pelo vértice d, a árvore ficaria como mostrada na Fig. 6.22. Teriam 
duas arestas de árvore saindo do vértice d, mostrando que d é uma articulação. 

Consideremos qualquer vértice n que seja uma folha na árvore da busca em profundidade (ligado ao fim 
de uma aresta de árvore). Esta folha pode ser uma folha do grafo original, isto é, um vértice de grau 1, caso em 
que fica claro que não é uma articulação. Do contrário, as outras arestas que saem de n não foram usadas pela 
busca em profundidade, de forma que os vértices adjacentes a n são alcançáveis através de outros caminhos 
que não passem por n. Como n não é necessário para compor o caminho a qualquer outro vértice, sua remoção 
não desconectaria o grafo. Portanto, as folhas em uma árvore de busca em profundidade não são articulações. 
Na Fig. 6.21, o vértice c, por exemplo, é uma folha na árvore da busca em profundidade; a aresta de c a a é uma 
aresta de retorno, de modo que a é alcançável através de outro caminho que não passe pelo vértice c. O vértice 
c pode ser removido sem desconectar o grafo. 
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8 
Figura 6.22 


Agora consideremos um vértice n que não seja folha nem o vértice inicial da árvore da busca em profun- 
didade. Como n não é uma folha, existem uma ou mais subárvores abaixo de n. Suponha que existe uma única 
subárvore; seja x um vértice desta subárvore. Se x tem uma aresta de retorno para algum vértice que preceda n 
na busca em profundidade (um "ancestral" de n), então esta aresta faz parte de um outro caminho que conecta 
x — e todos os demais vértices na subárvore — ao resto do grafo, sem usar o vértice n. Neste caso, n não é uma 
articulação. (Veja a Fig. 6.23a, onde a remoção de n e suas arestas não desconecta o grafo.) Se houver mais de 
uma subárvore abaixo de n, então n não será uma articulação se, e somente se, cada subárvore tiver um "cami- 
nho de fuga" que o conecte ao resto do grafo — incluindo as outras subárvores — sem passar por n. (Veja a 
Fig. 6.23b; perceba que a aresta de retorno de y para z não ajuda, porque não alcança um ancestral de n.) 


Caminho de fuga 


Caminho de fuga 


Caminho de fuga 


(a) (b) 
Figura 6.23 


O Algoritmo Propriamente Dito 


A base do algoritmo, como podemos deduzir da discussão acima, é manter um controle dos destinos das ares- 
tas de retorno. Atribuiremos, a cada vértice, um "número de árvore” que corresponda à ordem na qual o vér- 
tice foi visitado pela busca em profundidade. Portanto, o vértice inicial em uma busca em profundidade tem o 
número 1, o próximo vértice visitado recebe o número 2, e assim por diante. Além disso, devemos manter um 
“número de retorno” para cada vértice x. O número de retorno será o menor número de árvore de um vértice (o 
vértice de retorno mais longe) alcançável a partir de x usando arestas de retorno de x ou dos descendentes de 
x na subárvore. Para incorporar a informação sobre as arestas dos descendentes de x, o número de retorno de 
x é ajustado quando a busca em profundidade volta ao vértice x da parte inferior da árvore. O vértice n é uma 
articulação se uma subárvore de n não tiver arestas de retorno para ancestrais de n, e isto é detectado quando 
a busca volta da subárvore para n. Suponha que a busca está voltando de x para n. Se o número de retorno de 
x neste ponto não for menor que o número de árvore de n, então n é uma articulação. 

O algoritmo a seguir (algoritmo Articulação) realiza a busca em profundidade e constrói a árvore refe- 
rente a esta busca. Ele manipula corretamente as folhas e os vértices internos que não o vértice inicial da árvo- 
re da busca em profundidade, deixando apenas o caso do vértice inicial como caso especial. 
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ALGORITMO Articulação 


procedure Articulação(var С: grafo; n: vértice; var NumÁrvore: integer); 
(detecta articulações através de uma busca em profundidade a partir de n; NumÁrvore = 0 na primeira cha- 
mada) 


begin 
marque n como visitado; 
{primeira vez que alcança п — atribua-lhe números de árvore e de retorno) 
NumáÁrvore := NumÁrvore + 1; 
NumeroDeArvore[n] : = NumArvore; 
NúmeroDeRetorno[n] := NúmeroDeArvore[n]; 


for todo vértice x adjacente a n por uma aresta de retorno do 
if x não foi visitado then 
begin 
torne n-x uma aresta de árvore; 
Articulação(G, x, NumáÁrvore); 


(busca em profundidade está retornando da subárvore de raiz x para o vértice n./ 
{ n é um ponto de articulação — a subárvore de raiz x não tem 
aresta de retorno para algum ancestral de n?} 

{1}  ifNümeroDeRetorno[x] >= NúmeroDeÁrvore[n] then 


escreva(n, '... é uma articulação” 
else 
(ajusta o número de retorno de л} 
{2} NümeroDeRetorno[n] := min(NúmeroDeRetorno[n], NúmeroDeRetorno[x]); 
end; 
else 
{aresta n-x é uma aresta de retorno, ajuste NúmeroDeRetorno[n]] 
(3) NúmeroDeRetorno[n] := min(NúmeroDeRetorno[n], NúmeroDeÁrvore[x] ); 
end; 


EXEMPLO 13  Acompanharemos o algoritmo acima aplicado ao grafo da Fig. 6.20a, onde a é o vértice inicial. A árvore co- 
meça com as arestas a-b, b-d e 4-с. Cada novo vértice é numerado com um NúmeroDeÁrvore seqüencial e seu 
NúmeroDeRetorno recebe seu NúmeroDeÁrvore. (Veja a Fig. 6.24, onde os números em parênteses são o 
NúmeroDeÁrvore e o NúmeroDeRetorno, respectivamente. ) Enquanto processa o vértice c, a aresta de retorno 
para a é descoberta e o NúmeroDeRetorno de c é ajustado para 1, o NúmeroDeÁrvore de a (linha (3) no algo- 
ritmo acima). Isto completa o processamento do vértice c, e a busca em profundidade volta para d. O 
NúmeroDeRetorno de c é menor do que o NúmeroDeÁrvore de d, de forma que o NúmeroDeRetorno de d é 
ajustado para valer o mesmo que o de c (linha (2)). A situação neste momento é mostrada na Fig. 6.24b. 

A busca em profundidade passa aos vértices е, g e f (Fig. 6.24c). Em/a aresta de retorno para d é encontrada 
eo NúmeroDeRetorno de/recebe o NúmeroDeÁrvore de d (linha (3)). Voltando de/para g, o NúmeroDeRetorno 
de g é ajustado a fim de se igualar ao NúmeroDeRetorno de f (linha (21), e da mesma forma para e (linha (2), 
novamente). (Veja Fig. 6.24d.) Finalmente, voltando de e para d, o NúmeroDeRetorno de e é maior ou igual ao 
NümeroDeÁrvore de d, de forma que d é declarado uma articulação (linha {1}). A recursão volta ao vértice b, 
ajustando seu NúmeroDeRetorno de b, e então ao vértice a, onde a linha (1) se aplicaria (Fig. 6.24e). Mas a é o 
ponto inicial da busca e não é um ponto de articulação, pois existe apenas uma aresta de árvore a partir dea. * 


a (1, 1) a (1, 1) a (1, 1) 
1 
b (2,2) c(4,4) b(2,2) c(4,4) b(2,2) c (4, h 
1 1 
d (3,3) d (3,3) d (3,3) 
e f e f e (5, 5) РО, 7 


8 g 8 (6, 6) 


(a) (b) (c) 


PRÁTICA 14 
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а (1, 1) a (1, 1) 
1 1 1 
b (2,2) с(4,4) b(2,2) c (4, 4) 
1 1 
d (3,3) d (3,3) 
3 3 3 3 
е (5, 2) FO) е6, 8) РО, 7) 
3 3 
8 (6,6) g (6,6) 
d = articulação 
(d) (e) 


Figura 6.24 


Na Fig. 6.25, a busca em profundidade começa no vértice a. Explique a marcação em cada vértice e porque 
concluímos que c é uma articulação. 


1 
а(1,1) b (2,2) 
1 
c (3, 2) 
d (4, 4) 
c = articulação 
Figura 6.25 * 


Revisão da Seção 6.4 

Técnica 

* Encontrar articulações em um grafo simples e conexo (usando o algoritmo Articulação) 
Idéia Principal 


As articulações representam pontos de falha em uma rede de computadores ou de comunicações, mas existe 
um algoritmo para determinar suas existências. 


Exercícios 6.4 


Nos Exercícios 1 a 6, desenhe as árvores de busca em profundidade, onde a é o vértice inicial da busca. Iden- 
tifique as arestas de retorno. 


x1. b 2. b mn 3, а 


312 Grafos e Algoritmos 


*4, b 5. 
a 
a c 
e 
e f g h 
Nos Exercícios 7 a 12, use o algoritmo Articulação para encontrar as articulações. Indique o NúmeroDeÁrvore 
e o NúmeroDeRetorno para cada vértice, tanto os atribuídos originalmente quanto os que forem sendo altera- 


dos. Desenhe as componentes biconexas dos grafos. 
x10. а | 
| 
п. 12. S 
a b 
р а 
е 
Ў f 
h i 


Terminologia 


Auto-testes 
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Revisão do Capítulo 


algoritmo guloso busca em preordem grafo biconexo 

aresta de árvore busca em profundidade notação infixa 

aresta de retorno busca em um grafo notação polonesa 
articulação caminho euleriano notação polonesa reversa 
árvore geradora ciclo hamiltoniano notação posfixa 

árvore geradora mínima componente biconexa notação prefixa 

busca em inordem componente conexa vértice ímpar 

busca em largura fila vértice par 


busca em posordem 


Responda às perguntas a seguir com verdadeiro ou falso. 


Seção 6.1 


1. 


2. 


5. 


Um grafo com quatro vértices ímpares pode ser conexo. 
Existe um caminho euleriano em qualquer grafo com um número par de vértices ímpares. 


Existe um algoritmo Ө(и2) para determinar a existência de um caminho euleriano em um grafo com n 
vértices. 


Um ciclo hamiltoniano usa cada aresta e vértice do grafo exatamente uma vez, exceto pelo vértice inicial 
e final. 


Não é conhecido um algoritmo para resolver o problema do ciclo hamiltoniano. 


Seção 6.2 


6. 


10. 


O algoritmo de Dijkstra para obter o caminho mínimo em um grafo usa um conjunto IN onde inclui, а 
cada passo, o vértice mais próximo a um vértice de IN. 


Um algoritmo guloso é um algoritmo que divide o problema recursivamente em tantos subproblemas quanto 
possível. 


A árvore geradora mínima de um grafo não é única. 


O uso de uma representação na forma de lista encadeada para os vértices que não pertencem a IN não 
melhora a ordem de grandeza do trabalho do algoritmo de Dijkstra no pior caso. 


A coleção de todas as arestas que não pertencem à árvore geradora mínima de um grafo também forma 
uma árvore geradora, mas que não é mínima. 


Seção 6.3 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


A busca em profundidade visita primeiro os vértices na parte inferior do grafo. 


Em uma busca em largura começando pelo vértice i, todos os vértices adjacentes a i são visitados em se- 
qüéncia. 


Uma análise das buscas em profundidade e em largura mostra que elas são algoritmos da mesma ordem 
de grandeza. 


A busca em preordem é o equivalente em árvores à busca em largura, usando a raiz como vértice inicial. 


A busca em posordem de uma árvore de expressão resulta em uma expressão escrita na notação polonesa 
reversa. 
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Seção 6.4 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Se o vértice n é uma articulação em um grafo conexo, então qualquer caminho entre dois vértices no grafo 
precisa passar por n. 


Um grafo biconexo é um grafo simples e conexo sem articulações. 


Quando um vértice n é alcançado pela primeira vez em uma busca em profundidade, quaisquer outras 
arestas de n aos vértices previamente visitados são arestas de retorno. 


Um vértice n onde toda subárvore de n na busca em profundidade tem uma aresta de retorno para um 
predecessor de n não é uma articulação. 


A raiz de uma busca em profundidade é sempre uma articulação no grafo porque o NúmeroDeRetorno de 
qualquer vértice será maior ou igual ao seu NúmeroDeArvore. 


No Computador 


Nos Exercícios 1 a 3, escreva um programa de computador que produza a saída desejada para a entrada dada. 


1. 


3. 


Entrada: Matriz de adjacências de um grafo 
Saída: Mensagem indicando se o grafo possui ou não um caminho euleriano 


Entrada: Matriz de adjacências de um grafo simples e ponderado ou grafo direcionado e dois vértices no 
grafo 

Saída: Distância do caminho mínimo entre dois vértices ou uma mensagem de que não existe tal cami- 
nho; os vértices no caminho mínimo, se ele existir 

(Dica: Você precisará de um modo para denotar quais vértices pertencem a IN.) 


Entrada: Matriz de adjacências de um grafo simples, ponderado e conexo 
Saída: Arestas (na forma de pares ordenados) da árvore geradora mínima 


Nos Exercícios 4 a 6, primeiro escreva uma rotina em que entre as informações referentes a um grafo do usu- 
ário e então monte sua representação na forma de uma lista de adjacências; incorpore este procedimento nos 
programas pedidos. 


4. 


5. 


Entrada: Informação sobre um grafo (veja instruções acima) e um vértice no grafo 
Saída: Vértices em uma busca em profundidade no grafo, começando no vértice dado 


Entrada: Informação sobre um grafo (veja instruções acima) e um vértice do grafo 
Saída: Vértices em uma busca em largura no grafo, começando no vértice dado 


Entrada: Informação sobre um grafo (veja instruções acima) 
Saída: Articulações do grafo 


Escreva um programa que permita ao usuário entrar uma lista de inteiros, e então construa uma árvore 
binária de busca (veja Seção 5.4) com esses inteiros como vértices. O usuário pode então entrar o tipo de 
busca desejada (inordem, preordem ou posordem) e o programa escreve os vértices da árvore na ordem da 
busca selecionada. 


Álgebra 
Booleana e 
Lógica de 
Computadores 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, você estará apto a: 

Determinar se uma dada estrutura é ou não uma álgebra 
booleana 

Demonstrar propriedades referentes às álgebras booleanas 


Entender o que significa um isomorfismo preservar os efeitos de 
uma operação binária ou outras propriedades 


Desenhar uma rede lógica que represente uma expressão 
booleana 


Escrever uma expressão booleana que represente uma rede lógica 


Escrever uma função-verdade referente a uma expressão 
booleana ou rede lógica 


Escrever uma expressão booleana na forma canônica de soma 
de produtos para uma dada função-verdade 


Usar portas NE e NOU no lugar das portas E, OU e NÃO para 
construir redes lógicas 


Escrever uma função-verdade dada uma descrição de um 
dispositivo de controle lógico 


Simplificar expressões booleanas e redes lógicas através do mapa 
de Karnaugh 


Simplificar expressões booleanas e redes lógicas através do 
método de Quine-McCluskey 


Algumas vezes os mesmos procedimentos e propriedades 
matemáticos podem ser aplicados a diferentes contextos. Uma estrutu- 
ra matemática é um modelo formal que serve para caracterizar e 
explicar estas semelhanças, como na Física, em que a lei da gravidade 
é um modelo formal de por que as maçãs caem, os oceanos têm ondas 
e os planetas giram em torno do sol. 

Na Seção 7.1 definimos a álgebra booleana como um modelo 
matemático tanto da lógica proposicional quanto da teoria dos 
conjuntos. A definição requer que todas álgebras booleanas tenham 
certas propriedades, das quais diversas outras podem ser derivadas. 
Esta seção discute ainda o que significa para duas ocorrências de 
álgebra booleana serem isomórficas. 

A Seção 7.2 estabelece uma relação entre a estrutura da álgebra 
booleana e os esquemas dos circuitos eletrônicos dos computadores, 
calculadoras, dispositivos de controle industrial, sistemas de telefonia e 
outros. Na verdade, veremos que funções-verdade, expressões formadas 
de variáveis e operações da álgebra booleana, e esses esquemas de 
circuitos estão intimamente relacionados, Como um resultado, podemos 
efetivamente passar de uma formulação para outra preservando as 
características com respeito aos valores-verdade. Veremos ainda que 
podemos simplificar os esquemas de circuitos, usando as propriedades 
das álgebras booleanas. Na Seção 7.3, veremos dois outros procedi- 
mentos para simplificar esquemas de circuitos. 


Seção 7.1 A Estrutura da Álgebra Booleana 


EXEMPLO 1 


Vamos revisitar as wffs da lógica proposicional e associar a elas um certo tipo de função. Suponha que uma wff 
proposicional P tenha n símbolos proposicionais. Então cada linha de sua tabela-verdade associa um valor V 
ou F a uma n-upla de valores V-F. Toda a tabela-verdade define uma função f tal que f: (V, F}" — (V, F} (veja 
o Exemplo 30 do Cap. 4). A função associada a uma tautologia é uma aplicação (V. F} — {У }, enquanto a 
função associada a uma contradição é uma aplicação (V, F y" — {F}. Mesmo um único símbolo proposicional 
A pode ser considerado a definição de uma função com n argumentos, se escrevermos a tabela-verdade com n 
símbolos proposicionais e depois ignorarmos os valores-verdade de todos os demais símbolos proposicionais, 
exceto os valores de А. 


O símbolo proposicional A define uma função f: (V, F}? R (V, F} através da seguinte tabela-verdade: 


nn<< |» 
n<nn<Iio 
nn<<|> 


Neste caso usamos dois símbolos proposicionais na tabela-verdade, mas o valor-verdade resultante é apenas o 
valor de A. Portanto, AV, V) = Vef(V,F) = V. . 


Façamos, para qualquer wff proposicional Р com n símbolos proposicionais, o símbolo Р denotar não 
apenas a wff, mas também a função correspondente definida pela tabela-verdade. Se P e О são м equivalentes, 
então elas têm a mesma tabela-verdade e, portanto, definem a mesma função. Então podemos escrever Р = О 
ao invés de P & Q. Isto apenas confirma que uma dada função tem vários nomes, ainda que uma determinada 
wff defina uma única função. 
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Isto posto, a pequena lista de equivalências da Seção 1.1 pode ser escrita como mostrado a seguir, onde 
ve л denotam a disjunção e a conjunção, respectivamente, A' denota a negação da sentença A, 0 indica qualquer 
contradição e 1 indica qualquer tautologia: 


la AvB=BvA lb. АлВ = ВлА (propriedades comutativas) 
2а. (Ау В) С = 2b. (Ал В) АС = (propriedades associativas) 
Ау (ВУ C) А л (Вл С) 
Ja Ау(ВлС)= ЗЬ. Ал (ВУС) = (propriedades distributivas) 
(Av B) л (А v C) (A^ В) У (А л С) 
4a. Ау0 = A 4b. Ал1 = А (propriedades de identidade) 
Sa, AVA'=1 5b. AAA'=0 (propriedades complementativas) 


Trocando um pouco as bolas, na Segáo 3.1 vimos identidades de conjuntos entre os subconjuntos de um 
conjunto S. Encontramos a seguinte lista de identidades, onde Ve N denotam a união е a interseção de conjuntos, 
respectivamente, А’ é o complemento de um conjunto A e @ё o conjunto vazio. 


la AUB=BUA lb. AnB=BnaA (propriedades comutativas) 

2а. (AUBJUC= 2b (ANB)nC= (propriedades associativas) 
AU(BwvC) A r (B с\ С) 

За. AU (BrC) = ЗЬ. AN(BUC)= (propriedades distributivas) 
(AU B) (AU С) (AB) О (A^ €) 

4a. AUC =A 4b. A5 = А (propriedades de identidade) 

5а. AUVA'=8S 5b. ANA = 8 (propriedades complementativas) 


Estas duas listas de propriedades são semelhantes. A disjunção de sentenças e a união de conjuntos 
parecem seguir as mesmas regras em seus respectivos contextos. Da mesma forma, a conjunção de sentenças 
e a interseção de conjuntos. Uma contradição parece corresponder a um conjunto vazio, e uma tautologia a S. 
O que devemos fazer com esta semelhança? 


Modelos ou Abstrações 


Encontramos dois exemplos diferentes — a lógica proposicional e a teoria dos conjuntos — que gozam de 
algumas propriedades em comum. Uma das características do pensamento científico é procurar padrões ou 
semelhanças entre fenômenos observados. Será que essas manifestações semelhantes são manifestações de 
algum princípio básico mais geral? Será que este princípio propriamente dito pode ser identificado e estudado? 
Poderíamos usar procedimentos semelhantes em várias ocorrências deste mesmo princípio? 

Os princípios matemáticos são modelos ou abstrações que visam capturar propriedades que podem ser 
comuns em diferentes ocorrências ou formas. Estes princípios são normalmente expressos como estruturas 
matemáticas — conjuntos abstratos de objetos, juntamente com operações ou relações entre esses objetos que 
obedecem certas regras. (Isto pode dar uma dica do porquê do título deste livro.) 

Podemos comparar uma estrutura matemática a um esqueleto humano. Podemos pensar no esqueleto 
como a estrutura básica do corpo humano. As pessoas podem ser magras ou gordas, altas ou baixas, pretas ou 
brancas etc, mas seus esqueletos sempre se parecem. A despeito das aparências externas serem diferentes, a 
estrutura interna, a forma e a disposição dos ossos são as mesmas. Analogamente, as estruturas matemáticas 
representam as semelhanças básicas entre situações que pareçam diferentes. 

Parece razoável abstrair as propriedades comuns entre as wffs proposicionais e a teoria de conjuntos 
encontradas acima. Portanto definiremos em breve uma estrutura matemática, chamada álgebra booleana que 
incorpora essas propriedades. Antes, no entanto, observamos que a modelagem ou a abstração não constituem 
uma idéia totalmente nova para nós: 


1. Usamos a lógica de predicados para modelar e definir formalmente uma interpretação como um caso 
específico da lógica de predicados. 

2. Definimos as idéias abstratas de ordenação parcial e relação de equivalência, e consideramos alguns 
casos específicos que puderam ser modelados como conjuntos parcialmente ordenados nos quais é 
definida uma relação de equivalência. 

3. Vimos que a estrutura de grafo pode modelar um grande número de casos. 


A álgebra booleana é apenas um outro modelo ou abstração para o qual já temos dois exemplos. O conceito 
de álgebra booleana foi inicialmente formulado pelo matemático inglês George Boole, por volta de 1850, a fim 
de modelar a lógica proposicional. 
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EXEMPLO 2 


A Estrutura da Álgebra Booleana 


Suponha agora que tentamos caracterizar formalmente as semelhanças entre a lógica proposicional e a teoria 
de conjuntos. Em ambos os casos, estamos nos referindo a elementos de um conjunto: um conjunto de wffs ou 
um conjunto de subconjuntos de um conjunto S. Em ambos os casos, temos duas operações binárias e uma 
operação unária nos elementos do conjunto: disjunção/conjunção/negação ou união/interseção/complemento. 
Em ambos os casos, existem dois elementos notáveis: 0/1 ou 'Ø/S. E, finalmente, existem 10 propriedades que 
se aplicam em cada caso. Sempre que se apresentam todos esses aspectos, dizemos que temos uma álgebra 
booleana. 


Definição 

Uma álgebra booleana é um conjunto B no qual são definidas duas operações binárias + e . e uma operação 
unária' e no qual há dois elementos distintos O e 1 tais que valem as seguintes propriedades para todos x, y, 
ze B: 


lax+y=y+x По 26 Уух (propriedades comutativas) 

2a. (x -* y) + = = 210, (oes Wo a = (propriedades associativas) 
x+(y + 2) х. (у. 2) 

За. х + (у. 2) = ЗЫ. х. (у + 2) = (propriedades distributivas) 
(x*y).(x*z (x . y)+(x.2) 

4a. x 0 = х 4. х. 1 =x (propriedades de identidade) 

5а. x + x'— 1 5b.x.x'z0 (propriedades complementativas) 


O que, então, é a estrutura da álgebra booleana? É uma formalização que abstrai, ou modela, os dois casos 
que estávamos considerando (e talvez outros casos mais). Existe uma sutil diferença filosófica entre a 
formalização propriamente dita, a idéia da estrutura da álgebra booleana e qualquer ocorrência desta 
formalização, como nos nossos dois exemplos. Não obstante, podemos normalmente usar o termo álgebra 
booleana para descrever tanto as idéias quanto suas ocorrências. Este uso não costuma causar confusão. 
Normalmente, mentalizamos uma idéia ("cadeira", por exemplo) e quando encontramos um exemplo concreto 
da idéia, nós o chamamos pelo nome da idéia (este objeto é uma "cadeira"). 

A formalização nos ajuda na concentração de aspectos importantes comuns a todos os exemplos de 
álgebras booleanas, e podemos usar tais aspectos — estes fatos da definição de uma álgebra booleana — para 
provar fatos referentes a álgebras booleanas. Esses novos fatos, uma vez demonstrados genericamente, valem 
para qualquer caso em particular de uma álgebra booleana. Para usar nossa analogia, se determinarmos que, em 
um esqueleto humano típico, o fêmur está ligado ao osso do joelho, então não precisaremos verificar este fato 
para cada pessoa em particular. 

Denotamos uma álgebra booleana por [B, +, ., ',O, 1]. 


Seja В = (0, 1) (o conjunto dos inteiros O e 1) e defina as operações binárias + e . em B porx + y 2 máx(x, у), 
Xx. y = mín(x, y). Então, podemos ilustrar as operações de + e + pelas tabelas abaixo. 


mol+ 
© 
ma 
© 
© 
© 


Uma operação unária, pode ser definida através de uma tabela, como mostrado а seguir, ao invés de uma 
expressão verbal. 


0 1 
1 0 
Portanto, 0' = 1 e 1' = 0. Então [B, +, .,', 0, 1 ] é uma álgebra booleana. Podemos verificar as 10 propriedades 
testando todos os casos possíveis. Por isso, para a propriedade 2b, a associatividade de ., mostramos que 


(0.0).0=0.(0.0)=0 
(0.00.120.(0.D20 


PRÁTICA 1 


EXEMPLO 3 


EXEMPLO 4 


PRÁTICA 2 


PRÁTICA 3 
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(0.1).0=0.(1 0) =0 
(0. D. 1=0.(1.D=0 
(1.0).02 1.(0.0) 20 
(1.0).1=1.(0.D=0 
(1.1).0=1. (1.0) 20 
(1.1.121.0.121 


Para a propriedade 4a, mostramos que 


0+0=0 
1+0=1 . 


Verifique a propriedade 4b para a álgebra booleana do Exemplo 2. . 


Propriedades 
Existem diversas outras propriedades que valem para qualquer álgebra booleana. Podemos demonstrar essas 
propriedades adicionais, usando as propriedades da definicáo. 


A propriedade idempotente, x + x = x, vale em qualquer álgebra booleana porque 


x+x=1(x+x). 1 (4b) 
= (х + x)(x +x) (5а) 
= х + (х.х) (За) 
=х+ 0 (5b) 
Sy (4a) . 


Apesar da aritmética de inteiros gozar de diversas propriedades de uma álgebra booleana, a propriedade 
idempotente deve convencer o leitor de que a aritmética náo é uma álgebra booleana. 

Cada propriedade da definigáo de uma álgebra booleana tem seu dual como parte da definigáo, onde o 
dual é obtido trocando + por +, e 1 por 0. Portanto, sempre que uma nova propriedade Р referente ás álgebras 
booleanas é demonstrada, cada passo em sua demonstragáo pode ser substituído por seu dual. O resultado é uma 
demonstragáo do dual de P. Portanto, uma vez que tenhamos demonstrado P, sabemos que seu dual também 
é verdadeiro. 


O dual da propriedade do Exemplo 3, x * x = x é verdadeiro para qualquer álgebra booleana. ° 


a. Qual o significado da propriedade idempotente do Exemplo 3 no contexto da lógica proposicional? 
b. E no contexto da teoria dos conjuntos? . 


Uma vez que tenhamos demonstrado uma propriedade referente à álgebra booleana, podemos usá-la para 
demonstrar novas propriedades. 


a. Demonstre que a propriedade x + 1 = 1 vale para qualquer álgebra booleana. Fornega uma justificativa para 
cada passo de sua demonstração. 
b. Qual a propriedade dual? 
Mais propriedades de álgebras booleanas são mostradas no Exercício 4, ao final desta seção. 
Para um elemento x de uma álgebra booleana, o elemento x' é chamado de complemento de x. O 
complemento de x satisfaz 


x+x=1lex.x=0 


Na verdade, x' é o único elemento que satisfaz essas duas propriedades. Para demonstrarmos isto, suponha que 
x; é um elemento de B com 


x+x=1lex.x=0 


Entáo 
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x =x] (4b) 
2x0 a) (х + х’ = 1) 
= (хх) + Qux) (3b) 
= (xx) + (0 x) (1b) 
=0+(W x) (x. ху = 0) 
= (xx) tQ x) (5b) 
= (х.х) +Q) (1b) 
=x (xc x) (3b) 
=x] (х + х= 1) 
=x (4b) 


Portanto, x; = x' ex' é único. (A unicidade no contexto da lógica proposicional significa que a tabela-verdade 
é única, mas pode ter diversas wffs associadas a uma tabela-verdade em particular.) 
O teorema a seguir resume nossas observações. 


Teorema da Unicidade de Complementos 
Para qualquer x na álgebra booleana, se existir um elemento x, tal que 


x+x¡=1 e x.x/=0 
então x, = х. 


PRÁTICA 4 


Demonstre que 0' = 1 e 1º =0.(Dica: 1' =0ё o dual de 0' = 1. Para mostrar 0' = 1, use o teorema da unicidade 
de complementos.) . 


Existem diversas maneiras de se definir uma álgebra booleana. Na verdade, em nossa definição de álgebra 
booleana, poderíamos ter omitido as propriedades associativas, uma vez que elas podem ser entendidas como 
conseqüéncias das demais propriedades da definição. 


Álgebras Booleanas Isomorfas 


O Que é Isomorfismo? 


Duas ocorrências de uma estrutura são isomorfas se existir uma bijeção (chamada isomorfismo) que leva os 
elementos de uma ocorréncia sobre os elementos da outra ocorréncia, de forma que as propriedades relevantes 
são preservadas. (Já vimos o isomorfismo de gratos na Seção 5.1.) Se duas ocorrências de uma estrutura são 
isomorfas, cada uma é a imagem semelhante à da outra, com um novo rotulamento de seus elementos. 
Podemos, portanto, usar a idéia de isomorfismo para classificar exemplos de estruturas, associando as que são 
isomorfas. 


EXEMPLO 5 Considere os seguintes conjuntos parcialmente ordenados 
S, = (1.2, 3, 5, 6, 10, 15,30); x py O x divide y 
5. = 911.23]; Ao BO AC B 


O grafo de cada conjunto parcialmente ordenado pode ser visto na Fig. 7.1. Esses dois grafos são, notoriamente, 
imagens semelhantes um do outro; apenas em olhar os grafos, um novo rotulamento dos vértices, como 
mostrado na Fig. 7.2, sugere a associação. 

As propriedades relevantes de um conjunto parcialmente ordenado são quais elementos se relacionam, 
e o grafo exibe esta informação. Por exemplo, a Fig. 7.1a mostra que 1, devido à sua posição na parte inferior 
do grafo, relaciona-se com todos os elementos em $. Esta propriedade é preservada pelo novo rotulamento da 
Fig. 7.2? Sim, porque @ é a imagem de 1 pelo novo rotulamento e (Z relaciona-se com todos os elementos de 
S2. Analogamente, todas as demais propriedades "relaciona-se com" são preservadas pelo novo rotulamento. 

De maneira mais formal, o novo rotulamento é realizado pela bijecáo / mostrada a seguir, que leva 
elementos do conjunto de vértices da Fig. 7.1a sobre os vértices da Fig. 7.1b. 


f © = f2)=11) 
F(6)=11,2) f(10) (1,3 


f(3)-(2] 
f(15)2(2,3) 


F(5)=13) 
[3005 (1,23) 


Seção 7.1 A Estrutura da Álgebra Booleana 321 


Figura 7.2 


A bijeção f é um isomorfismo do conjunto parcialmente ordenado ($,, p) no conjunto parcialmente ordenado 
(S,, а). Como este isomorfismo existe, os conjuntos parcialmente ordenados (5,, p) e (S+, ©) são isomorfos. (A 
fungüof! é um isomorfismo de (S., a) em (S,, р)). . 


No Exemplo 5 foi relativamente fácil encontrar um isomorfismo devido а representacáo gráfica que 
capturava as propriedades relevantes (quais elementos se relacionam). Suponha que ao invés de um conjunto 
parcialmente ordenado, temos uma estrutura (como uma álgebra booleana) onde operações binárias e unárias 
são definidas em um conjunto. Então as propriedades importantes referem-se a como essas operações atuam. 
Duas ocorrências dessa estrutura que sejam isomorfas precisam ser semelhantes entre si no sentido de que "a 
operação seguida da aplicação” seja igual à "aplicação seguida da operação”. Neste caso, a aplicação a que nos 
referimos é a função que visa estabelecer o isomorfismo. 

A Fig. 7.3 ilustra essa idéia geral para uma operação binária. Na Fig. 7.3a, a operação binária é realizada 
em a eb, resultando em c, em seguida c é levada em d. Na Fig. 7.3b, a e b são levados em e e f, nos quais a operação 
binária é realizada, resultando no mesmo elemento d de antes. Lembre-se de que 


operação seguida da aplicação = aplicação seguida da operação 
Outra interpretação desta pequena equação pode ser vista no diagrama comutativo da Fig. 7.4. 


Isomorfismo Aplicado à Álgebra Booleana 


Agora vamos determinar especificamente o que ocorre quando duas ocorrências de álgebras booleanas são 
isomorfas. Suponha que temos duas álgebras booleanas, [B, +,. ',0, I]e [b, &, *, Ø, , 1]. Esta notação significa 
que, por exemplo, se x está em B, x é o resultado da aplicação, em x, da operação unária definida em B, e se 
z é um elemento de b, z” é o resultado da aplicação, em z, da operação unária definida em b. Como devemos 
definir o isomorfismo entre essas duas álgebras booleanas? Primeiro, precisamos de uma bijeção f de B sobre 
b. Depois disso, fprecisa preservar, em D, os efeitos das operações em В. Existem três dessas operações, de forma 
que usaremos três equações para expressar essa preservação. Para preservar a operação +, desejamos ser 
capazes de operar sobre dois elementos de B e então realizar a aplicação sobre o resultado, a fim de levá-lo a 
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Aplicação 


(a) 


Aplicação 


Aplicação 


(b) 
Figura 7.3 


b, ou realizar a aplicação em ambos os elementos e então realizar a operação em b. (Veja o diagrama comutativo 
da Fig. 7.4.) Portanto, para x e y em B, exigimos 


fx + yaf) 


a. Escreva a equação necessária para que f preserve o efeito da operação binaria .. 
b. Escreva a equação necessária para que/preserve o efeito da operação unária '. . 


PRÁTICA 5 


Aqui temos a definição de um isomorfismo de álgebras booleanas. 


Definição: Isomorfismo de Álgebras Booleanas 
Sejam [B, +,., ',0,1] e [b, &, *, ", 0,1] álgebras booleanas. Uma fungáo/: В — b é um isomorfismo de [8, 


+, .,', 0, I] em [b, &, *, ", se 
1. fé uma bijeção 
2 f(x + y)- fox) &f(y) 


3. f(x . y) = fix) * Ду) 
4x) = Go)” 


Орегасао 
Р регас̧ 


Aplicação Aplicação 


e, f Operação 
Figura 7.4 
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PRATICA 6 Ilustre as propriedades 2, 3 e 4 da definição através de diagramas comutativos. . 


Já sabemos (foi uma de nossas inspirações iniciais) que para qualquer conjunto,S, 2(S) sob as operações 
de união, interseção e complemento constitui uma álgebra booleana. Se tomarmos S = (1,2), então os 
elementos de P(S) são Ø, (1), (2), (1, 2}. As operações são dadas pelas seguintes tabelas: 


Uma álgebra booleana pode ser definida no conjunto B = f0, Va, a'] onde as tabelas que definem as operações 


+, * е ' se parecem com as tabelas a seguir (veja o Exercício 1): 


+ 0 1 a a' 0 1 a a' : 

0 0 1 а а' 0 0 0 0 0 0 1 
1 1 1 1 1 1 0 1 а а' 1 0 
а а 1 а 1 а 0 а а 0 а а' 
а' а' 1 1 а' а' 0 а' 0 а' а' а 


Afirmamos que a aplicação f: B ($) dada por 


fo) =@ 
f(1) =(1,2) 
fa) = (1) 
fa) =[2) 


é um isomorfismo. Ela certamente é uma bijeção.x Baed?, podemos verificar cada uma das equações a seguir 


Ах + у) = х) uf 
Дх. у) = Дх) с\ Ду) 
Ах) = (Дх))' 


examinando todos os casos possíveis. Portanto, por exemplo, 
fa: D=fa)= {1} = {1с {1,2} = Да) AR) 


PRÁTICA 7 Verifique as seguintes equações: 


a. ХО + a) = КО) о Ќа) 

b. Ќа + a^) = fta) о fa!) 

c. Хаа) = Ка) n fta") 

d. f(1) = (ADS . 


Os demais casos também se verificam. Mesmo sem testar todos os casos, está bem claro que/funciona 
porque ela apenas estabelece novos rótulos para os elementos da tabela de B, de modo que eles remontem a 
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tabela de JS). Em geral, no entanto, pode não ser simples determinar quando uma dada f é um isomorfismo 
entre duas ocorrências de uma estrutura. É igualmente difícil determinar se duas ocorrências de uma estrutura 
são isomorfas; precisamos imaginar uma função que realize este isomorfismo ou mostrar que não existe tal 
função. Um caso em que tal função não existe é quando os conjuntos envolvidos não são do mesmo tamanho; 
não podemos ter uma álgebra booleana de quatro elementos isomorfa a uma álgebra booleana de oito 
elementos. 

Apenas mostramos que uma álgebra booleana de quatro elementos em particular é isomorfa a 9X ( 1, 2]). 
Isso sugere que qualquer álgebra booleana finita é isomorfa à álgebra booleana de um conjunto de partes. Apesar 
de enunciarmos isto como um teorema, não o demonstraremos. 


Teorema de Álgebras Booleanas Finitas | 
Seja B qualquer álgebra booleana com n elementos. Então п = 2” para algum m e B é isomorfa a Q((1,2, 


asso 


O teorema acima nos dá duas informações. O número de elementos em uma álgebra booleana precisa ser uma 
potência de 2. Além disso, vemos que as álgebras booleanas que são conjuntos de partes são — em nossa maneira 
de pensar, que agrupa os isomorfismos —, na verdade, os únicos tipos de álgebras booleanas que existem. De certa 
maneira, andamos em círculo. Definimos uma álgebra booleana para representar diversos tipos de situações; agora 
vemos que (para o caso finito) as situações, exceto pelos rótulos atribuídos aos objetos, são sempre as mesmas! 


Revisão da Seção 7.1 
Técnicas 
* Determinar se algo é uma álgebra booleana 
e Demonstrar as propriedades sobre as álgebras booleanas 
* Escrever as equações que indicam que uma função/preserva operação de ocorrência de uma estrutura 
para outra e verificar ou comprovar como falsa tal equação 


Idéias Principais 


As estruturas matemáticas servem como modelos ou abstrações de propriedades comuns encontradas em 
diversas situações. 


Todas as álgebras booleanas finitas são isomorfas a álgebras booleanas que sejam conjuntos de partes. 


Se houver um isomorfismo (uma bijeção que preserve as propriedades) de A para B, onde A e B são ocorrências 
de uma estrutura, então, exceto pelos rótulos, А e В são iguais. 


Exercícios 7.1 


*1. SejaB = (0, 1, a, a'] e sejam + e * operações binárias em В. A operação unária ' é definida pela tabela 


aa но 


1 
0 
а' 
а 


Suponha que sabemos que /B, +,.,', 0, 1] é uma álgebra booleana. Usando as propriedades que precisam 
valer em todas as álgebras booleanas, preencha as tabelas a seguir, a fim de definir as operações binárias 
+e.: 


пано + 
Sonho 
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2. Defina duas operações binárias + e * no conjunto 2 de inteiros como x + y = máx(x, y) ex. у = mín(x, 
у). 
a. Mostre que as propriedades comutativa, associativa е distributiva de uma álgebra booleana valem para 
essas duas operações em Z. 
b. Mostre que independentemente de qual elemento de Z seja escolhido para ser o 0, a propriedade x + 
O = x de uma álgebra booleana não vale. 


3. Seja S o conjunto (0, 1). Então Sé o conjunto de todos os pares ordenados de Os e 15; 5° = {(0, 0), (0, 
1), (1, 0), (1, 1)). Considere o conjunto B de todas as funções de S? em S. Por exemplo, uma função fx, 
y) é dada por 


F0,0)=0 
F0,1)= 1 
f(1,0)21 
fd, 1D)=1 


a. Quantos elementos B possui? 
b. Para f, e > elementos de B e (x, y) e S^, defina 
(fi + fax, y) = mafix, y) fox, y) 
(fi E fox, у) = min(fi(x, у), Р(х, y)) 


: _ fl se file y)=0 
fioe у) = là se fix, y) = 1 


Suponha 


fı(0,0)=1 f2(0,0)= 
f0, D=0 f0, р = 
fıQ,0)=1 1,0) = 
fiQ,0) =0 f2(1,0) = 


Quais são as funções fj, +f . fı . fh e fa? 


c. Demonstre que [B, +,., ',0, 1] é uma álgebra booleana onde as funções O e 1 são definidas por 
0(0,0) = O 1(0,0) = 1 
00, 0 = 0 10, D=1 
0(1,0) = 0 1(1,0) = 1 
01, D) = 0 КІ, 1)=1 


4. Demonstre as seguintes propriedades das álgebras booleanas. Justifique cada passo das demonstrações. 


жа. (x) = х 
жь. х + (ху) = х, хс(х+ у) = х (propriedades de absorção) 
с. (х+уу=х-су, (хуу =x +y (еіѕ de De Morgan) 
dx [у +(x: 2] = (ху) + (х 2) 
х + [у(х + 2] = (x + y) (x + 2) 
е. (х+ y) (х + у) = у 
(ху) + (ху) = y 
f. (х+ у) + (ух) = х + у 
(ху) (у + х) = ху 
х+у=х+ (ху +х y) 
[œ y) z] - 2) = ус 
x +(x: y +y) = (х + у) (у +1) 
(х + y) z= (0 + 2): +] 


| (propriedades modulares) 


q e 


5. Uma nova operação binária © em uma álgebra booleana é definida por 


xDy=xy + ух 
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Demonstre que 


жа. хФу= y Ox 


x9. 


10. 


11. 


x12 


13. 


Ь. хФх= 0 
с. ОЮ х= х 
а. 1 Фх= х 


Demonstre as seguintes afirmações referentes а álgebras booleanas: 

a. Sex + у = 0, entãox = Оеу= 0 

b. х = y se, e somente se, x.y" + y. x' = 0. 

а. Encontre um exemplo de uma álgebra booleana com elementos x,y e z para a qual x + y = х + z mas 
y # z. (Esta é uma evidência de que a aritmética comum de inteiros não é uma álgebra booleana.) 

b. Demonstre que em qualquer álgebra booleana, sex + y =x + сех +y = х' + z então y = z. 


Demonstre que o elemento O em qualquer álgebra booleana é único; demonstre que o elemento 1 em 
qualquer álgebra booleana é único. 


Sejam (S, <)e (S”, <") dois conjuntos parcialmente ordenados. (5, <) é isomorfo a (S”, x ') se houver uma 

bijecào f. S= S' tal que para x, y em S, x < y A fx) «' Ду)е Дх) <' f) x «€ y. 

a. Mostre que existem exatamente dois conjuntos parcialmente ordenados com dois elementos que nào 
são isomorfos. 

b. Mostre que existem exatamente cinco conjuntos parcialmente ordenados com três elementos que não 
sáo isomorfos. 

c. Quantos conjuntos parcialmente ordenados com quatro elementos não isomorfos existem? 


Encontre um exemplo de dois conjuntos parcialmente ordenados (5, <) e (S^, <) e uma bijeção f: S — 
S’ onde, para x, y em S, x <’ y — f(x) «' Ду), mas Дх) «' Ду) лэ x < y. 


Seja 5 = (0, 1) e seja uma operação binaria . definida em S por 


0 1 
0 1 0 
1 0 1 


+ 5 7 
5 7 5 
7 5 7 


Considere [S,.] e [7, +] como estruturas matemáticas. 
a. Se uma função/é um isomorfismo de /S,.] em [T, +], quais duas propriedades/precisa satisfazer”? 
b. Defina uma função/e demonstre que ela é um isomorfismo de /S, .] em [T, +]. 


Seja R o conjunto dos números reais e R* o conjunto dos números reais positivos. A adição é uma operação 
binária em R, e a multiplicação é uma operação binária em R*. Considere [R, +] e [R*,-] como estruturas 
matemáticas. 

a. Demonstre que a função f definida por f(x) = 2º é uma bijeção de R em R*. 

b. Escreva a equação que um isomorfismo de [R, +] em [R*,-] precisa satisfazer. 

c. Demonstre que a função f do item (a) é um isomorfismo de [R, +] em [R*,-]. 

d. Qual a função inversa f^? 

e. Demonstre que f”! é um isomorfismo de [R*,+] em [R, +]. 


Nesta seção definimos um isomorfismo da álgebra booleana de conjunto В = (0, 1, a, a' } na álgebra 
booleana de conjunto ((1,2)). Como as duas álgebras são essencialmente as mesmas, uma operação em 
uma pode ser simulada por aplicação, seguida da operação na outra, e então realizando uma aplicação de 
volta. 

a. Use a álgebra booleana em 2((1, 2)) para simular o cálculo de 1 . a' na álgebra booleana em B. 

b. Use a álgebra booleana em Z((1, 2]) para simular o cálculo de (a)' na álgebra booleana em B. 


14. 


*15. 


16. 
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c. Use a álgebra booleana em B para simular o cálculo de (1) U {2} na álgebra booleana em A( 1, 2)). 
d. Use a álgebra booleana em B para simular o cálculo de (1) A (1,2) na álgebra booleana em ((1,2)). 


Considere o conjunto В de todas as funções de (0, 1 } em (0, 1). Podemos definir as operações +, * e ' 
em B da seguinte maneira: 


(A + 7), у) = max(fiG у), Р(х, y) 
(^ fa), y) = min(fiGo y), Ах, y) 


; _ Jl se fio y) = 0 
Six y) E t se fix, y) А 1 


Então [B, +,.,', 0,1 ] é uma álgebra booleana de 16 elementos (veja o Exercício 3). A tabela a seguir atribui 
nomes a essas 16 funções. 


EA ЗИ ЧО ӨШ A a Е ЕГ 
(0,0) | O 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
(0, 1) 0 1.0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 
(1, 0) 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 
О dec фей» A 3o 39h обр ol 


De acordo com o teorema de álgebras booleanas finitas, esta álgebra booleana é isomorfa a [2((1, 2, 3, 
41, 0.0, O, (1, 2, 3, 4]]. Complete a definição a seguir de um isomorfismo de B em 21 1, 2, 3, 4}): 


05 0 

1 {1,2,3,4} 
f {1} 

fo 12] 
fu {3} 

fu (4) 


Suponha que [B, +,*,*,0, 1]e [b, &, *,",0, 4] são álgebras booleanas isomorfas e que f é um isomorfismo 
de B em b. 

a. Demonstre que f(0) = Ø. 

b. Demonstre que f(1) = 4. 


Uma álgebra booleana também pode ser definida como um conjunto parcialmente ordenado com algumas 
propriedades adicionais. Seja (B, <) um conjunto parcialmente ordenado. Para quaisquer x, y є B, 
definimos menor limite superior de x e y como um elemento z tal que x X z, y x те se houver qualquer 
elemento z* com x < z* e y x z*, então z < z*. O maior limite inferior de x e y é um elemento w tal que 
w X x, w < ye se houver um elemento w* tal que w* < x e w* < y, então w* < w. Um reticulado é um 
conjunto parcialmente ordenado em que cada dois elementos x e y têm pelo menos um menor limite 
superior, denotado por x + y, e um maior limite inferior, denotado por x * y. 
a. Demonstre que em qualquer reticulado: 
(1) x.y = x se, e somente se, x < y 
(11) x + y = y se, e somente se, x < y 
b. Demonstre que em qualquer reticulado: 
Dx+y=y+x 
(i) x-y = yx 
(ш) (x+y)+2=x+ (y+2) 
Gv) (x.y).z = x.().z) 
c. Um reticulado L é complementado se houver um menor elemento O e um maior elemento 1, e para 
cada x e L existeLtal que x + x' = 1 e x.x' Z0. Demonstre que, em um reticulado complementado 
L, 


x+0=xe xl =x 


para todos os x € L. 
d. Um reticulado L é distributivo se 
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X + (y.z) = (x +y).(x + z) 


xX (у+@) = (457) +(x.) 


para todos x,y е z € L. Pelos itens (b) e (c), um reticulado complementado e distributivo é uma álgebra 
booleana. Quais des diagramas de Hasse referentes a conjuntos parcialmente ordenados da figura a seguir 
não representam álgebras booleanas? Por quê? (Dica: Em uma álgebra booleana, o complemento de um 
elemento é único.) 


т 
5 6 : А 
4 2 3 2 4 
N 1 і і 
: (a) : (b) (с) (d) 


Exercício 16 


17. De acordo com o teorema de álgebras booleanas finitas, que não demonstramos, qualquer álgebra 
booleana finita precisa ter 2" elementos para algum m. Demonstre a afirmação mais fraca de que nenhuma 
álgebra booleana pode ter um número ímpar de elementos. (Perceba que na definição de álgebra booleana, 
Oe 1 são elementos distintos de B, de forma que B tem pelo menos dois elementos. Arrume os demais 
elementos de B de forma que cada elemento esteja associado a seu complemento.) 


Redes Lógicas 


Redes Combinatórias 


Elementos de Lógica Básica 


Em 1938, o matemático americano Claude Shannon percebeu as semelhanças entre a lógica proposicional e a 
lógica de circuitos, e imaginou que a álgebra booleana poderia ajudar a sistematizar este então novo domínio 
da eletrônica. 

Imaginemos que as voltagens elétricas transmitidas entre os fios possam assumir dois valores, alto ou 
baixo, que representaremos por 1 e 0, respectivamente. As flutuações de voltagem entre esses dois valores 
serão ignoradas, de forma que forçamos um fenômeno discreto binário a partir de um fenômeno originalmente 
análogo. Supomos ainda que chaves mecânicas podem ser usadas a fim de que o sinal 1 faça com que a chave 
se feche e o sinal O faça com que a chave se abra (veja a Fig. 7.5). Então combinamos duas chaves deste tipo, 
controladas pelas linhas x; e x», em paralelo. Os valores x, = 0 e x, = 0 fazem com que ambas as chaves este- 


xz x=0 h 


Chave fechada Chave aberta 


Figura 7.5 


1 
1 
0 
0 


1 1 

0 1 

1 

0 0 
Tabela 7.1 
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Figura 7.6 


jam abertas e então rompe o circuito, de forma que a voltagem na linha de saída seja O. Entretanto, se uma das 
linhas, ou ambas, tiver um valor 1, uma ou ambas as chaves estarão fechadas, e a linha de saída terá valor 1. A 
Fig. 7.6 apresenta os vários casos. 
A Tabela 7.1 resume o comportamento do circuito. Se substituirmos 1 por V e O por F, o resultado seria 
a tabela-verdade do conectivo lógico de disjunção. A disjunção é um exemplo da operação + da álgebra booleana 
no contexto da lógica proposicional. Portanto, podemos pensar no circuito de forma mais abstrata como um 
dispositivo eletrônico que realiza a operação booleana +. Outros dispositivos realizam as operações booleanas 
. е '. Chaves ligadas em série servem para implementar a operação ., por exemplo, onde ambas as chaves devem 
estar fechadas (х; = 1 ex, = 1) a fim de obter uma saída 1. No entanto, vamos ignorar os detalhes da 
implementação dos dispositivos; é suficiente dizer que a tecnologia avançou de chaves mecânicas em tubos de 
vácuo e dos posteriores transistores para circuitos integrados. Simplesmente, representaremos esses dispositivos 
por seus símbolos-padrão. 
A porta OU, Fig. 7.7a, comporta-se como uma operação booleana +. A porta E, Fig. 7.7b, comporta- 
se como uma operação booleana .. A Fig. 7.7c mostra um inversor (ou porta NAO), que corresponde à operação 
unária '. Devido à propriedade associativa de + e ., as portas OU e E podem ter mais do que duas entradas. 


Xi X + X3 
X 


(8) Porta OU (b) Porta E (c) inversor 
Figura 7.7 


Expressões Booleanas 


Definição: Expressões Booleanas 
Uma expressão booleana com n variáveis, ху, x», ..., x, é uma cadeia finita de símbolos formados pela 
aplicação das seguintes regras: 


1. xj, X2...., Xn São expressões booleanas. 
2. Se Pe О são expressões booleanas, então (Р + О), (Р. O) e (P') também o são. 
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EXEMPLO 6 


EXEMPLO 7 


PRÁTICA 8 


EXEMPLO 8 


EXEMPLO 9 


(A definição de uma expressão booleana é outro exemplo de uma definição recursiva; a regra 1 é o passo básico 
е aregra 2 é o passo indutivo.) Quando não houver a possibilidade de confusões, podemos omitir os parênteses 
indicados na regra 2. Além disso, definimos . como tendo precedência sobre + e' como tendo precedência 
sobre + ou ., de forma que ху + x2 . xs, significa x; + (x2. x3) e ху + x” significa ху + (x); esta convenção nos 
permite remover alguns parénteses. E, por ültimo, podemos, geralmente, omitir o símbolo * e simplesmente 
usar a justaposição dos itens, de forma que ху. x; pode ser escrito como x;x». 


Xy Qr + x) xy Ge + x! xs e GC x) x, são expressões booleanas. А 


Na lógica proposicional, os conectivos lógicos , v, A e' são exemplos de operações da álgebra booleana. 
Usando apenas estes conectivos, a definição recursiva de uma wff proposicional (Exemplo 22 do Cap. 2) é um 
exemplo de definição de expressão booleana. 


Funções-Verdade 


Definição: Função-Verdade 


Uma função-verdade é uma função f tal que f: (0, 1)”-> (0, 1) para algum inteiro n = I. 


A notação (0, 1)” denota o conjunto de todas as n-uplas de Os e 1s. Uma função-verdade associa, por- 
tanto, um valor 0 ou 1 a cada uma dessas n-uplas. 


A tabela-verdade para a operação booleana + descreve uma funcáo-verdade f com n = 2.0 domínio de fé ((1, 1), 
(1, 0), (0, 1), (0,0) e fA, D = L/(1,0) = 1, ДО, 1) = 1 ef(0,0) = 0. Analogamente, a operação booleana • 
descreve uma função-verdade diferente com n = 2 e a operação booleana ' descreve uma função-verdade para 
n=1. ° 


a. Se escrevermos uma função-verdade f: (0, 1)"= (0, 1} de forma tabular (como uma tabela-verdade), 
quantas linhas terá a tabela? 

b. Quantas funções-verdade diferentes existem que levem (0, 1 Y — {0,1}? 

c. Quantas funções-verdade diferentes existem que levem (0, 1)"— (0, 1}? . 


Qualquer expressão booleana define uma única função-verdade, da mesma forma que as expressões 
simples x; + x», xjx2 e x'j. 


A expressão booleana ххэ + x; define a função-verdade dada na Tabela 7.2. е 
XI X2 X3 XjX2 X3 

1 1 1 1 
1 1 0 0 
1 0 1 1 
1 0 0 1 
0 1 1 1 
0 1 0 0 
0 0 1 1 
0 0 0 0 

Tabela 7.2 . 


Redes e Expressões 


Combinando portas E e OU е inversores, podemos construir uma rede lógica que represente determinada 
expressão booleana e que produza a mesma função-verdade que a função. 


A rede lógica da expressão booleana хх” + хз é mostrada na Fig. 7.8. 
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Figura 7.8 E 


PRÁTICA 9 Projete uma rede lógica para as seguintes expressões booleanas: 
а. X, t x 
b. 0 + x) * 


Reciprocamente, se tivermos uma rede lógica, podemos escrever uma expressão booleana com a mesma 
função-verdade. 


EXEMPLO 10 Uma expressão booleana para a rede lógica da Fig. 7.9 é (хх + X3)' Хз 


Figura 7.9 
PRÁTICA 10 a. Escreva uma expressão booleana para a rede lógica da Fig. 7.10. г 


Xi 


х2 


*3 


Figura 7.10 


b. Escreva a função-verdade (em forma de tabela) para a rede (e a expressão) do item (a). . 


Redes lógicas construídas com portas E, portas OU e inversores sáo também chamadas redes 
combinatórias. Elas tém diversos aspectos que devemos perceber. Primeiro, as linhas de entrada ou de saída 
náo se cruzam, exceto ao passarem pelas portas. No entanto, as linhas podem ser divididas a fim de fornecerem 
entradas para mais de uma porta. Náo há lagos onde a saída de um componente sirva como entrada para este 
mesmo componente. Finalmente, a saída de uma rede é uma funcáo instantánea da entrada; náo há elementos 
de atraso que capturem e se lembrem dos sinais de entrada. Perceba ainda que a figura de qualquer rede lógica 
é, na verdade, um grafo direcionado. 


Forma Canónica 


Esta é situação até agora (as setas indicam procedimentos que podemos realizar): 


função-verdade < expressão booleana €» rede lógica 
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Podemos escrever uma única função-verdade a partir de uma rede ou de uma expressão. Dada uma expressão, 
podemos encontrar uma rede com a mesma função-verdade, e vice-versa. A última peça do quebra-cabeças é 
como ir de uma função-verdade arbitrária para uma expressão (e, portanto, para uma rede). Um algoritmo para 
resolver este problema é explicado no próximo exemplo. 


Suponha que desejamos encontrar uma expressão booleana para a função-verdade f da Tabela 7.3. Existem 
quatro linhas na tabela (linhas 1, 3, 4 e 8) para as quais fé 1. A forma básica de nossa expressão assumirá a 
forma de uma soma de quatro parcelas 


0+0+0+0) 


XI X2 Хз | /(хьх»хз) 
1 1 1 1 
1 1 0 0 
1 0 1 1 
1 0 0 1 
0 1 1 0 
0 1 0 0 
0 0 1 1 
0 0 0 0 
Tabela 7.3 


de modo que a primeira parcela assume o valor 1 para os valores de entrada da linha 1, a segunda parcela 
assume o valor 1 para os valores de entrada da linha 3, e assim por diante. Portanto, a expressão toda tem valor 
1 para essas entradas e nenhuma outra — precisamente o que desejamos. (Outras entradas fazem com que as 
parcelas, e portanto toda a soma, tenham valor 0.) 

Cada parcela na soma será um produto de termos na forma «By, onde a é x оцих", В ёх, оцих, еуёх; 
ou x's. Se o valor de entrada de x,i= 1,2,3 na linha que estivermos olhando for 1, então usamos x,, do contrário, 
se o valor de entrada for 0, usamos x';. Esses valores farão com que af y seja 1 para a linha em questão e 0 para 
as demais. Portanto, temos 


linha 1: XIX2X3 

linha 3: X1X'2X3 
linha 4: X1X'2X"3 
linha 7: x Xx X3 


A expressão final é 
(xx) + Qux) + Gu) + (x^) . 


O procedimento descrito no Exemplo 11 sempre nos leva a uma expressáo que é uma soma de produtos, 
chamada forma canónica de soma de produtos, ou forma normal disjuntiva, para uma dada fungáo-verdade. 
O único caso que este procedimento náo trata é quando a fungáo tem sempre o valor 0. Entáo usamos uma 
expressáo como 


xix 


que é também uma soma (um termo) de produtos. Portanto, podemos encontrar uma expressáo na forma de 
soma de produtos para representar qualquer função-verdade. Uma descrição em pseudocódigo do algoritmo é 
dada a seguir. Para este algoritmo, a entrada é uma tabela-verdade com n variáveis x;, x»,..., Xn; a saída é uma 
expressão booleana em sua forma normal disjuntiva com a mesma função-verdade. 


ALGORITMO Soma — De — Produtos 


procedure Soma — De — Produtos(tabela-verdade: tabela; n: integer); 
{а tabela-verdade representa uma função-verdade de п argumentos; o procedimento encontra a expressão 
canônica na forma de soma de produtos para esta função-verdade ) 
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var 
soma; (expressão da soma de produtos) 
produto; {uma única parcela da soma, um produto) 
i,j; (índices de laços) 
begin 
soma := vazio; 
jid 
while j <= 2" do 
begin 
if valor-verdade da linha j é 1 then 
begin 
inicia produto; 
for i: = 1 ton do 
if x; - 1 then 
inclui x; no produto 
else 
inclui x'; no produto; 
soma := soma + produto; 
end; 
jsieh 
end; 
if soma é vazia then 
soma := хіх"; 
escreve ('A expressão canônica de soma de produtos para а função-verdade dada é ', soma); 
end; 


Como qualquer expressão tem uma rede correspondente, qualquer função-verdade tem uma representação 
na forma de uma rede lógica. Além disso, as portas E, OU e NÃO são os únicos componentes necessários para 
construir a rede. Portanto, podemos constituir a rede de qualquer função-verdade com apenas três tipos de 
componentes — e bastante fio! Veremos mais adiante que é necessário usar apenas um tipo de componente. 

Dada uma função-verdade, a forma canônica de soma de produtos que acabamos de descrever é uma 
expressão que descreve a função-verdade, mas não é a única. Um método para se obter uma expressão dife- 
rente para qualquer função-verdade é dado no Exercício 14, ao fim desta Seção. 


EXEMPLO 12 A rede para forma canônica de soma de produtos do Exemplo 11 é mostrada na Fig. 7.11. Desenhamos as 
entradas para cada porta E separadamente para simplificar, mas, na verdade, as únicas entradas х), x; OU x; 
podem ser divididas o quanto for necessário. . 


X,X3X3 + X4X3X4 + ХХХ + x1X2X3 


- 
N æ 
V 


Figura 7.11 E 


PRÁTICA 11 a. Encontre a forma canónica de soma de produtos para a fungáo-verdade da Tabela 7.4. 
b. Desenhe a rede relativa à expressáo encontrada no item (a). 
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XI х2 Хз f(xi, х, хз) 
1 1 1 1 

1 1 0 0 

1 0 1 1 

1 0 0 1 

0 1 1 0 

0 1 0 0 

0 0 1 1 

0 0 0 1 

Tabela 7.4 


Minimização 
Como já vimos, uma dada função-verdade pode ser representada por mais de uma expressão booleana e, por- 


tanto, por mais de uma rede lógica composta de portas E, OU e inversores. 


A expressão booleana 
XjX3 + Х'2 


tem a função-verdade da Tabela 7.4. A rede lógica correspondente a esta expressão é mostrada na Fig. 7.12. 
Compare esta rede com a que você obteve na Prática 1 I(b)! 


Xi 


X3 


Xz 


Figura 7.12 * 


Definição: Expressões Booleanas Equivalentes 
Duas expressões booleanas são equivalentes se têm a mesma função-verdade. 


Sabemos que 


+ $ , , L4 + ГА , 
XS + Xy + ОХХХ; EAX ux. + xxu 


xs + x 


por exemplo, sáo expressóes booleanas equivalentes. 

Naturalmente, a equivalência de expressões booleanas é uma relação de equivalência no conjunto de 
todas as expressões booleanas de n variáveis. A cada classe de equivalência está associada uma função-verdade 
distinta. Dada uma função-verdade, o algoritmo Soma-De-Produtos produz um elemento particular da classe 
associada, a saber, a forma canônica de soma de produtos. No entanto, se estivermos tentando projetar a rede 
lógica para esta função, desejaremos encontrar um elemento da classe que seja o mais simples possível. Desta 
forma, podemos construir a rede da Fig. 7.12 ao invés da rede obtida na Prática 11 (b). 

Como podemos reduzir uma expressão booleana a uma expressão equivalente mais simples? Podemos 
usar as propriedades de álgebras booleanas, porque elas são equivalentes a expressões booleanas. Se P é uma 
expressão booleana contendo a subexpressáo x; + (x2x3), por exemplo, е О é a expressão obtida de P através 
da substituição de x; + (x2x3) pela expressão equivalente (x; + x>)(x; + хз), então P e Q são equivalentes. 


Seção 72 Redes Lógicas 335 


EXEMPLO 14 Usando as propriedades da álgebra booleana, podemos reduzir 


EXEMPLO 15 


XXX, + ХХХ, E XA E XIX + x”, 


, 
XXa +x > 
da seguinte maneira: 


х\х;Ху + X1X5X3 + X4X3X3 + X1X2X3 + X1X2X3 


= XQX3X3 + X1X2X3 + X1X2X3 + X1X2X3 + ХХХ: + X1x2X3 (propriedade 
idempotente) 


= XyX3X2 + Х{Х3Х; + X4X2X3 + X1X9X% + X1X2X3 + x1x2X3 (10) 


= хүху(х; + x2) + хүх(ху + ху) + Хүху(ху + x3) (3b) 
= xX l+ xx: 1+ х\Х› 1 (5a) 
= X ¡Xy + ХХ, + Х\Х» (4b) 
= xQX3 + ХХ + xx, (Ib) 
= X1X3 + xXx, + xi) (3b) 
=xx3+x5:1 (5а) 
= XX3 + X2 (4b) . 


Infelizmente, precisamos de muita engenhosidade ao aplicar as propriedades da álgebra booleana para 
simplificar uma expressão. Na próxima seção, discutiremos métodos mais sistemáticos para este problema de 
minimização que requerem menos engenhosidade. Por enquanto, veremos um pouco mais porque desejamos 
minimizar. Quando redes lógicas eram construídas com portas lógicas separadas, o custo desses componentes 
era um fator considerável no projeto e era desejável usar o mínimo de componentes possíveis. Agora, no entanto, 
a maioria de redes é construída com o uso de circuitos integrados, tecnologia que começou a ser desenvolvida 
no início dos anos 60. Circuito integrado é, ele próprio, uma rede lógica que representa uma ou mais funções- 
verdade, como se algumas portas lógicas estivessem devidamente interligadas em um pacote. Esses circuitos 
integrados são então combinados a fim de obter-se o resultado desejado. Como os circuitos integrados são 
muito pequenos e relativamente baratos, pode parecer que não há mais sentido em minimizar uma rede. No 
entanto, a minimização é importante porque a confiabilidade de toda a rede é inversamente proporcional ao 
número de conexões entre os circuitos integrados. 

Além disso, os projetistas de circuitos integrados estão altamente interessados no problema da 
minimização. Os chips quadrados de silício nos quais os circuitos integrados são construídos não podem ter 
muito mais do que seis milímetros de lado, ainda que possam conter o equivalente a meio milhão de transistores 
que implementem funções-verdade. Os canais de comunicação necessários para conectar os componentes do 
chip podem ser tão numerosos que as ligações podem tomar mais espaço do chão do chip que os componentes 
propriamente ditos. A minimização do número de componentes e da quantidade de ligações necessárias que 
realizem uma função-verdade torna o chip menos tumultuado e mais fácil de ser projetado. A minimização 
permite, ainda, que sejam embutidas mais funções em um mesmo chip. 


Arrays Lógicos Programáveis 


Ao invés de projetar um chip dedicado a implementar algumas funções-verdade em particular, podemos usar 
um PLA (programable logic arrays — arrays lógicos programáveis). O PLA é um chip que já contém um ar- 
ray de portas E e um array de portas OU, juntamente com uma grade de fiação e alguns inversores. Uma vez 
que tenhamos determinado a forma de soma de produtos das funções-verdade desejadas, os elementos 
correspondentes do PLA são ativados. Apesar de este chip não ser muito eficiente, e ser prático apenas para 
circuitos lógicos de pequena escala, o PLA pode ser produzido em massa e apenas uma pequena quantidade de 
tempo (i.e., dinheiro) é necessária para "programá-lo" para as funções desejadas. 


A Fig. 7.13a mostra um PLA para as três entradas ху, x2 e хз. Existem quatro linhas de saída, de forma que 
podemos programar quatro funções neste PLA. Quando o PLA é programado, a linha horizontal que serve de 
entrada para uma porta E recebe certas entradas e a porta E realiza o produto de tais entradas. A linha vertical 
que entra em uma porta OU permitirá, quando programada, que a porta OU realize a soma de certos produ- 
tos. A Fig. 7.13b mostra a mesma PLA programada a fim de produzir as funções-verdade f, do Exemplo 11 
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Entrada Saída 


(b) 
Figura 7.13 


(eia + xx x, + xx, + x x ^x^) ер da Prática 11 (хуз + xxx, xxx b xx ys + xxx ^). Os 


pequenos círculos representam pontos ativados. 
Uma Rede Util 


Podemos projetar uma rede que some números binários, operação básica que um computador precisa saber 
realizar. As regras para somar dois bits são resumidas na Tabela 7.5. 

Podemos expressar a soma como um bit da soma s (o bit da direita da soma verdadeira) junto com um bit 
de "vai-um" c; isto nos dá as duas funções-verdade das Tabelas 7.6 e 7.7, respectivamente. A forma canónica 
de soma de produtos para cada fungáo-verdade é 


с = хрх 
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XI | х2 | Soma х, | X | $ XI |» | C 
1 1 10 1 1/0 1 1 1 
1.0 1 1 0/1 1/0 10 
0 1 1 0 1/1 0 110 
010 0 0 0/0 01010 
Tabela 7.5 Tabela 7.6 Tabela 7.7 


Uma expressão booleana equivalente para s é 
s = (X, + х2)(хро) 


A Fig. 7.14a mostra uma rede com entradas x, e x e saídas s e c. Este dispositivo, por motivos que ficarão mais 
claros um pouco adiante, é chamado meio-somador. 

Para somar dois números binários, somamos coluna a coluna, a partir dos bits de menor ordem para os 
bits de maior ordem. A i-ésima coluna (exceto pela primeira coluna) tem como entrada seus dois bits x, e x; e 
o bit de "vai-um" da coluna i — 1 à sua direita. Por isso, precisamos de um dispositivo que incorpore o bit de 
"vai-um" como entrada. Isto pode ser conseguido somando-se x; e x» através de um meio-somador e então 
somando ao resultado o bit de "vai-um" anterior c;.;, (através de outro meio-somador). Novamente, a saída é 
um bit de soma e outro de "vai-um" c;, onde c; vale 1 se quaisquer dos dois meio-somadores tiverem produzido 
1 como bit de "vai-um". O somador completo é mostrado na Fig. 7.14b e é composto por dois meio-somadores 
compostos e uma porta OU adicional. 

Para somarmos dois números binários de n bits, os dois bits de baixa ordem, onde não há "vai-um" de 
entrada, podem ser somados através de um meio-somador. Daí para a frente, o indicador de "vai-um" precisa 
ser propagado entre n — 1 somadores completos. Apesar de termos assumido que as portas lógicas geram suas 


(a) Meio - somador 


Meio - somador 


Meio - somador 


(b) Somador completo 


Figura 7.14 
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PRÁTICA 12 


PRÁTICA 13 


Meio - somador 


у Somador completo 5 


Somador completo 


Figura 7.15 


saídas instantaneamente, existe, na verdade, um pequeno atraso que pode ser percebido para n grande. Exis- 
tem circuitos disponíveis para acelerar o processo de adição nos computadores modernos, embora possamos 
economizar mais tempo através de uma representação mais inteligente dos números a serem somados. 

A Fig. 7.15 mostra os módulos necessários para se somar dois números binários de 3 bits z;y;z; e Z2)2X2. 
A soma resultante é obtida lendo-se os bits de saída de cima para baixo (do bit de baixa ordem para o de alta 
ordem). 


Simule a operação do circuito da Fig. 7.15 para a soma de 101 e 111. ° 


Outros Componentes Lógicos 


Na verdade, os componentes básicos usados em circuitos integrados não são as portas E, OU e NÃO, mas as 
portas NE e NOU. A Fig. 7.16 mostra o símbolo-padrão para a porta NE (a porta NÃO-E) e sua função- 
verdade. A porta NE sozinha é o suficiente para conceber qualquer função-verdade porque as redes que usam 
apenas as portas NE podem realizar as tarefas de inversores, portas OU e portas E. A Fig. 7.17 mostra essas 
redes. 


Xi 
X21 


Xj хә (x1x2)' 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 1 
Figura 7.16 


A porta NOU (porta NÃO-OU) e sua função-verdade associada são mostradas na Fig. 7.18. Um Exercício 
ao fim desta seção pedirá que você construa redes usando apenas portas NOU para construir inversores e portas 
OU e E. 

Apesar de podermos construir uma rede para uma função-verdade substituindo as portas E, OU e os 
inversores na forma canónica ou da forma minimizada pelas redes NE correspondentes, podemos obter amiüde 
resultados melhores, se nos valermos das propriedades específicas da porta NE diretamente. 


a. Reescreva a rede da Fig. 7.12 com componentes NE, substituindo diretamente as portas E, OU e o inversor, 
como na Fig. 7.17. 

b. Reescreva a expressão booleana хухз+х'› da Fig. 7.12, usando as leis de De Morgan e depois construa uma 
rede usando apenas duas portas NE. . 
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(xixi) = xi 


X, 


(х\х)) = x, + X? 


х2 


(b) 


((xixif(x,x3)) = хүх,+ хх = хүх, 


(с) 
Figura 7.17 


хр | (xptx2)' 
1 1 0 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
Figura 7.18 


Construindo Funções-Verdade 


Sabemos como escrever uma expressão booleana e construir uma rede a partir de uma dada função-verdade. 
Em geral, a função-verdade propriamente dita precisa, antes, ser deduzida a partir da descrição do problema 
em questão. 


EXEMPLO 16 Em uma firma de cosméticos por entrega postal, um dispositivo de controle automático é usado para supervi- 
sionar o empacotamento das remessas. A firma vende batons, perfumes, maquilagens e esmalte de unha. Como 
bonificação, é adicionado um xampu em todas as encomendas que incluam perfume ou que incluam batom, 
maquilagem e esmalte de unha. Como podemos projetar a rede lógica que controle quando o xampu deve ser 
incluído? 

As entradas da rede representam os quatro itens que podem ser ordenados. Vamos chamá-los assim: 


xı = batom 

хә = perfume 

x3 = maquilagem 

x4 = esmalte de unha 


Os valores de x; serão 1 quando este item fizer parte da encomenda, e O em caso contrário. A saída da rede de- 
ve ser 1 se o xampu deve ser incluído na encomenda, ou 0, em caso contrário. A tabela-verdade do circuito é 
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х | Хз | уз HAL X2X3,X 4) 
1 1 1 1 1 
1 1 1 0 1 
1 1 0 1 1 
1 1 0 0 1 
1 0 1 1 1 
0 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 
0 1 1 0 1 
0 1 0 1 1 
0 1 0 0 1 
0 0 1 1 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 
Tabela 7.8 


mostrada na Tabela 7.8. A forma canónica de soma de produtos para esta função-verdade é grande, mas a 
expressão x;x3x4 + x; também representa a função. A Fig. 7.19 mostra a rede lógica para esta expressão. 


Xi 
X3 
^4 


X4X3X4 + X2 


X 


Figura 7.19 


PRÁTICA 14 Uma luz de corredor é controlada por dois interruptores, um em cada extremo. Encontre (a) a função-verdade, 
(b) uma expressáo booleana e (c) uma rede lógica que permita que a luz seja ligada e desligada em ambos 
interruptores. . 


Em alguns problemas, as funções-verdade correspondentes assumem valores indefinidos porque 
determinadas combinações de entrada não podem ocorrer (veja o Exercício 23 ao fim desta seção). Sob tais 
condições não-importa, podemos atribuir qualquer valor à saída. 

Em uma linguagem de programação que ofereça os operadores E, OU e NÃO (AND, OR e NOT), projetar 
a lógica de um programa pode consistir, em parte, em escolher as funções-verdade apropriadas e suas expressões 
booleanas correspondentes (veja o Exercício 14 da Seção 1.1). 


Revisão da Seção 7.2 


Técnicas 


* Encontrar a função-verdade correspondente a uma dada expressão booleana ou rede lógica 

* Construir uma rede lógica com a mesma função-verdade que uma determinada expressão booleana 

* Escrever uma expressão booleana com a mesma função-verdade que uma dada rede lógica 

* Escrever uma expressão booleana em sua forma canônica de soma de produtos para uma dada função- 
verdade 

* Encontrar uma rede composta apenas de portas NE que tenha a mesma função-verdade que uma dada 
rede com portas E, OU e inversores 

* Encontrar uma função-verdade que satisfaça a descrição de um problema em particular 


Idéias Principais 
Podemos, efetivamente, converter informações entre as três formas abaixo: 


função-verdade €» expressão booleana «э rede lógica 
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Uma expressão booleana pode, às vezes, ser convertida para uma expressão equivalente mais simples, usando 
as propriedades da álgebra booleana, produzindo, assim, uma rede mais simples para uma certa função-verdade. 


Exercícios 7.2 


1. Construa redes lógicas para as expressões booleanas a seguir, usando portas E, portas OU e inversores: 
жа. (x^, + х,)х; 
b. (x, +) + xx 
ГА ГА 
с. xx, + (xx) 
d. (x, +X) X + x^ 


Nos Exercícios 2 a 5 escreva uma expressáo booleana e uma fungáo-verdade para cada uma das redes lógicas 
mostradas. 


2. x, 
X3 
*3. Xi 
X3 
X5 
4. x, 
X1 
X3 
5. 
X 
A 
х 


6. a. Escreva а função-verdade referente à operação booleana 
хФу=ху'+ух’ 
b. Desenhe a rede lógica referente a x Ө у. 


c. Mostre que a rede da figura a seguir também representa x € y. Explique por que a rede ilustra que Ф é 
a operação OU exclusivo. 
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Exercício 6 


Nos Exercícios 7 a 10, encontre a forma canônica de soma de produtos para as funções-verdade das tabelas dadas. 


*7. X2 | f(xixi) 8. Xx] | » | Кх) 
1 1 0 1 1 1 
1 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 0 
9. 9 | [fm ж» 10 ¥ |* |x |Дх ху 
EAT 0 PA sie t 0 
1/10 І В eg 0 
rio |1 1 EE І 
rio [о 0 а" І 
0 1 1 1 0 1 1 0 
0 0 1 0 0 0 1 0 
olo lo 1 O 0 i0 0 
*ll. x | lx |/(х, x» x) 
1 1 1 0 
1 1.0 1 
1.0 1 0 
110. 0 1 
0 1 1 0 
0 110 0 
010 1 0 
ото то 0 
a. Encontre а forma canônica de soma de produtos referente à função-verdade da tabela acima. 
b. Desenhe uma rede lógica para a expressão do item (a). 
c. Use as propriedades da álgebra booleana para reduzir a expressão do item (a) a uma expressão equiva- 
lente cuja rede precise apenas de dois componentes lógicos. Desenhe esta rede. 
po x» x |J х2, 23) 
1 1 1 1 
1 1 0 0 
1 0 1 0 
1 0 0 0 
0 1 1 1 
0 1 0 1 
0 0 1 0 
0 0 0 0 


a. Encontre a forma canônica de soma de produtos referente à função-verdade da tabela acima. 
b. Desenhe uma rede lógica para a expressão do item (a). 


Seção 7.2 Redes Lógicas 343 
с. Use as propriedades da álgebra booleana para reduzir a expressão do item (a) a uma expressão equiva- 
lente cuja rede só precise de três componentes lógicos. Desenhe esta rede. 
13. a. Mostre que as duas expressões booleanas 


Gr, +), + х;)(х, + x4) 


(хуз) + (1x2) 


sáo equivalentes escrevendo as tabelas-verdade de ambas. 
b. Escreva a forma canónica de soma de produtos das expressões do item (a). 
с. Use as propriedades da álgebra booleana para reduzir uma das expressões do item (a) a outra. 


ж 14. Também existe uma forma canónica de produto de somas (forma normal conjuntiva) para qualquer 
função-verdade. Esta expressão tem a forma 


0659, 


com cada fator sendo uma soma da forma 
а+ В+... + о 


onde а = x, ou x^, В =x, ou x^ e assim por diante. Cada fator é construído como tendo um valor O para 
os valores de entrada referente às linhas da tabela-verdade que tiverem valor 0. Portanto, a expressão 
toda tem valor O para essas entradas e nenhuma outra. Encontre a forma canônica de produto de somas 
referente à função-verdade dos Exercícios 7 a 10. 


15. A figura abaixo mostra um PLA não-programado de três entradas, x,,x2 e хз. Programe este PLA a fim 
de gerar as funções-verdade fj, e f; representadas por 


JE xxx + X pax + xxu 
а , T d ГА ГА P ГА 4 
f xxx a + x pr; 


Entrada Saída 


Exercício 15 


16. O complemento a dois de um número binário р de п bits é um número binário q de п bits tal que p + q 
equivale à representação com n bits de zero (um eventual "vai-um" da coluna п + 1 é ignorado). Portanto 
01110 é o complemento a dois de 10010 porque 
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10010 
+ 01110 


(1)00000 


A idéia do complemento a dois pode ser usada para representar inteiros negativos de forma binária. Dado 
um número binário p, o seu complemento a dois é encontrado varrendo-se p do bit de menor ordem para 
o de maior ordem (da direita para a esquerda). Enquanto o bit i de p for 0, o dígito i de q também será О. 
Quando encontramos o primeiro 1 de p, digamos no bit j, então o bit j de q será 1; mas para os demais 
bits, j < i € n, q; = p‘ Para p = 10010, por exemplo, o bit O mais à esquerda de p dá origem ao bit 0 em 
q e o primeiro bit 1 dep dá origem ao bit 1 de q. Os demais bits de q, no entanto, são o inverso dos bits 
em p (veja a figura a seguir). 


Primeiro 1 
р= 100: 107 
4= 011110 
aa tem 
i = Pi lg = р 


Ехегсісіо 16 


Para cada número binário р dado, encontre q, seu complemento a dois, e calcule р + q. 
a. 1100 


b. 1001 
c. 001 


17. Para qualquer bit x, em um número binário p, seja r; o bit correspondente em q, o complemento a dois de 


18. 


x 19. 


20. 


р (veja o Exercício 16). O valor де r; depende do valor de x; е também da posição de x, relativa ao primeiro 
bit 1 em p. Para o i-ésimo bit, seja ci.ı valendo O se os bits p;i = x i — 1 são 0 ou valendo 1 em caso 
contrário. Precisamos computadorizar um valor c; para passarmos ao próximo bit. 


a. Forneça uma função-verdade рага т; com entradas x; e с. Forneça uma função-verdade para c; com 
entradas x; e су. 


b. Escreva expressões booleanas para as funções-verdade do item (a). Simplifique-as tanto quanto 
possível. 


c. Projete um módulo de circuito para obter r; e c; a partir das entradas x; e с. 
d. Usando os módulos do item (c), projete um circuito para encontrar o complemento a dois de um número 
binário de 3 bits тух. Acompanhe a operação do circuito para o cálculo do complemento a dois de 110. 


a. Construa uma rede referente à expressáo dada, usando apenas componentes NE. Substitua as portas 
E e OU e os inversores pelas redes compostas de NE apropriadas. 


x txt + x^ 


b. Use as propriedades de álgebras booleanas para reduzir a expressão do item (a) a uma cuja rede 
demande apenas três portas NE. Desenhe a rede. 


Substitua a rede da figura abaixo por uma rede equivalente usando apenas uma porta E, uma porta OU e 
um inversor. 


Xi 


X3 
X3 


Exercício 19 


Usando apenas portas NOU, construa redes que possam substituir (a) um inversor, (b) uma porta OU e 
(c) uma porta E. 


*21. 


22. 


x23. 


24. 
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Explique por que os Exercícios 23 e 24 da Seção 1.1 demonstram que as portas NE e NOU são, cada 
uma, suficientes para realizar qualquer operação lógica. 


Encontre uma rede equivalente para o meio-somador que use exatamente cinco portas NE. 


Você acaba de ser contratado pela Mercenary Motors. Seu trabalho é projetar uma rede lógica que de- 
termine que um carro só possa ser ligado se sua transmissão automática estiver em ponto-morto ou em 
posição de estacionamento, e se o cinto de segurança do motorista estiver sendo usado. Encontre uma 
função-verdade, uma expressão booleana e uma rede lógica. (Há uma condição "náo-importa" na função- 
verdade, uma vez que o carro não pode estar ao mesmo tempo em ponto-morto e em posição de 
estacionamento.) 


A Mercenary Motors está ampliando seus negócios para a área de calculadoras. Você precisa projetar o 

circuito do mostrador de uma nova calculadora. Este projeto envolve duas etapas. 

a. Qualquer dígito 0, 1,..., 9 entrado na calculadora é logo convertido para binário. A parte (a) da figura 
a seguir ilustra esta conversão, que envolve quatro redes separadas, uma para cada x; a x4. Cada rede 
tem 10 entradas, mas apenas uma entrada pode estar ativa em um dado momento. Escreva uma 
expressão booleana e então desenhe a rede para x». 

b. A representação binária do dígito é então convertida para a forma de exibição através de mostradores 
de sete segmentos, como mostrado na parte (b) da figura. Para exibir o número 3, por exemplo, y; ya, 
уз уз € у» precisam estar ligados, como na parte (c) da figura. Portanto, o segundo passo de sua tarefa 
pode ser representado pela parte (d), que envolve sete redes separadas, uma para cada y; a y; cada 
qual com quatro entradas x; a xy. Escreva uma função-verdade, uma expressão booleana e uma rede 


para y, е para ys. 


0 

l 

2 

3 

4 

5 Lógica 

6 do 

decodificador 

7 BARIY 
binário 

8 

9 


(a) LE 
hu e Уз 
ógica : 
Ya ys é уз 
circuito do 
v 
2 LN mostrador з 
Ye 
Ye y 
Ут 
Уз 
(b) (c) 


(d) 


Exercício 24 
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Seção 7.3 


EXEMPLO 17 


PRÁTICA 15 


Minimização 
O Processo de Minimização 


Vimos, na última seção, que uma dada função-verdade é associada a uma classe de equivalência de expressões 
booleanas. Se desejarmos projetar uma rede lógica para a função, o ideal é que tenhamos um procedimento 
que obtenha a expressão booleana mais simples da classe de equivalência. O que chamamos de simples de- 
pende da tecnologia que estamos empregando na construção da rede, que tipos de componentes lógicos serão 
usados etc. De qualquer forma, provavelmente desejaremos minimizar o número total de conexões que precisam 
ser feitas e o número total de componentes usados. (Ao discutirmos procedimentos de minimização, lembre- 
se que outros fatores podem influenciar o custo do circuito. Se uma rede for construída apenas uma vez, o 
tempo gasto na minimização será mais caro do que a construção da rede. Mas se a rede for construída em grande 
escala, o custo da minimização se justifica.) 

Já tivemos alguma experiência na simplificação de expressões booleanas através do uso das propriedades 
da álgebra booleana. No entanto, não temos procedimentos para usar: apenas temos que adivinhar, atacando o 
problema individualmente. O que desejamos agora é um procedimento mecânico que possamos usar sem a 
necessidade de sermos engenhosos. Infelizmente, não desenvolveremos o procedimento ideal. Já sabemos, 
porém, como obter a forma canônica de soma de produtos da classe de equivalências de expressões para uma 
certa função-verdade. Nesta seção, discutiremos dois procedimentos para redução de uma forma canônica de 
soma de produtos a uma forma mínima de soma de produtos. Portanto, podemos minimizar dentro do contexto 
de forma de soma de produtos, e reduzir, se não minimizar completamente, o número de componentes e conexões 
necessários. 


A expressão booleana 
XX + X ^X, X xax 

está na forma de soma de produtos. Uma soma de produtos mínima equivalente é 
XX + ХХ, 


A implementação de uma rede para esta forma requer duas portas E, uma porta OU e um inversor. Usando as 
leis distributivas da álgebra booleana, esta expressão se reduz a 


X04 x^) 


que requer apenas uma porta E, uma porta OU e um inversor, mas não está mais na forma de soma de produ- 
tos. Portanto, uma forma mínima de soma de produtos pode não ser mínima em sentido absoluto. . 


Existem duas equivalências extremamente úteis na minimização de uma expressão na forma de soma de 
produtos. Elas são 


XX,  x^x, = X, 


хү+х/'ху = Х, + Х, 


Use as propriedades da álgebra booleana para reduzir as seguintes expressões: 
а. xx, + хх, reduzir a x; 
b. x, - xx, reduzira x, 4 x, А 


A equivalência хух› + х 'jx? = x» significa, por exemplo, que а expressão х'ухәх '3x4 + x jx эх 'sx4 se reduz 
а x'x '3x4. Portanto, quando temos uma soma de dois produtos que diferem apenas рог um fator, podemos 
eliminar este fator. No entanto, a forma canônica de soma de produtos de função-verdade de quatro variáveis, 
por exemplo, pode ser muito grande, dificultando a localização dos produtos que diferem apenas por um fator. 
Para nos ajudar nessa busca, podemos usar o mapa de Karnaugh, que é uma representação visual da função- 
verdade que permite que identifiquemos rapidamente as parcelas de uma forma canônica de soma de produtos 
que só diferem por um fator. 


х 
Figura 7.20 


ЕХЕМРІО 18 


РВАТІСА 16 
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О Мара ае Karnaugh 


Na forma canônica de soma de produtos de uma função-verdade, estamos interessados nos valores de entrada 
que produzem saídas 1. O mapa de Karnaugh guarda os 1s da função em uma matriz de tal forma que os produtos 
referentes a entradas que diferem apenas por um fator fiquem adjacentes. A matriz de uma função de duas 
variáveis é mostrada na Fig. 7.20. Perceba que a casela correspondente a x,xz, a casela superior esquerda, é 
adjacente às caselas referentes a x';x, e xx '2, que diferem de x;x apenas por um fator; no entanto, não é adjacente 
à casela de x';x ^», que difere de хх por dois fatores. 


A função-verdade da Tabela 7.9 é representada no mapa de Karnaugh da Fig. 7.21. Em uma rápida olhada, 
podemos identificar os Is nas caselas adjacentes, de forma que existem duas parcelas na forma canônica de 
soma de produtos que diferem por uma única variável; também podemos ver no mapa que a variável que muda 
é x; Ela pode ser eliminada. Concluímos que a expressão pode ser representada por x». Na verdade, a forma 
canônica de soma de produtos da função é хух› + x'jx», que, pela nossa regra básica de redução, se reduz a x». 
No entanto, não foi necessário escrever a forma canônica de soma de produtos — apenas olhamos o mapa. 


2 | 3 | f(x, х) 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 0 
Tabela 7.9 Figura 7.21 $ 


Desenhe o mapa de Karnaugh e use-o para encontrar uma expressão reduzida para a função da Tabela 7.10. 


Х1 E | fox) 


1 1 0 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 
Tabela 7.10 * 


Mapas para Três e Quatro Variáveis 


As formas das matrizes para funções de três e quatro variáveis são mostradas na Fig. 7.22. Nessas matrizes, os 
quadrados adjacentes também diferem apenas por uma variável. No entanto, na Fig. 7.22a, as caselas mais à 
esquerda e mais à direita também diferem apenas por uma variável, por isso consideramo-las adjacentes. (Elas 
seriam adjacentes, se a matriz tivesse montada em um cilindro onde as arestas esquerda e direita estivessem 
coladas.) Na Fig. 7.22b, não só as caselas à esquerda e à direita são adjacentes, como também o são as caselas 
de cima e de baixo. 


XX2 0 XQX XX XX, 


X3X4 

х\Х; ХХ, ХХ, XX, X3X4 

хэ хуҗ 

хз X3X4 
(a) (b) Figura 7.22 


Em mapas de três variáveis, quando duas caselas adjacentes contêm 1, podemos eliminar uma variável; 
quando quatro caselas adjacentes (em uma ünica linha ou dispostas em um quadrado) contém 1, podemos 
eliminar duas variáveis. 
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EXEMPLO 19 No mapa da Fig. 7.23, os quadrados que se combinam para formar uma redução são mostrados como um blo- 
co. Esses quatro quadrados adjacentes reduzem-se a x; (eliminam as variáveis x, е хә). A redução usa nossa 
regra básica de redução mais de uma vez: 


X1X2X3 + X1X2X3 + ХХХ: + Х\Ххуху = x4X3(X2 + x3) + x4Xs5(X5 + x2) 
= Хх: + X4X3 
= Xx, + xi) 
= X3 


X1X2 XxX,  XQX2 XX 


Figura 7.23 


Em mapas de quatro variáveis, quando duas caselas adjacentes contêm 1, podemos eliminar uma variável; 
quando quatro caselas adjacentes contêm 1, podemos eliminar duas variáveis; e quando oito caselas adjacentes 
contêm 1, podemos eliminar três variáveis. 

A Fig. 7.24 ilustra alguns exemplos de duas caselas adjacentes marcadas; a Fig. 7.25, alguns exemplos 
de quatro caselas adjacentes marcadas, e a Fig. 7.26 mostra exemplos de oito. 


Figura 7.25 


Seção 7.3 Minimização 349 


XaX4 
А 
X3X4 
бы 
X3X4 


X3X4 


Figura 7.26 


EXEMPLO 20 No mapa da Fig. 7.27, os quatro cantos reduzem-se a x2x4 e o quadrado interior reduz-se a x'2x'4. 


X3X4 
X3X4 
x3X4 


x3X4 


Figura 7.27 


PRÁTICA 17 Encontre as duas parcelas representadas pelo mapa da Fig. 7.28. 


EXEMPLO 21 


Х\Х; XX) 1X2 XX 

X3X4 
+ 

X3X4 
* + 
X3X4 


X3X4 


Figura 7.28 : 


Usando o Mapa de Karnaugh 


Como fazemos para encontrar uma forma mínima de soma de produtos a partir de um mapa de Karnaugh (ou 
a partir de uma função-verdade ou uma forma canônica de soma de produtos)? Precisamos usar todas as caselas 
marcadas do mapa, e desejamos incluir todas as caselas marcadas nos maiores grupos de caselas marcadas 
possíveis, uma vez que isto reduz a expressáo. No entanto, náo podemos proceder apenas olhando para o maior 
bloco de caselas marcadas do mapa. 


No mapa de Karnaugh da Fig. 7.29, se só olharmos para o maior bloco de caselas marcadas, usaremos a coluna 
de ls e a reduziremos а х'ух?. No entanto, também teremos quatro caselas que ainda não foram consideradas. 
Cada uma delas pode ser combinada em blocos de duas caselas de uma única maneira (veja a Fig. 7.30), e cada 
um desses blocos deve ser incluído. Mas quando isto é feito, todas as caselas da coluna de 1 s foram usadas e 
o termo x';x'? é, portanto, redundante. A forma mínima de soma de produtos para este mapa é 


AAN x^ H x ax A’ x x Va 
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EXEMPLO 22 


EXEMPLO 23 


XX2 ХХ) XX Хх, 


X3Xa X3X4 
РОА X3X4 
XX. X3X4 
X3X4 X3X4 
Figura 7.29 Figura 7.30 


Para evitar a redundáncia ilustrada no Exemplo 21, analisamos o mapa da seguinte maneira. Primeiro, 
formamos os termos que incluam as caselas marcadas e que não possam ser combinadas a quaisquer outras caselas. 
Em seguida, procuramos nas demais caselas que podem ser agrupadas apenas em blocos de duas caselas de uma 
única maneira. Então, dentre as caselas que permanecerem sem uso — isto é, aquelas que ainda não foram atribuídas 
a um bloco —, procuramos as que só podem ser combinadas em blocos de quatro caselas de uma única maneira; 
em seguida procuramos quaisquer caselas ainda não usadas que se encaixam apenas em blocos de oito caselas. Em 
cada passo, se uma casela ainda não usada puder pertencer a mais de um bloco, não fazemos nada com ela. 
Finalmente, selecionamos blocos que incluam as caselas ainda não usadas (para as quais existem escolhas para 


que blocos elas pertencem) da forma mais eficiente. Na verdade, se houver muitos Is no mapa de forma que sejam possí 
veis diferentes agrupamentos, este procedimento pode vir a não fornecer uma forma mínima (veja o Exemplo 26). 


A Fig. 7.31 a mostra a única casela que não pode ser combinada em um bloco maior. Na Fig. 7.31b, formamos 
o único bloco de duas caselas para a casela x;x'2x' e o único bloco de duas caselas para a casela х'ух'әхз Todas 
as caselas marcadas pertencem a blocos. A expressão mínima da soma de produtos é 


x A 


Formalmente, os dois últimos termos são obtidos pela expansão de х'ух'› хз em x', хх '3 + x'j x'? x з e depois 
combinando-o com seus vizinhos. 


Figura 7.31 


A Fig. 7.32a mostra os únicos blocos de duas caselas para as caselas x ^x ,x,x, e xix 4x 4x ^4. Na Fig. 7.32b, as 
duas caselas não usadas foram combinadas em um único bloco de quatro caselas. A expressão mínima da soma 
de produtos é 


X¡X + Xxx, + Xx x^ 


X3X4 X3X4 
t + 
хх» X3X4 
ХХ, XX 
3^4 3^4 
+ s 
X3X4 X3X4 


Figura 7.32 š 
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EXEMPLO 24 A Fig. 7.33a mostra os únicos blocos de duas caselas. Podemos associar a casela restante a dois blocos de duas 
caselas; esses blocos são mostrados na Fig. 7.33b. Existem duas formas mínimas de soma de produtos, 


XX x^, AX a 


XX ^X^, x xy X x, 


XX2 ХХ, XX  XQX2 


X3X4 X3X4 


хаха X3X4 


‚м i 
X3X4 X3X4 


XXa X3X4 


Figura 7.33 T 


EXEMPLO 25 


A Fig. 7.34a mostra os únicos blocos de duas caselas e de quatro caselas. As outras duas caselas marcadas 
podem ser atribuídas a blocos de duas caselas de duas maneiras diferentes, conforme mostrado nas partes (b) 
e (c). Incluí-las juntas em um único bloco de duas caselas é mais eficiente, uma vez que produz uma soma de 
produtos com trés parcelas, ao invés de quatro. A expressáo mínima da soma de produtos é 


XX3 E XA x x ux 


ХХ» XU xix х5 XX 


Figura 7.34 ° 


EXEMPLO 26 Considere o mapa da Fig. 7.35a. Os únicos dois blocos de quatro caselas determinados pelos quadrados com 
* foram agrupados. Na Fig. 7.35b, as demais caselas, para as quais existem opções no agrupamento, são com- 
binadas em blocos da maneira mais eficiente possível. A forma de soma de produtos resultante é 


AM RX AGAR HX A + XXX. 
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XXa ХА) ХА) XX Xu» XX XU XIX 


(c) 
Figura 7.35 


Ainda na Fig. 7.35c, a escolha de um bloco de quatro caselas na parte de cima nos leva a uma forma de soma 
de produtos mais simples, 


Xy + X x^ + ХХ XXX 


PRÁTICA 18 Escreva a expressão mínima da soma de produtos para o mapa mostrado na Fig. 7.36. 


X3Xa 
r 
X3X4 
мы 
XX 


X3X4 


Figura 7.36 


Usamos o mapa de Karnaugh para funções de duas, trés e quatro variáveis. Se usarmos desenhos 
tridimensionais ou folhas transparentes sobrepostas, podemos construir mapas de Karnaugh para cinco, seis e 
até mais variáveis, mas a visualização torna-se muito complicada para compensar o trabalho. 

Se o mapa de Karnaugh corresponde a uma função com condições "náo-importa", então as caselas com 
essas condições podem ser consideradas brancas ou como marcadas com 1, de acordo com o que for mais 
conveniente para o processo de minimização. 


O Procedimento de Quine-McCluskey 


Lembre-se que o ponto básico para a redução de uma forma canônica de soma de produtos de uma função- 
verdade é o reconhecimento das parcelas da soma que diferem apenas por um fator. No mapa de Karnaugh, 
vemos onde essas parcelas ocorrem. Um segundo método para redução, o procedimento de Quine-McCluskey, 
organiza as informações da forma canônica de soma de produtos em uma tabela a fim de simplificar a busca 
das parcelas que diferem somente por um fator. 

O procedimento é um processo de dois passos que se assemelha ao mapa de Karnaugh. Primeiro, 
encontramos parcelas agrupáveis (como na marcação das caselas no mapa de Karnaugh); em seguida, 
eliminamos os grupos redundantes e fazemos escolhas para os termos que podem pertencer a diversos grupos. 


EXEMPLO 27 
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Vamos ilustrar o procedimento de Quine-McCluskey pelo uso da função-verdade do Exemplo 21. Мао escre- 
vemos a função-verdade lá, mas esta informação pode ser obtida a partir do mapa de Karnaugh. A função- 
verdade é mostrada na Tabela 7.11. As oito 4-uplas de Os e 1 s que produzem o valor 1 são listadas na Tabela 
7.12, que é separada em quatro grupos, de acordo com o número de 1 s. Perceba que os termos da forma canô- 
nica de soma de produtos que diferem apenas por um fator estão em grupos adjacentes, o que simplifica a 
busca por esses termos. 


Mil 133 [x fx Хх» Х3, ха) Númerode ls пй x x y, 
1 1/1 1 0 Três 1 0 ] 1 
1 1| 1/0 0 Dois 0 1 1 0 
1 1/0 1 0 0 1 .0 | 
1 1/010 0 0 0 ] 1 
110.1 1 1 1 Um 10 0 0 
1101110 0 0 0 1 0 
110.0 1 0 0 0 0 1 
1/0/0110 1 Nenhum о 0 0 0 
D asi pee PE 0 Tabela 7.12 
0 1| 1.0 1 
0 1.0 1 1 
0 1.0.0 0 
0 |01 1 1 
010110 1 
0/1010 1 1 
0101010 1 


Tabela 7.11 


Comparamos o primeiro termo, 1011, com cada um dos três termos do segundo grupo, 0110, 0101 e 
0011, a fim de encontrar termos que diferem apenas por um fator. Um termo deste tipo é 0011. A combinação 
1011 e 0011 reduz-se a —011 quando a variável ху, que se alterna, é eliminada. Escrevemos este termo reduzido 
com um traço na posição x; na primeira linha de uma nova tabela (veja a Tabela 7.13b). Também marcamos os 
dois termos 1011 e 0011 na tabela original (veja a Tabela 7.13a) com um índice 1; este índice 1 é um ponteiro 
que indica a linha do termo reduzido na Tabela 7.13b que é formada por esses dois elementos (numerar as 
parcelas equivale a traçar os grupos em um mapa de Karnaugh). 

Continuamos este processo com todos os termos. Um termo numerado pode ser usado em outras 
combinações, da mesma forma que podemos agrupar um termo já agrupado em um mapa de Karnaugh. Quando 
tivermos terminado, obtemos as Tabelas 7.13, onde os termos na Tabela 7.13b estão novamente agrupados 
pelo número de Is. 


Número de ls | о x № Númerode ls |" x 8 X4 
Trés 1 0 1 1 І Dois 0 1 1 
Dois 0 1 1 0 ? Um 0 — 1 0 

0 1 0 ] 93 0 — 0 1 

0 0 1 1 145 0 0 p te 

Um 1 0 0 0 А 0 0 — 1 

0 0 1 Q 24 Nenhum — 0 0 0 

0 0 0 ] 358 0 0 — 0 

Nenhum 0 0 0 o 678 0 0 03 q 

(a) (b) 
Tabela 7.13 


Repetimos, então, este processo na Tabela 7.13b a fim de obter uma terceira tabela (Tabela 7.14c). Neste 
ponto, não apenas os grupamentos, mas também os traços nos ajudam a organizar o processo de busca, uma 
vez que os termos que diferem apenas por uma variável têm traços no mesmo lugar. Novamente, os números 
cujos termos se combinam na Tabela 7.14b servem como ponteiros para os termos reduzidos da Tabela 7.14c. 
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Número 
dels 


+ 
ка 


Número 
dels XI X2 X3 X4 


S 
> 
2 

ES 


Trés 
Dois 


с 
E 
200.000, 


Nenhum 


р Dois — 0 
2 Um 


Ohm 


CS Oq Ops 
3 
tn 
ооо о 


Pd 
A 
oo 
о 


1 dels X; X2 Хз Xa 


O OO ое о 
O On оно >». 


0 
0 1 
Nenhum 0 0 0 Número 
0 0 
0 


о 
2 
q 
оо 


0 — ! Nenhum 0 0 — — 


EXEMPLO 28 


AS 
e£ 
= 


(b) (c) 
Tabela 7.14 


Quando chegamos ás tabelas de redução mostradas na Tabela 7.14, o processo de redução não pode ser mais 
continuado. Os termos que náo foram numerados sáo irredutíveis, de forma que representam os grupos de 
tamanho máximo do mapa de Karnaugh. 

No segundo passo do processo, comparamos os termos originais com os termos irredutíveis. Uma 
marcação na tabela de comparação (Tabela 7.15) indica que o termo original em uma coluna acaba por levar 
ao termo irredutível nesta linha, o que pode ser determinado seguindo-se os ponteiros. 


1011 | 0110 | 0101 | 0011 | 1000 | 0010 | 0001 | 0000 
-011 3 3 


Tabela 7.15 


Se uma coluna na tabela de comparagáo tem uma marca em apenas uma linha, o termo irredutível desta 
linha é o único que cobre o termo original, de forma que ele é um termo essencial e precisa aparecer na forma 
final de soma de produtos. Portanto, vemos da Tabela 7.15 que os termos —011, 0—10, 0—01 e —000 sáo 
essenciais e precisam fazer parte da expressão final. Também percebemos que todas as colunas com marcações 
na linha 5 também têm marcações em outra linha e, portanto, é coberta por um termo essencial irredutível da 
expressão. Portanto, 00-- --é redundante. Como no Exemplo 21, a forma mínima de soma de produtos é 


X^ XX A AX + XIX xxx. 


Em situações onde existem mais de uma forma mínima de soma de produtos, a tabela de comparação 
terá termos reduzidos não-essenciais e não-redundantes. Neste caso, é preciso fazer uma seleção desses termos 
reduzidos para abranger todos os termos essenciais não cobertos. 


Usaremos o procedimento de Quine-McCluskey no problema apresentado no Exemplo 24. As tabelas de re- 
dução são dadas nas Tabelas 7.16, e a tabela de comparação aparece na Tabela 77.17. Vemos da tabela de com- 
paração que 011 — e 10—0 são termos essenciais reduzidos, e que não há termos redundantes. O único termo 
original não tratado pelos termos essenciais é 0010, coluna 4, e uma escolha entre a coluna 2 ou coluna 4 trata 
este termo. Portanto, a forma mínima de soma de produtos é 


ХХ + хох H xx, 
ои 


хз + ХОХ H x xx 
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Número 
dels Xi X) XB м Número | de 1s 
Trés O 1 1 1! x; a. B 4 
Dois 1 0 1 0 ” Dois 0 1 1 — 
о т e 0 ” Um |— 0 1 0 
Nenhum | 0 0 ro > 1 0 — 0 
1 0 0 0º 0 — 1 0 
(а) (b) 
Tabela 7.16 
0111 | 1010 | 0110 | 0010 | 1000 
011- 3 3 
-010 3 3 
10-0 3 3 
0-10 3 3 


Tabela 7.17 


PRATICA 19  useo procedimento de Quine-McCluskey para encontrar uma forma mínima de soma de produtos para a fun- 
ção-verdade da Tabela 7.18. 


ху | X2 | xXx F(x1 X» хь) 
1 1 1 1 
1 1/0 1 
1/0 1 0 
1/01/10 1 
0 1 1 0 
0 110 0 
010 1 1 
0/010 1 
Tabela 7.18 


O procedimento de Quine-McCluskey aplica-se a funções-verdade com qualquer número de variáveis de 
entrada, mas, para um número grande de variáveis, o procedimento é demasiado monótono para ser efetuado 
manualmente. No entanto, ele é bem o tipo de procedimento sistemático que leva a uma solução computadoriza- 
da. Ao contrário do mapa de Karnaugh, que se vale da habilidade humana de reconhecer padrões visuais. 

Se a função-verdade tiver f poucos valores O e um grande número de valores 1, é mais simples implementar 
o procedimento de Quine-McCluskey para o complemento da funcáo;f", que terá valores 1 onde f tinha va- 
lores 0 e vice-versa. Uma vez que tenhamos obtido uma expressão da mínima soma de produtos para Р, ela 
pode ser complementada para obter-se uma expressáo para f, mas a nova expressáo náo será uma soma de 
produtos. (Na verdade, pelas leis de De Morgan, ela terá a forma de um produto de somas equivalente.) Podemos 
obter a rede para f a partir da rede de soma de produtos para f”, incluindo um inversor ao final. 

Toda a questáo de minimizar uma rede é simplificar o interior, preservando o comportamento exterior. 
No Cap. 8, realizaremos o mesmo tipo de simplificacáo em estruturas de máquinas de estado finito. 


Revisão da Seção 7.3 


Técnicas 


* Minimizar a forma canônica de soma de produtos de uma função-verdade através do uso do mapa de Karnaugh 
* Minimizar a forma canónica de soma de produtos de uma fungáo-verdade através do procedimento de Quine- 
McCluskey 
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Idéia Principal 


Existem algoritmos para redução de uma forma canônica de soma de produtos a uma forma mínima de soma 
de produtos. 


Exercícios 7.3 


Nos Exercícios 1 a 5, escreva a forma mínima de soma de produtos dos mapas de Karnaugh das figuras dadas. 


*1. XX2 XX XX? XX 


2; XX 5 ХА; XX 
Хх 
x 

*3. XX; ХХ) ХХ; XX 
oa (o 

4. ХХ ХХ) XIX Ху, 


Nos Exercícios 6 e 7, use um mapa de Karnaugh para encontrar a forma mínima de soma de produtos para as 
funções-verdade dadas. 


X8. P |5 Mar) 
1 1 1 1 
1 1 0 1 
1 0 1 0 
1 0 0 0 
0 1 1 1 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
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A Ns Са fxn х x3, м) 
1 1 1 1 1 
1 1 1 0 1 
1 1 0 1 1 
1 1 0 0 1 
1 0 1 1 0 
1 0 1 0 1 
1 0 0 1 0 
1 0 0 0 1 
0 1 1 1 1 
0 1 1 0 1 
0 1 0 1 1 
0 1 0 0 1 
0 0 1 1 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 


8. Use um mapa de Karnaugh para encontrar a forma mínima de soma de produtos para as seguintes 
expressões booleanas: 


а. X1X2X4X4 + X4X2X3X4 + X4X2X3X4 + X4X3X3X4 + X4X2X3X4 + 
X1X3X3X4 + X1X2X3X4 
b. x1x2X4x4 + X1X2X3X4 + X1X2X3X4 + X4X23X3X4 + X1X2X3X4 + X1X2X3Xà 


9. Use um mapa de Karnaugh para encontrar uma expressão mínima da soma de produtos para a rede de 
trés variáveis mostradas na figura a seguir. Desenhe uma nova rede. 


Exercício 9 
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* 10. Use um mapa de Kamaugh para encontrar uma forma mínima de soma de produtos para a função-verdade 
da tabela a seguir. As condições "náo-importa" são mostradas como traços. 


С E » А J(xiXo,X3,x4) 

1 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 

1 1 0 1 0 

1 1 0 0 = 
1 (0) 1 1 0 

1 0 1 0 = 
1 0 0 1 0 

1 0 0 0 0 
0 1 1 1 0 
0 1 1 0 1 
0 1 0 1 0 
0 1 0 0 1 
0 0 1 1 1 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 - 
0 0 0 0 0 


Exercício 10 


x11. Use o procedimento de Quine-McCluskey para encontrar uma soma de produtos mínima para a função- 
verdade ilustrada pelo mapa do Exercício 3. 


12. Use o procedimento de Quine-McCluskey para encontrar uma soma de produtos mínima para a rede da 
figura a seguir. Desenhe uma nova rede. 


K KK 
ь u N 
V I VY 
Ó Ó 


Exercício 12 
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Nos Exercícios 13 e 14, use o procedimento de Quine-McCluskey para encontrar a soma de produtos 
mínima para as funções-verdade das tabelas dadas. 


13. x X2 X3 Xa | fxn х, Xs xa) 14. x X2 Xs Xa | хі X2, Xs xa) 
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 
1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 
1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 
1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
1j 0 1 1 0 1 |0 1 1 1 
1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 
1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 
0 |1 1 1 0 o |1 1 1 1 
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 
оо о 1 0 o о | о 1 1 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 


15. Use o procedimento de Quine-McCluskey para encontrar a soma de produtos mínima das seguintes 


expressões booleanas: 


Жа. X1X3X3X4 + X1X2X3X4 + X1X2X4X4 + X1X2X4X4 + X1X2X3X4 + X1X2X3X4 
b. x(x2x4X4 + X4X2X3X4 + X4X2X3X4 + X1X2X3X4 + X1X2X34X4 + 
X1X2X3X% + X1X2X3X% + X1X2X3X4 + X X2X3X4 
С. X4X3X3X4 + X4X2X3X4 + X1X4X3X4 + X1X2X3X4 + X,X2X3X2 + 
ХҮХ;ХуХа + X4X5X3X4 + Х\ХХуХ + X1X2X3X4 
d. x1x4x5x4X5 + X1X4X3X4X5 + X4X2X34X4X5 + X1X3X3X4X5 + 
X4X2X3X4X5 + X1X2X3X4X5 + X1X2X4X4X4 + X4X4X4X4X5 + 


X1X2X3X4Xs + X1X52X3X4X 5 


16. Use o procedimento de Quine-McCluskey para encontrar uma soma de produtos mínima para a função- 
verdade ilustrada no mapa da Fig. 7.34. 


Revisão do Capítulo 7 


Terminologia álgebra booleana tos (forma normal disjuntiva) PLA 
complemento (de um elemento de — fungáo-verdade porta E 
álgebra booleana) instâncias isomorfas de uma estru- porta NE 
dual (de uma propriedade de álge- — tura porta NOU 
bra booleana) inversor porta OU 
expressáo booleana isomorfismo propriedade idempotente (de uma 
expressões booleanas equivalentes isomorfismo de álgebras booleanas álgebra booleana) 
forma canônica de soma de produ- — meio-somador rede combinatória 
somador completo 
Autotestes Responda às seguintes perguntas com verdadeiro ou falso. 
Secáo 7.1 
1. Em qualquer álgebra booleana, x + x' = 0. 
2. A teoria dos conjuntos é um caso da álgebra booleana na qual + é a união de conjuntos e * é a interseção. 
3. Em álgebra booleana, x + (y + x.z) =x + y. 
4. O dual da equação da questão anterior é x.[y.(x + z)] = x.y. 
5. Quaisquer duas álgebras booleanas com 16 elementos são isomorfas. 
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Seção 7.2 


6. 


Pode-se construir uma rede lógica para a expressão booleana (x + y)' usando uma porta E e dois inversores. 


7. A forma canônica de soma de produtos de uma função-verdade f: (0, 1)" > (0, 1] tem n parcelas. 
8. Dois números binários de um único bit podem ser somados usando uma rede que consiste em dois meio- 
somadores. 
9. As duas redes lógicas a seguir representam a mesma função-verdade: 
a сай = 
y y 
10. A maneira mais eficiente de construir uma rede lógica para uma dada fungáo-verdade que use apenas portas 
NE é construir a rede lógica usando portas E, OU e МАО, e então substituir cada um desses componentes 
por seus equivalentes com portas NE. 
Secáo 7.3 
11. Um mapa de Karnaugh é um artifício que ajuda a transformar uma forma canónica de soma de produtos 
em uma forma reduzida de soma de produtos. 
12. Os Is em um mapa de Karnaugh correspondem aos valores 1 de uma função-verdade. 
13. Quando usamos um mapa de Karnaugh para reduzir uma expressáo booleana, devemos determinar os 
maiores blocos possíveis primeiro, porque eles fornecem a melhor redução. 
14. No procedimento de Quine-McCluskey, as parcelas que se relacionam precisam ter traços nas mesmas 
posições. 
15. No procedimento de Quine-McCluskey, uma marca em alguma coluna da tabela indica que a parcela para 


esta coluna é um termo essencial que precisa aparecer na expressão reduzida. 


No Computador 


1. 


Entrada: п e tabelas definindo duas operações binárias е uma operação unária em um conjunto сот п objetos 
Saída: Mensagem indicando se a estrutura é ou não uma álgebra booleana 

Algoritmo: Testar as 10 propriedades para todos os casos 

Entrada: n, tabelas definindo uma operação binária em cada um dos dois conjuntos de n elementos e uma 
tabela definindo uma bijeção de um conjunto no outro 

Saída: Mensagem indicando se a função é ou não um isomorfismo 

Algoritmo: Testar todos os casos possíveis 

Entrada: n e uma tabela representando uma função-verdade com n argumentos 

Saída: Expressão canônica de soma de produtos para a função-verdade 

Entrada: n e uma tabela representando uma função-verdade com n argumentos 

Saída: Expressão booleana mínima da soma de produtos para a função-verdade 

Algoritmo: Use o procedimento de Quine-McCluskey 


Modelagem 
Aritmética, 
Computação 
e Linguagens 


Objetivos do Capítulo 


Após estudar este capítulo, o leitor estará apto a: 

Entender como as estruturas algébricas, máquinas de estado finito e máquinas de 
Turing são modelos para diversas classes de computação, e como as linguagens 
formais tentam modelar as linguagens naturais 

Reconhecer certas estruturas bem conhecidas de grupos 

Demonstrar algumas propriedades acerca dos grupos 

Entender o que significam grupos isomorfos 

Acompanhar a operação de uma dada máquina de estado finito para uma cadeia 
de entrada 

Construir máquinas de estado finito que reconheçam determinados conjuntos 

Para uma dada máquina de estado finito, encontrar, se possível, uma máquina 
equivalente com menos estados 

Acompanhar a operação de uma máquina de Turing em uma fita de entrada 
Construir máquinas de Turing para aceitar determinados conjuntos ou realizar certas 
tarefas computacionais 

Entender a tese de Church-Turing e o que ela significa para as máquinas de Turing como 
modelos computacionais 

Estar atento para a pergunta Р = NP com relação à complexidade computacional 
Dada uma gramática G, construir a derivação das cadeias de L(G) 

Entender a relação entre as diferentes classes de linguagens formais e os diferentes 
tipos de dispositivos computacionais 


Uma estrutura matemática, como vimos no Cap. 7, é um modelo 
formal que visa a retratar propriedades ou comportamentos encontra- 
dos em diferentes contextos. Uma estrutura consiste em um conjunto 
abstrato de objetos, junto com operações e relações entre esses obje- 
tos que obedecem a certas regras. A estrutura de álgebra booleana 
do Cap. 7 é um modelo das propriedades e comportamentos comuns 
a lógica proposicional e à teoria dos conjuntos. Enquanto modelo for- 
mal é uma entidade abstrata, uma idéia; a lógica proposicional e a 
teoria de conjuntos são duas ocorrências, ou realizações dessa idéia. 

Neste capítulo, estudaremos outras estruturas. Na Seção 8.1, defini- 
remos estruturas algébricas que modelam vários tipos de operações arit- 
méticas, tais como soma de inteiros e multiplicação de números reais 


positivos. Essas operações representam uma forma limitada de proces- 
samento, mas buscaremos modelos para processamentos mais gerais 
nas Seções 82 e 83. 

O primeiro modelo deste tipo que veremos, a máquina de estado 
finito, é um dispositivo ütil, mas é, em ültimo caso, muito limitado para 
modelar o processamento no sentido mais geral. Como modelo que 
capture a nocáo de processamento em toda sua abrangéncia, usare- 
mos as máquinas de Turing. Com o uso de máquinas de Turing como 
modelo computacional, vemos que algumas tarefas bem definidas não 
sáo realizáveis por computadores. 

Por último, a Seção 8.4 discute as gramáticas e linguagens formais, 
que são desenvolvidas como tentativas de modelar linguagens natu- 
rais, como o português. Apesar de não resolver este tipo de problema, 
as gramáticas e linguagens formais servem para modelar diversas cons- 
truções de linguagens de programação e têm um papel importante na 
teoria de compiladores. 


Seção 8.1 Estruturas Algébricas 


Definições e Exemplos 


Vamos começar pela análise de uma forma simples da aritmética, a saber, a adição de inteiros. Existe um con- 
junto de objetos (os inteiros) e uma operação binária nesses objetos (a adição). Lembremos da Seção 3.1 que 
uma operação binaria em um conjunto precisa ser bem definida (fornecer uma única resposta sempre que for 
aplicada a quaisquer dois elementos do conjunto) e que o conjunto precisa ser fechado em relação à operação 
(a resposta precisa ser um elemento do conjunto). A notação [Z, +], denota o conjunto, juntamente com sua 
operação binária. 

Em [Z, +], uma equação como 


2+@+5)=(2+3)+5 


é verdadeira. Em cada lado da equação os inteiros permanecem na mesma ordem, mas o grupamento desses 
inteiros, que indica a ordem na qual as adições são realizadas, muda. A alteração do grupamento não altera a 
resposta. 

Outro tipo de equação que vale em [Z, +] é 


2+3=3+42 


Mudar a ordem dos inteiros que são somados não altera a resposta. 
Equações como 


também são verdadeiras. Somar zero a qualquer inteiro não altera seu valor. 
Finalmente, equações como 


também são verdadeiras; somar o simétrico (o inverso, segundo a adição) de um inteiro a ele próprio, resulta 
em 0. 

Essas equações representam quatro propriedades que ocorrem com tanta freqüéncia que justifica terem 
nomes. 


EXEMPLO 1 
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Definições: Propriedades de Operações Binárias 
Seja S um conjunto e seja . uma operação binária em S. (Onde . não denota, necessariamente, a multiplicação, 
mas apenas qualquer operação binária.) 
1. A operação . é dita associativa se 
(Ух)(Уу)(У:) [x G * 2 = (6 ») г z] 
A associatividade nos permite escrever x. у. z sem parênteses, pois o grupamento dos termos não inter- 


fere no resultado. 
2. A operação . é dita comutativa se 


VOVE y = уг) 
3. [S, .] tem um elemento neutro (ou elemento identidade) se 
TWA = х= х) 
4. Se [S, .] tem um elemento neutro i, então todo elemento ет 5 tem um inverso com relação a • se 


(Мх)(ах ух х= хх = д 


Nos enunciados das propriedades acima, os quantificadores universais aplicam-se ao conjunto S; se а 
propriedade associativa se verifica, a equação х. (у. z) = (x * y) * zé verdadeira para quaisquer x,y e z € S. 
Consideração análoga pode ser feita com relação à propriedade comutativa. Os quantificadores existenciais 
também se aplicam ao conjunto S, de forma que um elemento neutro i, quando existir, deve ser um elemento 
do conjunto S, assim como um elemento x” quando existir, deve ser também um elemento de S. Perceba a 
ordem dos quantificadores: na definição de elemento neutro, o quantificador existencial vem primeiro — deve 
haver um elemento neutro i que satisfaga a equação x. i = i. x = x para qualquer x em S, da mesma forma que 
o inteiro O em [Z, +]. Na definição do elemento inverso, o quantificador existencial vem depois do quantifi- 
cador universal — para qualquer x, existe um x”, e se x for alterado, então x” pode mudar, tal como o inverso 
de 2 em [Z, +] é -2e o inverso de 5 é - 5. Se não houver elemento neutro, então não faz sentido falar de 
elemento inverso. 


Definições: Grupo e Grupo Comutativo 
[S, .] é um grupo se S é um conjunto não-vazio e . é uma operação binária em S tal que 


1.. é associativa, 
2. existe um elemento neutro (em S) e 
3. todo elemento de S tem um elemento inverso (em $) em relação a .. 


Um grupo no qual a operação . é comutativa é chamado de grupo comutativo, ou grupo abeliano. 


Mais uma vez o ponto na definição acima é um símbolo que representa uma operação binária gené- 
rica. Em qualquer caso específico, a operação binária em particular precisa ser definida. Se a operação 
é a adição, por exemplo, o símbolo + substitui o símbolo genérico, tal como em [Z, +], Como uma ana- 
logia com a programação, podemos imaginar o símbolo genérico como um parámetro formal que de- 
ve ser substituído por um valor verdadeiro — a operação específica — quando seu valor se torna verda- 
deiro. Se for claro qual é a operação binária, podemos nos referir ao "grupo 5" ao invés de ao "grupo 
[S..]". 

De nossa discussão, deve estar claro que [Z, +] é um grupo comutativo, com elemento neutro 0. A idéia 
de grupo não seria útil se não houvessem diversas outras situações nas quais ela se aplicasse. 


Seja R* o conjunto dos números reais positivos e seja * a multiplicação de números reais, que é uma operação 
em R*. Então [IR*, -] é um grupo comutativo. A multiplicação é associativa e comutativa. O número real po- 
sitivo 1 serve como elemento neutro porque 
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PRÁTICA 1 


EXEMPLO 2 


EXEMPLO 3 


Para qualquer número real positivo x. Todo número real positivo x tem um inverso com respeito à multiplica- 
ção, a saber, o número real positivo //x, porque 


O conjunto do Exemplo 1 é limitado aos números reais positivos. Será que [IR, -] é um grupo comutativo? 
Justifique. . 


Seja MXZ) o conjunto de matrizes 2 X 2 de elementos inteiros e seja + a adição de matrizes. Então + é uma 
operação binária em M,(Z) (perceba que ela é uma operação fechada). Temos um grupo comutativo porque os 
inteiros são um grupo comutativo, de forma que cada elemento da matriz mantém esta característica. Por exem- 
plo, a soma de matrizes é comutativa porque 


М “К ud [o + bi a+ sd 

41 fa ba 52 Gt by dt by 
| + a, bat d 
É bt а, bt à 


A matriz 


6 6] 


é o elemento neutro. A matriz 


ШЕ 


é a inversa da matriz 
—1 4 
-2 —5 E 


Uma estrutura chamada monóide é obtida se retirarmos a propriedade dos elementos inversos de um 
grupo; portanto, um monóide tem uma operação associativa e um elemento neutro, mas em um monóide que 
não seja um grupo, pelo menos um elemento não tem inverso. Um semigrupo é obtido se retirarmos a propri- 
edade do elemento neutro e dos elementos inversos de um grupo; portanto, um subgrupo tem uma operação 
associativa mas, se ele náo for um monóide, náo há elemento neutro. Diversas formas familiares da aritmética 
são exemplos de semigrupos, monóides e grupos. 


Considere [MXZ), *] onde . denota a multiplicação de matrizes. Esta estrutura é fechada. Podemos mostrar 
(Exercício 4) que a multiplicação de matrizes é associativa. A matriz 


serve como elemento neutro porque 
1 Olla bi-la b|j1 Ol.ja b 
0 llcd c d||0 I c d 


Portanto, [M;(Z), :] é pelo menos um monóide. Я 


PRATICA 2 


РКАТ1СА 3 


PRÁTICA 4 


PRÁTICA 5 


EXEMPLO 4 


EXEMPLO 5 


PRÁTICA б 


PRÁTICA 7 


EXEMPLO 6 


PRÁTICA 8 
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Mostre que [M(Z), -] não é um monóide comutativo. t 


Mostre que [M(Z), -] não é um grupo. Е 


Apesar dos requisitos para que uma estrutura seja um semigrupo serem relativamente modestos, nem toda 
estrutura aritmética qualifica-se como tal. 


Mostre que [Z, —] não é um semigrupo, onde — denota a subtração inteira. . 


Seja 5 o conjunto de números racionais não inteiros, e denotemos por. a multiplicação. /$,.] é um semigrupo? 


Cada uma das estruturas a seguir é exemplo de um semigrupo comutativo. Verifique o fechamento, a associ- 
atividade e a comutatividade de cada um: 


IN, +) IN, +]; (Q, Jn [R*, +], IR, +] 


Em qualquer álgebra booleana (B, +,,', 0, 1], [B, +] e [B, -] são semigrupos comutativos. Portanto, para qual 
quer conjunto S, [P(S), U] e [P(S), N] são semigrupos comutativos. Ф 


Como as condições necessárias para se caminhar na direção de semigrupos рага monóides e para grupos 
são cada vez mais rígidas, esperamos que alguns exemplos não se enquadrem, mas os que se enquadrarem 
devem ter comportamentos mais interessantes. 


Quais dos semigrupos a seguir são monóides? Indique seus elementos neutros. 

IN, +), IN, +3, (0, -], [R*, +}, IR, +], (205), UL [P(5), N] ; 
Quais dos monóides da Prática 6 são grupos? * 
Mais Exemplos 


Veremos agora outros exemplos de semigrupos, monóides e grupos. 
Uma expressão na forma 


ах" + a x + eta 


onde a, e R,i=0,1,..,nen e Né um polinômio em x com coeficientes reais (ou um polinômio em x 
sobre R). Para cada i, a; é o coeficiente de x. Se i é o maior inteiro diferente de zero para o qual a, + 0, о 
polinómio tem grau i; se nào houver este i, o polinómio tem grau zero. As parcelas com coeficientes zero 


geralmente não são escritas. Portanto, aa^ — 5 x? + 5 é um polinômio de grau 4, e o polinômio constante 6 


tem grau zero. O conjunto de todos os polinômios em x sobre R é denotado por R [x]. 

Definimos as operações binárias + e * em R [x] como as operações convencionais de soma e produto de 
polinômios. Para os polinômio f(x) e g(x) elementos de R[x], os produtos fx) . g(x) e g(x). f(x) são iguais, 
porque os coeficientes são números reais e aplicam-se todas as propriedades de somas e produtos de números 
reais (propriedades como a comutatividade e associatividade). Analogamente, para f(x), g(x) e h(x) pertencen- 
tes a Rix], (Дх). 200) * AG) = flo) - (g(x) “A(x)). O polinômio constante 1 é o elemento neutro porque 1 . f(x) 
= f(x). 1 = f(x) para todof(x) e Rix]. Portanto[IR[x],-] é um monóide comutativo. Ele não é um grupo porque 
apenas os polinômios constantes não-nulos têm inversos. Por exemplo, não há polinômio g(x) . x = х. g(x) = 
1, de forma que o polinômio x não tem inverso. No entanto, [R[x], +] é um grupo comutativo. ° 


a. Para f(x), g(x), h(x)& R[x], escreva as equações que mostram que R[x] é comutativo e associativo sob а 
operação +. 

b. Qual é o elemento neutro de [R[x], +]? 

с. Qual é o inverso de 7x? — 2x + 4 em [R[x], +]? Ф 
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EXEMPLO 7 


PRÁTICA 9 


PRÁTICA 10 


EXEMPLO 8 


Os polinômios têm um papel importante na história da teoria dos grupos (o estudo de grupos) porque 
muitas pesquisas em teoria dos grupos foram inspiradas pelo problema prático de resolver equações na forma 
f(x) = 0, fx) є R[x]. A forma quadrática oferece um algoritmo para encontrar as soluções para qualquer f(x) 
de grau 2 usando apenas operações algébricas de soma, subtração, multiplicação, divisão e raiz quadrada. Exis- 
tem algoritmos deste tipo para polinômios de graus 3 e 4. Um dos pontos altos da álgebra abstrata é a prova de 
que não existe algoritmo que use apenas essas operações para qualquer polinômio de grau 5. (Perceba que esta 
afirmação é bem mais forte do que apenas dizer que ainda não foi encontrado um algoritmo para esta finalida- 
de: ela indica que não devemos procurá-lo.) 

O exemplo a seguir usa a aritmética modular. Lembremo-nos da Seção 4.1 (Exemplo 14 e a discussão 
que o segue) que todo computador tem um limite no tamanho dos inteiros que pode representar. Apesar de 
desejarmos que um computador seja capaz de simular o comportamento de [Z, +], o melhor que podemos 
obter é uma aproximação finita. Esta aproximação é conseguida realizando-se adição módulo n. A "resposta" 
do cálculo de x + y para x, y e Z pode ser o valor verdadeiro de x + y se este valor está dentro do limite que 
pode ser armazenado ou então um resto obtido pela realização de operações aritméticas modulares, que é equi- 
valente ax + y sob a relação de equivalência da congruência módulo n. 


Seja 2, = (0, 1, 2, 3, 4) e defina a adição módulo 5, denotada por +, em Z, por x +, у = r, onde ré o resto da 
divisão de x + y por 5. Por exemplo, | +;2 = 3е3 +,4 = 2. A multiplicação módulo 5 é definida por x -y = 
r, onde r é o resto da divisão de x - y por 5. Desta forma, 2,3 = 1 e3 4,4 = 2. Então [Z,, +,] é um grupo 
comutativo e [Z., - ¿| é um monóide comutativo. * 


a. Complete as tabelas a seguir a fim de definir +, e> 5 em Z4: 


®Ъ ою но 
E ою c 
m 


b. Qual é o elemento neutro de [2., +5]? E em [Z4 - ,]? 
c. Qual é o inverso de 2 em [Z,, +5]? 
d. Quais elementos em [Z,, + 5] têm inversos? * 


Assim como fizemos em Z,, podemos definir operações de adição módulo n e multiplicação módulo n 
no conjunto Z, = (0, 1,..., п — 1) onde я é qualquer inteiro positivo. Novamente, [Z, , +,] será um grupo 
comutativo e [Z,, * „| será um monóide comutativo. 


a. Forneça a tabela para -, em Z,. 
b. Quais elementos em [Z,, - ¿] têm inversos? + 


Perceba que ao definirmos uma operação em um conjunto finito através de uma tabela é fácil verificar se 
esta operação obedece à propriedade comutativa, verificando se a tabela apresenta simetria em relação a sua 
diagonal principal. Também é fácil identificar o elemento neutro, pois sua linha deve ser igual à parte superior 
da tabela, e sua coluna deve ser igual à margem esquerda da tabela. E é fácil encontrar o inverso de um ele- 
mento. Basta procurar em sua linha por um elemento neutro e, em seguida, verificar se ao mudarmos a ordem 
dos elementos também obtemos o elemento neutro. No entanto, a associatividade não pode ser verificada ime- 
diatamente na tabela. 

Os dois exemplos a seguir nos fornecem estruturas algébricas onde os elementos são funções. 


Seja A um conjunto e consideremos o conjunto S de todas as funções f tais quef А > А. A operação binária é 
a composição de funções, denotada por o. Perceba que S é fechada sob ° e que a composição de funções é 
associativa (veja a Prática 11 abaixo). Portanto, [S, с ] é um semigrupo, chamado de semigrupo de transfor- 
mações em A. Na verdade [S, o ] é um monóide pois a função identidade i4, que leva todo elemento de A nele 
mesmo, é o elemento neutro pois tem a propriedade de que, para qualquer f € S, 


fei m off . 


PRÁTICA 11 


EXEMPLO 9 


PRÁTICA 12 


EXEMPLO 10 
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Demonstre que a composição de funções no conjunto S definida acima é associativa. Ы 


Seja, novamente, А um conjunto e considere o conjunto Sa de todas as bijeções/tais que f: А А (permuta- 
ções de A). А bijetividade é preservada pela composição de funções, a composição de funções é associativa, a 
função identidade i4 é uma permutação e para fe S,, a função inversa f ! existe e também é uma permutação. 
Além disso, 


o йола 
Portanto, [S,, °] é um grupo, chamado de grupo das permutações em A. 
Se А = (1, 2,..., n} para algum inteiro positivo n, então $4 é chamado grupo simétrico de grau n e 


denotado por S,. Portanto $5, por exemplo, é o conjunto de todas as permutações em (1, 2, 3). Existem seis 
dessas permutações, que são mostradas a seguir (usando a notação cíclica da Seção 4.3): 


q =i a, = (1, 2) =, = (1, 3) 
о, = (2, 3) as = (1,2,3) a, = (1,3,2) 


Lembre-se de que a notação (1,2), por exemplo, indica que 1 é levado em 2 e o 2 é levado em І, e os elementos 
não mencionados são levados neles mesmos. A composição (1,2) ° (1, 3) é realizada da direita para a esquer- 
da, de forma que 


Por (1,3) Por (1,2) 
15353 
25251 


35152 
resultando em (1, 3, 2). Portanto, о, ° a, = (1, 2) e° (1,3) = (1, 3, 2) = 04. 


a. Complete a tabela do grupo /$з, °]. 


“| а, 05 а 0; Ot 


As 


b. [$,,º] é um grupo comutativo? . 


[S,, e] é nosso primeiro exemplo de um grupo náo-comutativo ([M;(Z), -] era um monóide náo-comuta- 
tivo). 

O próximo exemplo é bem simples, mas tem interesse particular porque aparece em diversas áreas da 
ciência da computação, incluindo a teoria das linguagens formais e de autómatos. 


Seja A um conjunto finito; seus elementos sáo chamados símbolos e A propriamente dito é chamado de alfa- 
beto. A* denota o conjunto de todas as cadeias, strings ou palavras de tamanho finito sobre A. A* pode ser 
definido recursivamente (como no Exemplo 23 do Cap. 2), onde * denota a concatenação (justaposição) de 
cadeias: 


1. A cadeia vazia (a cadeia composta de nenhum símbolo) pertence a А'. 
2. Qualquer elemento simples de A pertence a A *. 
3. Se x e y são cadeias pertencentes a A*, então х. y também o é. 


Portanto, se А = [a,b], então abbaa, bbbbba e a são cadeias sobre A e abbaa. a fornece a cadeia abbaaa. Da de- 
finição recursiva, qualquer cadeia sobre A contém apenas um número finito de símbolos. O número de símbo- 
los em uma cadeia é chamado de seu comprimento. A cadeia vazia À é a única cadeia de comprimento zero. 
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A cadeia vazia À não deve ser confundida com o conjunto vazio (4; mesmo que A seja @, caso no 
qual А* А}. Se A não é vazio, então, qualquer que seja o tamanho de A, A* é um conjunto denume- 
rável (enumerável e infinito). Se A contém apenas um elemento, digamos А = fa], então A, a, aa, 
aaa, ... é uma enumeração de A” Se A contém mais de um elemento, então podemos impor uma orde- 
nação lexicográfica (alfabética) em seus elementos. Obtemos, então, uma enumeração de A* conside- 
rando primeiro a cadeia vazia, em seguida todas as cadeias de tamanho 1 (existe um número finito delas), 
ordenadas alfabeticamente, depois todas as cadeias de tamanho 2 (também há um número finito delas), e assim por 
diante. Perceba ainda que se A não é vazio, podemos encontrar cadeias de tamanhos arbitrários em A *. 

А concatenação é uma operação binária em A* e é associativa. A cadeia vazia À é um elemento neutro 
porque para qualquer cadeia x є А, 


X-AS мха х 


Portanto, [A*, .] é um monóide, chamado de monóide livre gerado por A. . 


Para A = (а, bj, responda 
a. [A*, .] é um monóide associativo? 
b. [A*, .] é um grupo? E 


Resultados Básicos Sobre Grupos 


Agora vamos mostrar alguns teoremas básicos sobre grupos. Existem centenas de teoremas sobre grupos e 
diversos livros destinados exclusivamente à teoria dos grupos, de forma que seremos bem superficiais. Os re- 
sultados que demonstraremos são conseqüéncias quase imediatas das definições envolvidas. 

Pela definição, um grupo [G, .] (ou um monóide) tem um elemento neutro, e temos tentado ser cuidado- 
sos ao nos referirmos a um elemento neutro ao invés de dizermos o elemento neutro. No entanto, é válido dizer 
0 elemento neutro porque existe apenas um. Para demonstrar que o elemento neutro é ánico, suponha que i; e 
i; sáo ambos elementos neutros. Entáo temos 


i 1 = i 1.12712 
Justifique os símbolos de igualdade acima. . 
Como i; = i» o elemento neutro é único. Portanto, demonstramos o seguinte teorema. 


Teorema da Unicidade do Elemento Neutro de um Grupo 
Em qualquer grupo (ou monóide) [G, .], o elemento neutro i é único. 


4 -1 A : 
Todo elemento x em um grupo [G, .] tem um elemento inverso x” Portanto, G contém diversos elemen- 
tos inversos diferentes, mas para cada x, o inverso é ünico. 


Teorema da Unicidade dos Inversos em um Grupo 
Para cada x em um grupo [G, .], x” é único. 


Demonstre o teorema anterior. (Dica: Admita dois inversos para x, a saber: y е z, e seja i o elemento neutro. 
Então y = y.i = у. (х. 2)= ...) 
° 
Se хе y pertencem a um grupo [G, .], então x. y pertence а G e deve ter um inverso em С. Naturalmente, 
esperamos que este inverso tenha alguma relação com x” e y que sabemos existir em С. Podemos mostrar 
que (х. y)! = y? x; portanto, o inverso de um produto é o produto dos inversos na ordem contrária. 


Teorema do Inverso de um Produto 


Para x e y elementos de um grupo [G, .], (x. y)! = y” . x! 


'Neste ponto, a autora refere-se à operação binária associada ao grupo como produto. Trata-se, na verdade, de uma outra nomenclatura 
que, a exemplo do uso do símbolo . para denotar qualquer operação binária, não deve sugerir que a operação é, necessariamente, a de 
multiplicação, mas a operação do grupo. (N. do T.) 
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z Jo A . E 4 à 
Demonstração: Mostraremos quey .x tem as duas propriedades necessárias para (x . y) . Então, 
; UA S -1 E E 
como os inversos são únicos, (y . x ) deve ser igual a (x * y)-". 


ay tx) x ya! 
= х.х 
= х! 
= { 


"OS n ASTE C E А s 
Analogamente, (у. x). (x. y) = i. Perceba como a associatividade e o significado de i e dos inversos são 
usados nesta demonstração. 


Escreva 10 como 7 +12 3 e use o teorema do inverso de um produto para encontrar (10)! no grupo |@\» T ul 


Sabemos que diversos sistemas de números tais como [Z, + Je [IR, +] são grupos. Usamos propriedades 
de grupos quando realizamos operações algébricas ou aritméticas nesses sistemas. Em [Z, +], por exemplo, se 
tomarmos a equação x + 5 = y + 5, concluímos que x = v. Estamos usando a lei do cancelamento à direita 
que, como veremos agora, vale para qualquer grupo. 


Definição: Leis de Cancelamento 
Um conjunto 5 com uma operação binária . satisfaz à lei do cancelamento à direita se para x, y, z € S,x 
. z = у. z implica x = y. E satisfaz à lei do cancelamento à esquerda se z. x = z . y implica x = y. 


Suponha agora que x,y е z são elementos de um grupo [G, .] e que x. z = у. z. Para concluirmos que x 
= y, lançamos mão de z". Portanto, 


Xx.z=)y.z 


implica 
(х2) 271 = (у 2) 27 
x (az) = у (2:27) 
хсі= уі 
х= у 


Conseqüentemente, С satisfaz à lei do cancelamento à esquerda. 
Mostre que qualquer grupo |G, | satisfaz à lei do cancelamento à esquerda. 
Demonstramos o seguinte teorema. 


Teorema do Cancelamento em Grupos 
Qualquer grupo [G, .] satisfaz às leis do cancelamento à esquerda e à direita. 


Sabemos que |, * „| não é um grupo. A equação 
4.62=1.62 
se verifica mas, naturalmente, 4 % 1. 


Mais uma vez, trabalhando com [Z, +], podemos resolver a equação x + 6 = 13 pela adição de —6 a 
ambos os lados, produzindo uma única resposta x = 13 + ( — 6) = 7. Vale também a propriedade que garante 
ser possível resolver equações lineares em qualquer grupo. Considere a equação a . x = b no grupo [G, .] 
onde a e b pertencem a С e x deve ser encontrado. Então x = a” bé um elemento de G que satisfaz a equação. 
Sejam x; e x» soluções para a equação ax = b, entãoa x; = a. хл е, pelo cancelamento à esquerda, x, = x». 
Analogamente, a única solução parax .a =béx=b.a”. 
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Teorema da Solução de Equações Lineares em um Grupo 
Sejam a e b quaisquer elementos de um grupo /G. ./. Então as equações lineares a. x = bex. a = b têm 
soluções únicas cm С. 


Resolva a equação x +,3 = l em [Zs lj. 


O teorema da solução de equações lineares nos diz algo sobre as tabelas de grupos finitos. Será que ao 
olharmos a linha a da tabela, o elemento b pode aparecer mais de uma vez? Em caso afirmativo, a tabela nos 
diz que existem dois elementos distintos x; e x? do grupo tais que a. x, = реа. х = b, Mas, pelo teorema da 
solução de equações lineares, esta ocorrência dupla não pode acontecer. Portanto, um dado elemento de um 
grupo finito aparece no máximo uma vez em cada linha da tabela do grupo. No entanto, para completar a linha, 
cada elemento deve aparecer pelo menos uma vez. Um resultado igual vale para as colunas. Portanto, em uma 
tabela de grupo, cada elemento aparece exatamente uma vez em cada linha e em cada coluna. Apenas esta 
propriedade, no entanto, não é suficiente para garantir que uma tabela representa um grupo; a operação precisa 
ainda ser associativa (veja Exercício 24 ao fim desta seção). 


Admita que o é uma operação binária em f1,a,b,c,d]. Complete a tabela a seguir para que defina um grupo 
cujo elemento neutro é 1. 


о 1 а Ь с а 
1 1 

а с а 1 
Ь c d 

c d a 

d b c 


Se [G, .] for um grupo onde G é finito com n elementos, então n é a ordem do grupo, denotada por |С. 
Se G é um conjunto infinito, o grupo é de ordem infinita. 


a. Apresente um grupo comutativo de ordem 18. 
b. Apresente um grupo não-comutativo de ordem 6. ° 


Mais propriedades de grupos aparecem nos Exercícios ao fim desta seção. 


Subgrupos 


Já sabemos o que são os grupos e também já sabemos o que são os subconjuntos, portanto não deve ser difícil 
imaginar o que são os subgrupos. No entanto, veremos um exemplo antes de passarmos à definição. Sabemos 
que [Z, +] é um grupo. Seja agora A qualquer subconjunto não-vazio de Z, para quaisquer x e y em A,x e ,y 
também pertencem a Z, de forma que x + y existe e é único. O conjunto A "herda" uma operação bem-defini- 
da, +, de [Z, +].A propriedade associativa também é herdada, porque para quaisquer x, y, 2 € A, também é 
verdade que x, ye z € # e a equação 


(х+у) +2=х + (у +7) 


também vale. (Na Seção 3.1, mencionamos a importância da herança na programação orientada а objeto.) Talvez 
A sob as operações herdadas tenha toda a estrutura de [Z, +]e seja, ele próprio, um grupo. Isto depende de A. 

Suponha que А = Р, o conjunto dos números pares. Р é fechado com relação à adição, Р contém О (o 
elemento neutro) e o inverso de todo inteiro par (seu simétrico) é também um inteiro par. [P, +] é, portanto, 
um grupo. Mas suponha que А = J, o conjunto dos números ímpares. [/, + ] não é um grupo por diversos motivos. 
Por exemplo, não é fechado — se somarmos dois inteiros fmpares, obteremos como resultado um inteiro par. 
(O fechamento depende do conjunto, bem como da operação, portanto não é uma característica herdada.) Uma 
outra razão é que um subgrupo deve conter um elemento neutro com respeito à adição; O é o único inteiro que 
presta a este fim, e não é ímpar. 


Definição: Subgrupo 
Seja [G, .] um grupo e A ju С. Então [A, .] é um subgrupo de [C, .] se /A, .] também for um subgrupo. 
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A fim de ser um grupo, /А,.] deve conter um elemento neutro, o qual denotaremos рог i4. Naturalmente, 
G também tem um elemento neutro, que denotaremos por ig. É verdade que i4 = ic, mas esta equação não é 
conseqüéncia da unicidade do elemento neutro de um grupo, porque o elemento i4, até onde sabemos, poderia 
não ser um elemento neutro de С e, além disso, não podemos afirmar que 1с é um elemento de A. No entanto, 
ia ia ia porque i4 é o elemento neutro de [A, .] e i4 = i4. ic porque іс é o elemento neutro de [G, .]. Decorre 
da lei do cancelamento à esquerda aplicada no escopo do grupo [G, .] que i4 = ic. 

Para verificar se /А, .] é um subgrupo de [G, .], podemos admitir as propriedades herdadas referentes à 
operação bem-definida e à associatividade e verificarmos as três demais propriedades: 


Teorema dos Subgrupos | 
Para [G, .] um grupo com elemento neutro i e A C С, [А, .] é um subgrupo de [G, .] se satisfizer aos trés 
testes a seguir: 


1. А é fechado em relação a •. 
2.1єА. 
3. Todo x e:A tem um elemento inverso em A. 


A definição de um grupo exige que o conjunto não seja vazio. No teorema de subgrupos, porque não há a 
mencáo explícita de que A (2? ы 


а. |Z, + | é um subgrupo do grupo |R, +]. 
b. [(1, 4), +] é um subgrupo do grupo [(1, 2, 3, 4}, -;] (vale o fechamento; 1 e {1,4}, 17 = 1,47 = 4), € 


a. Mostre que [(0, 2, 4, 6), +5] é um subgrupo do grupo [Z,, +4]. 
b. Mostre que [(1, 2, 4}, .,] é um subgrupo do grupo [{1, 2, 3, 4, 5, 6}, л]. . 


Se [G, .] é um grupo de elemento neutro i, então [(i), -]e [G, -] são subgrupos de [G, .]. Estes subgrupos 
um tanto o quanto triviais de [G, . ] são chamados de subgrupos impróprios. Quaisquer outros subgrupos de 
[G, . ] são chamados de subgrupos próprios. 


Encontre todos os subgrupos próprios de S3, o grupo simétrico de grau 3. (Você pode encontrá-los procurando 
na tabela do grupo; veja a Prática 12.) . 


Um motivo de confusão com relação à terminologia: O conjunto de todas as bijeções de um conjunto A 
nele mesmo sob a composição de funções (tal como S3) é chamado de grupo de permutações ет A, e qualquer 
subgrupo deste conjunto (tal como o da Prática 23) é chamado de um grupo de permutação. A diferença é 
que o grupo de permutações no conjunto А inclui todas as bijeções de A nele mesmo, mas um grupo de permu- 
tações no conjunto А pode não incluir todas elas. Grupos de permutações têm interesse especial não apenas 
por terem sido os primeiros grupos a serem estudados mas também porque são os unicos grupos se considerar- 
mos as estruturas isomorfas como sendo as mesmas. Veremos este resultado em breve. 

Existe um subgrupo interessante que sempre poderemos encontrar no grupo simétrico $, para n > 1. 
Sabemos que todo elemento de $„ pode ser escrito como uma composição de ciclos, mas também é verdade 
que todo ciclo pode ser escrito como a composição de ciclos de tamanho 2, chamados de transposições. Em 
$5 por exemplo, (5, 1, 7, 2, 3, 6) = (5,6)º(5,3)º(5,2)º(5,7)º(5, 1). Podemos verificar isto computando (5, 
6) ° (5, 3) o (5, 2) ° (5, 7) ° (5, 1) da direita para a esquerda: 


[5557575757 
Portanto, 1 é levado em 7. Analogamente, 
1575552 59252 


de forma que 7 é levado em 2, e assim por diante, resultando em (5, 1, 7, 2, 3, 6). Também é verdade que (5, 
1,7,2,3,6) = (1, 5) °(1, 6) ° (1, 3) ° (1, 2)  Q, 4) ° (1, 7) ° (4, 2). 

Para qualquer n > 1, a permutação identidade i em S, pode ser escrita como i = (a, b) ° (a, b) para quais- 
quer dois elementos a e b no conjunto (1,2,...,n }. Esta equação também mostra que o inverso da transposi- 
ção (a, b) em S, é (a, b). Agora apresentamos mais um resultado (sem demonstrá-lo): apesar de haver várias 
maneiras de se escrever um ciclo como a composição de transposições, para um dado ciclo, o número de trans- 


372 Modelagem Aritmética, Computação e Linguagens 


PRÁTICA 24 


PRÁTICA 25 


posições será sempre ou par ou ímpar. Conseqüentemente, classificamos qualquer permutação em S, n > 1 
como par ou ímpar de acordo com o número de transposições de qualquer representação desta permutação. 
Por exemplo, em $, (5, 1, 7, 2, 3, 6) é ímpar. Se denotarmos por A, o conjunto de todas as permutações pares 
em S, então A, determina um subgrupo de [S,, +]. A composição de permutações pares produz uma permuta- 
cáo parei e A, Sea є А, e o, escrito como produto de transposições, é a = ооа, ° · · о o, então a! = 
o =0, o0! o0. O inverso de cada transposição é a própria transposição, portanto а"! 
é par. 


também 


A ordem do grupo [S,, °] (o número de elementos) é п! Qual é a ordem do subgrupo [А,, e]? É razoável 
pensar que metade das permutações em S, são pares e a outra metade é de permutações ímpares. De fato, isto 
ocorre, Se denotarmos por 7, o conjunto de permutações ímpares em S, (que não é fechado sob a composição 
de funções), então a aplicação f: A, — 7, definida por f: (a) = a o (1, 2) é uma bijecáo. 


Demonstre que f A, > I, definida por До) = & ° (1, 2) é injetiva e sobrejetiva. * 


Como existe uma bijecáo entre A, e /,, cada conjunto tem o mesmo número de elementos. Mas A, N 
I, = Ø eA, U I, = S, portanto, |А, = |5,/2 = n2. 


Teorema dos Grupos Alternantes 


Paran-e Nn» 1, o conjunto A, das permutações pares determina um subgrupo chamado de grupo alter- 
nante de [S,, е} de ordem n!/2. 


Vimos até agora diversos exemplos de subgrupos de grupos finitos. No Exemplo 12b e na Prática 22, 
vimos três desses exemplos e a ordem dos grupos e subgrupos foram: 


Grupo de ordem 4, subgrupo de ordem 2 
Grupo de ordem 8, subgrupo de ordem 4 
Grupo de ordem 6, subgrupo de ordem 3 


O teorema dos grupos alternantes diz que um particular grupo de ordem n! tem um subgrupo de ordem n//2. 

Baseados nesses exemplos, poderíamos inferir que os subgrupos têm sempre a metade dos tamanhos 
de seus grupos pares! Isto não é necessariamente verdade, mas existe uma relação entre o tamanho de um 
grupo e o tamanho de um subgrupo. Esta relação é enunciada no teorema de Lagrange, demonstrado pelo 
grande matemático francês Joseph-Louis Lagrange em 1771 (não apresentaremos a demonstração deste te- 
orema): 


Teorema de Lagrange 
А ordem de um subgrupo de um grupo finito divide a ordem do grupo. 


O teorema de Lagrange nos ajuda a limitar as possibilidades de subgrupos para um grupo finito. Se [e 
= 12, por exemplo, não precisamos procurar quaisquer subgrupos de ordem 7, uma vez que 7 não é divisor de 
12. Além disso, o fato de que 6 divide 12 não implica a existência de subgrupos de G com ordem 6. Na verda- 
de, Ay é um grupo de ordem 4!/2 = 12, mas pode ser mostrado que Ay não possui subgrupos de ordem 6. A 
recíproca do teorema de Lagrange não é necessariamente verdadeira. Em certos casos, esta recíproca verifica- 
se — por exemplo, em grupos comutativos finitos (perceba que A4 não é comutativo). 

Finalmente, consideremos subgrupos do grupo [Z, +]. Para qualquer elemento n fixo d №, o conjunto 
nZ é definido como o conjunto de todos os múltiplos inteiros de т; nZ = {иг | < є Z}. Portanto, por exemplo, 


3 Z = {0, +3, +6, +9,...} 
Mostre que para qualquer n є №, [nZ, +] é um subgrupo de [Z, Ц. . 


Não apenas [nZ, +] é um subgrupo de [Z, +] para algum n fixo, como conjuntos da forma nZ são os 
únicos subgrupos de [Z, +]. Para ilustrar, seja [S, +] qualquer subgrupo de [Z, +]. Se S = {0}, então S = OZ. 
Se S x {0}, sejam um elemento de MY и т é positivo ou, sem é negativo, m-e Se é positivo. O 
subgrupo S, portanto, contém pelo menos um inteiro positivo. Seja n o menor inteiro positivo em S (que existe, 
devido ao princípio da boa ordenação). Veremos agora que S = nZ. 

Primeiro, uma vez que O e -n são elementos de Se 5 é fechado sob +, nZ C S. Para obter a inclusão na 
outra direção, seja s є 5. Dividimos agora o inteiro s pelo inteiro п a fim de obter um quociente inteiro q e um 
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resto inteiro r com O = r < n. Portanto, s = nq + r. Resolvendo рага r, r = s + (—nq). Mas ng € S, portanto 
—nq e Ses є S, portanto, pelo fecho de 5 sob +,re S.Se г for positivo, temos uma contradição da definição 
de n como o menor número positivo em 5. Portanto, r = 0e s = nq + r= nq. Temos agora que S C nZ, е 
portanto $ = nZ, o que completa a demonstração do teorema a seguir. 


ieómmadossubgupc dé] oo c t ees NU 
Os subgrupos da forma [1Z, +] paran е N silos únicos subgrupos de [Z, ad c 


Grupos Isomorfos 


Suponha que /S, .] e [T, +] são grupos isomorfos; o que isto significa? Pela discussão sobre isomorfismo da 
Seção 7.1, estruturas isomorfas são as mesmas exceto pela atribuição de novos rótulos. É necessário que exista 
uma bijeção entre S e T que realize este novo rotulamento. Esta bijeção precisa também preservar os efeitos da 
operação binária; isto é, "operar e mapear" deve produzir o mesmo resultado que "mapear e operar". A defi- 
nição a seguir é mais precisa: 


Definição: Isomorfismo de Grupos 
Sejam [S, .] e [T, +] grupos. Uma aplicação f. *$» é um isomorfismo de [S, .] em [T, +] se, 


1. a função/for uma bijeção e 
2. para todos x, y e S,f(x . у) = f(x) + Ду). 


A propriedade (2) é expressa dizendo-se que/é um homomorfismo. 


Ilustre a propriedade de homomorfismo da definição acima através de um diagrama comutativo. . 


Para deixar claro que grupos isomorfos são os mesmos, exceto pela atribuição de novos rótulos, vamos 
mostrar que sob um isomorfismo o elemento neutro de um grupo é levado ao elemento neutro do outro, e os 
elementos inversos sáo levados em elementos inversos. Além disso, se um grupo for comutativo, o outro tam- 
bém o será. 

Suponha, então, que fé um isomorfismo do grupo [S,.] no grupo /Т, +] e que i, e ir são os elementos 
neutros desses grupos. Sob a função f, i, é levado a um elemento f(i,) em T. Seja t qualquer elemento em T. 
Então, como fé uma função sobrejetiva, t = f(s) para algum s e S. Segue, portanto, 


fu) + = Ді) + Дз) 
= fi,- 5) (pois/é um homomorfismo) 
= fis) (pois i, é o elemento neutro de s) 
=f 


Portanto, 
fü)tt-t 

Analogamente, 
+) = г 


O elemento f(i,) funciona como um elemento neutro em /T, +] e como o elemento neutro é único, f(i,) = 
іт. 


Demonstre que se fé um isomorfismo do grupo (S, -] no grupo (T, +), então para qualquer se S, As) = (f(s))"' 
(inversos são levados em inversos). (Dica: Mostre que fs” 5 funciona como o inverso de f(s).) . 


Demonstre que se fé um isomorfismo do grupo comutativo |S, -] no grupo [T, +], então [T, +] também é um 
grupo comutativo. . 
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EXEMPLO 13 


EXEMPLO 14 


EXEMPLO 15 


[R*, *| e |R, +] são ambos grupos. Seja b um número real positivo, b + 1, е seja f a função de Кет R definida 
por 


fx) = log; x 


Então fé um isomorfismo. Para demonstrar isto, devemos mostrar que fé uma bijeção (é injetiva e sobrejetiva) 
e que fé um homomorfismo (preserva a operação). Podemos mostrar que fé sobrejetiva: parar e R,b' e R* 
е ДЬ”) = log, b" = r. Além disso, fé injetiva: se fix) = Kx), então log, x, = log, х,. Seja р = log, x, = log, x». 
Então b^ = x, e b? = x, portanto x, = x,. Finalmente, f é um homomorfismo: para x, x, e R+, Rx, · x) = 
log;(x, * х) = log, x, + log, x, = fixi) + Rx). Perceba que log, 1 = 0, de forma que f leva 1, o elemento neutro 
de [R*, -] em 0, o elemento neutro de [R, +]. Além disso, perceba que 


log, — log, A Морено = ДЫ) 


de forma que f leva o inverso do elemento x em [R*, -] no inverso de f(x) em [R, +]. Finalmente, ambos os 
grupos sáo comutativos. . 


Como os dois grupos do Exemplo 13 são isomorfos, cada um é um espelho do outro e cada qual pode ser 


usado para simular cálculos no outro. Suponha, por exemplo, que b = 2. Então [R, +] pode ser usado para 
simular o cálculo de 64.512 em [R*, -]. Primeiro, passemos de R* para R: 


64) = log, 64 = 6 
f(512) = 109512 = 9 


Agora em [R, +], realizamos o cálculo 

6+9=15 
Finalmente, usamos f* para levar de volta a R*: 

FAS) = 25 = 32.768 
(Na era A.C. — antes dos computadores —, os números grandes eram multiplicados através de tabelas de lo- 
garitmos comuns, onde b = 10, para converter um problema de multiplicação em um problema de adição.) Qual- 
quer um de dois grupos isomorfos pode ser sempre usado para simular operações no outro, como no Exemplo 13. 


De acordo com a definição, para que f seja um isomorfismo, ela precisa ser uma bijeção e um 
homomorfismo. 


Considere as seguintes funções de Z em Z: 


F(x)=0 
а(х) = х+ 1 


A função fé um homomorfismo do grupo [Z, +] no grupo [Z, +] pois х + y) = 0 = 0 +0 = Дх) + 
Ду). No entanto, f não é uma bijeção, de forma que não constitui um isomorfismo. 

A função g é uma bijeção porque g(x) = g(y) implica x + 1 = y + 1, ou x = y, de forma que g é injetiva; 
g também é sobrejetiva porque, para qualquer z e Z,z-1 e Ze g(z — 1) = z. Mas g não é um homomorfismo 
porque g(x + y) = (x + у) + 1 * (x + D + (y + D = gx) + 20). Portanto, g não é um isomorfismo. Ф 


Seja £ MZ) > MAZ) dada por 


1 4) 4 


Рага mostrar que/é injetiva, seja 


de МН) 
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Então 


mun 


Então a = e, c = g, b =/e d = h ou 


“ыч! 


Para mostrar que/é sobrejetiva, seja 


a b 
-— e My(Z) 


Entáo 
а c MZ a с|\ la b 
| al 2 «d. | zi à] 


Além disso, f é um homomorfismo de [MXZ), +] em [MZ ), +] porque 
Al: + l À) =: +e b ML tec e] 
c d g h ctg d+h b+fd+h 
fa c e gl ¿fla b e f 
de E AE A u 
A função f é, portanto, um isomorfismo de [M Z), +] em [M;(Z), +]. 


Seja 52 = {5z)z € Z}. Então (5Z, +] é um grupo. Mostre que f: Z > 5Z dada por f(x) = 5x é um isomorfismo 
де |2, +]Jem[5Z, +] * 


Se f é um isomorfismo de [5, :Јет [7, +], então f-' existe e é uma bijeção. Além disso, f-' também é um 
homomorfismo, desta vez de T em S. Para constatarmos isto, seja f; е /; pertencentes a Te considere / (f, + 
t). Como 4, t; e T e fé sobrejetiva, t, = fs) e t; = As) para algum s, e s, em 5. Portanto, 


f +1) -f As) + As) 
=f (fs, - 53) 
= (ор 52) 
= 51,5 


= р) Sb) 


Esta é a razão pela qual podemos nos referir a S e T simplesmente como isomorfos, denotado рог 5 — Т, sem 
termos que especificar que o isomorfismo é de $ a Т, ou vice-versa. 

Verificar se uma função é ou não um isomorfismo de $ em T, como fizemos na Prática 29, não é 
difícil. Determinar se S e T são isomorfos é mais difícil. Para demonstrar que eles são isomorfos, 
devemos produzir uma função de isomorfismo. Para demonstrar que eles não são isomorfos, precisamos 
mostrar que não existe tal função. Como não podemos testar todas as funções, usamos idéias como as 
seguintes: não há correspondência um-para-um entre S e T, S é comutativo mas T não é, e assim por dian- 
te. 

Já vimos que os grupos isomorfos são iguais exceto por um novo rotulamento e que cada um dos gru- 
pos pode ser usado para simular cálculos no outro. O isomorfismo de grupos é realmente uma relação de 
equivalência, como a Prática 30 abaixo mostra; portanto grupos isomorfos pertencem à mesma classe de e- 
quivalência. Considerar os grupos isomorfos como iguais a menos de um rotulamento é consistente com 
a idéia de que os elementos em uma classe de equivalência representam diferentes nomes para a mesma coi- 
sa. 
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PRÁTICA 30 


PRÁTICA 31 


PRÁTICA 32 


a. Seja f: S > T um isomorfismo do grupo 15, -| sobre o grupo |T, +] e g: T > U um isomorfismo de |T, +] 
sobre o grupo |U, *]. Mostre que g + f é um isomorfismo de S sobre U. 


b. Seja Puma coleção de grupos e defina uma relação binária p em $ como S p TO S = T. Mostre que p é 
uma relacáo de equivaléncia em 9f. * 


Classes de Grupos Isomorfos 


Vamos finalizar esta seção com algumas classes de equivalência de grupos sob isomorfismo. Freqüentemente 
tomamos um elemento de uma classe de equivaléncia e percebemos que ele é o elemento típico desta classe, 
e que todos os outros elementos da classe se parecem com ele (com nomes diferentes). 

Um resultado referente à natureza de grupos muito pequenos é resultado imediato do Exercício 18 ao 
fim desta secáo. 


Teorema dos Grupos Pequenos 
Todo grupo de ordem 2 é isomorfo ao grupo cuja tabela é 


1 a 
1 1 a 
a a 1 


Todo grupo de ordem 3 é isomorfo ao grupo cuja tabela é 


1 a b 
1 1 а Ь 
а а Ь 1 
Ь Ь 1 а 


1 а b с 1 а Ь c 
1 1 a b с 1 1 а Ь с 
а а 1 с Ь а а Ь с 1 
р р с 1 а р b C 1 а 
c c b a 1 c c 1 a b 


Podemos ainda demonstrar que qualquer grupo é essencialmente um grupo de permutações. Suponha 
que [G, *] é um grupo. Desejamos estabelecer um isomorfismo de G em um grupo de permutações; cada ele- 
mento g de G precisa estar associado a uma permutação о, em algum conjunto. Na verdade, o conjunto será о 
próprio С; para qualquer x e G, definimos а(х) como g . x. Devemos mostrar que (a, |g e G} constitui um 
grupo de permutações e que este grupo de permutações é isomorfo a G. Primeiro devemos mostrar que para 
qualquer g e G, а, é, de fato, uma permutação em G. Da definição a (x) = g · x, está claro que a, é uma 
função do tipo «,: G — G, mas é preciso mostrar que œ, é uma bijeção. 


Mostre que a, como definida acima é uma permutação em G. ° 


Consideremos agora P = { а, g e G} e vamos mostrar que P ё um grupo sob а composição de funções. 
Р não é vazio porque G também não o é, е a associatividade sempre vale para a composição de funções. De- 
vemos mostrar que vale o fechamento de P, que P contém um elemento neutro e que todo a, e P tem um 
inverso em P. Para mostrar o fechamento, seja a, e a, e P. Para qualquer x e G, (a, ° a, Xx) = a (о,(х)) = 
а(х) = g; (h x)= (2: h): x. Portanto, a а, = а, ес, E P. 


a. Denotemos por 1 o elemento neutro G. Mostre que a, é um elemento neutro de P sob a composição de fun- 
ções. 
. — = 
b. Para а, Є Р, о, € Р; mostre que о, у = (o) '. 


Sabemos que [Р, °] é um grupo de permutações, falta apenas demonstrar que а função f: G — P dada por 
Kg) = о, é um isomorfismo. Está claro que/é sobrejetiva. . 
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Mostre que f. G > Р definida acima é 


a. injetiva 
b. um homomorfismo . 


Nós demonstramos o seguinte teorema, enunciado e demonstrado originalmente pelo matemático inglés 
Arthur Cayley nos meados do século dezenove. 


Teorema de Cayley 
Todo grupo é isomorfo a um grupo de permutações. 


Revisáo da Secáo 8.1 


Técnicas 


* Verificar se um dado conjunto e uma dada operação têm as propriedades necessárias para formar um 
semigrupo, um monóide ou um grupo 
* Verificar se um dado subconjunto de um grupo é um subgrupo 
* Verificar se uma dada função de um grupo em outro é ou não um isomorfismo 
* Determinar se dois grupos são ou não isomorfos 
2i M 
Idéias Principais 
Diversos sistemas elementares da aritmética sáo casos particulares de estruturas de semigrupos, monóides ou 
grupos. 


Em qualquer estrutura de grupos, os elementos neutro e inverso são únicos, valem as leis do cancelamento e as 
equações lineares são solucionáveis; estas e outras propriedades são consequências da definição. 


Um subconjunto de um grupo pode também ser um grupo sob a operação herdada. 
A ordem de um subgrupo de um grupo finito é um divisor da ordem do grupo. 


Os únicos subgrupos do grupo [Z, +] são da forma [nZ, +] onde nZ é o conjunto de todos os múltiplos de um 
n e N fixo. 


Se/é um isomorfismo de um grupo em outro,/leva o elemento neutro de um no elemento neutro de outro, 
inversos nos inversos e preserva a comutatividade. 


Se Se T são grupos isomorfos, eles são idênticos, exceto por uma nova atribuição de rótulos, e cada um simula 
cálculos no outro. 


O isomorfismo é uma relação de equivalência nos grupos. 


Se desconsiderarmos os grupos isomorfos, existe apenas um grupo de ordem 2, um grupo de ordem 3 e dois 
grupos de ordem 4. 


Todo grupo é essencialmente um grupo de permutações. 


Exercícios 8.1 


1. Cada item abaixo define uma operação binária, denotada por +, em um dado conjunto. Quais são associati- 
vas? Quais são comutativas? 


x se x for par 
xa. EmZ:x-y= А 
х+І  sexforímpar 
*b. Ет М: ху = (х +yY 
e ЕҢ: х-у= х 


а. Ет@:х-у- 7 


е Ет: ху = 
x+y 
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*2. a. Uma operação binária . é definida no conjunto /a, b, с, 4} pela tabela da esquerda abaixo. Determine 
se . é comutativa e associativa. 
b. Seja S = үр, q, r, 5). Uma operação associativa + é parcialmente definida em S pela tabela da direita 
abaixo. Complete a tabela para preservar a associatividade. A operação . é comutativa? 


a b c d P q r s 
a a c d a P q r 5 
Ь Ь c a d q q r 5 Р 
с с а b d r P 
d d Ы а с 5 s q r 


3. Defina operações binárias no conjunto N que sejam: 
a. Comutativa, mas não-associativa 
b. Associativa, mas não-comutativa 
c. Nem associativa nem comutativa 
d. Associativa e comutativa 


4. Mostre que a multiplicação de matrizes em MXZ) é associativa. 


5. Determine se as estruturas [S, .] são semigrupos, monóides, grupos ou nenhum deles. Indique os elemen- 
tos neutros das que forem monóides ou grupos. 


ха. 5 = N;x- y = min (x, y) 
xb. S= В; х- у= (х + yy 
xc. 5 = (a42 |а e №); : = multiplicação 
xd. S=(a+bvyila,b є Z}; · = multiplicação 
хе. 5 = {а + b42 |a, b e Q, ae b não são ambos 0); · = multiplicação 
xf. S= (l, —1,¿, —i); = multiplicação (onde ? = – 1) 
xg. 5 = (1, 2,4}; : = 
h. 5 = (1, 2,3, 5, 6, 10, 15, 30}; x + у = mínimo múltiplo comum de x e y 
i S= N X N; (х,у) * Gs y) = Gv y2 
B 5= Мх № (х,у) Gs y) = Оң + xs уу) 
К. 5 = conjunto dos inteiros pares; : = adição 
І. 5 = conjunto dos inteiros ímpares; · = adição 
m. 5 = conjunto de todos os polinômios em R[x] de grau = 3; - = soma de polinômios 
n. 5 = conjunto de todos os polinômios em R[x] de grau = 3; == multiplicação de polinômios 


1 z ct R 
о. S= lo | є 2 : = multiplicação de matrizes 


р. 5 = {1,2,3,4}; =>, 

q $S-R-(-Ibx:y-xtytx 

г. S= (7А № N),: = função soma, isto é, 
(+ 6) = Дх) + ga) 


6. Seja A = (1,2). 
a. Descreva os elementos e escreva a tabela do subgrupo de transformações em А. 
b. Descreva os elementos e escreva a tabela do grupo de permutações em 4. 


7. Dado um triângulo equilátero, podem ser realizadas seis permutações no triângulo que mantêm sua ima- 

2. -3 gem no plano inalterada. Três dessas permutações são rotações em sentido horário de 120°, 240° e 360° 
em torno do centro do triângulo; essas permutações são denotadas por К), Rz е Аз, respectivamente. О 

triângulo pode ainda ser refletido pelos eixos 1, 2 e 3 (veja a figura ao lado); essas permutações são deno- 

+ Ы tadas рог F;, Р е F3, respectivamente. Ao aplicarmos qualquer dessas permutações, os eixos permanecem 
fixos no plano. A composição de permutações é uma operação binaria no conjunto D; de todas as seis 

Exercício 7 permutações. Por exemplo F, ° R, = F,. O conjunto D; sob a composição é um grupo, chamado de grupo 


8. 


* 10. 


11. 


*12. 
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de simetrias de um triângulo equilátero. Complete a tabela abaixo para o grupo [D,, °]. Qual é o ele- 
mento neutro de [D,, ©]? Qual o inverso de F;? E de R3? 


AINDA 


La 


F, 


O conjunto 53, o grupo simétrico de grau 3, é isomorfo a D3, o grupo de simetrias de um triángulo equi- 
látero (veja o Exercício 7). Encontre uma bijeção dos elementos de 5; nos elementos de D; que preserve 
a operação. (Dica: a rotação R; de D; pode ser considerada uma permutação em $5 levando 1 em 2,2 em 
3e3em1.) 


. Em cada caso, determine se a estrutura da esquerda é ou náo um subgrupo do grupo da direita. Em caso 


negativo, justifique. (Perceba que S* denota < — {0}.) 

ха. [2;.:]; [Z;, +] 

xb. [P, +]; [R[x], +] onde P é o conjunto de todos os polinômios em x sobre R de grau = 3 

xc. [Z :J,[Q*, -] 
d. [A, +], [S, e], onde 5 é o conjunto de todas as bijegóes em N e A é o conjunto de todas as bijeções em 
N que levam 3 nele mesmo. 

- [Z, +) [MAZ), +] 

f. [K, +]; [R[x]. +] onde K é o conjunto de todos os polinômios em x sobre R de grau = k para algum 

k fixo 
в. [{0, 3, 6), +4); [Zi +] 


e 


Encontre todos os subgrupos distintos de [Z |, +») 
a. Mostre que o subconjunto 


«= 

a, = (1, 2) ° (3, 4) 
az = (1, 4) ° (2, 3) 
o, = (1, 3) ° (2, 4) 


forma um subgrupo do grupo simétrico $4. 
b. Mostre que o subconjunto 


О! 


a =i 

a, = (1, 2, 3, 4) 
a, = (1, 3) (2, 4) 
a, = (1,4, 3, 2) 
as = (1, 2) ° (3, 4) 
e, = (1, 4) (2, 3) 
a, = (2, 4) 

o, = (1, 3) 


forma um subgrupo do grupo simétrico 84. 


Encontre os elementos do grupo alternante A,. 


. Em cada caso, determine se a função dada é ou não um homomorfismo do grupo da esquerda no grupo 


da direita. Algum dos homomorfismos é também um isomorfismo? 
xa. [Z, +], [Z, +]; К) = 2 
xb. [R, +], [R, +]; Дх) = | 
же. [Rº,:), [R”, -] (onde К’ denota o conjunto de todos números reais não nulos); Дх) = lx] 
d. [Rix], +), [R, +]; Да + a, + o +ax+a)=0,+0, + a, 
e o for uma per, á 
e [Se n ii ire 
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14. Em cada item, determine se os grupos dados são ou não isomorfos. Em caso afirmativo, apresente uma 
função de isomorfismo. Em caso negativo, justifique. 
a. [Z, +], [12Z, +] (onde 122 = (12z|z e Z)) 
b. [Z., +5], [5Z, +] 
с. [5Z, +], [12Z, +] 
9. [5,, °], [Ze +] 
e. [lax + ay la, a, e В}, +],[С, +] 
f. [Ze +6), (5, e] 
g [Z +2), iS; °] 


15. a. Seja 5 = (1,-1]. Mostre que /S, .] é um grupo, onde . denota a multiplicação convencional de intei- 
ros. 
b. Seja f a função do grupo [S,, °] no grupo [5, .] dada por 
_ | 1 seafor par 
Ко) = ү se a for ímpar 


Mostre que f é um homomorhsmo. 


*16. Seja M? (Z) o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 da forma 


onde z e Z. 
a. Mostre que [M3 (2). ] é um grupo, onde * denota a multiplicação de matrizes. 
b. Seja uma função f : M2 (Z) — Z definida por 


Demonstre que/é um isomorfismo de [M$ (2), ] em [Z, +] 
c. Use [Z, +] para simular o cálculo de 


^ ilv à 


em [M3(Z),-]. 
d. Use [M3(Z), ] para simular o cálculo de 2 + 3 em [Z, 4 ]. 


17. Em qualquer grupo [G, .] mostre que 
а. i'-i b. (x)! = x para qualquer x e С. 


18. a. Mostre que qualquer grupo de ordem 2 é comutativo, construindo uma tabela de grupo para o con- 
junto (1, a), usando 1 como elemento neutro. 

b. Mostre que qualquer grupo de ordem 3 é comutativo, construindo uma tabela de grupo para o con- 
junto (1, a, b), usando 1 como elemento neutro. (Vocé pode admitir a associatividade.) 

c. Mostre que qualquer grupo de ordem 4 é comutativo, construindo uma tabela de grupo para o 
conjunto (1, a, b, с}, usando 1 como elemento neutro. (Você pode admitir a associatividade.) 
Existem quatro dessas tabelas, mas trés delas são isomorfas, devido a seus elementos receberem 
apenas rotulamentos diferentes. Encontre estes três grupos isomorfos e indique o novo rotu- 
lamento. Portanto, existem dois grupos essencialmente diferentes de ordem 4, e ambos são comuta- 
tivos. 


ж 19. Seja [S, .] um semigrupo. Um elemento i, є $ é um elemento neutro à esquerda se para qualquer x € 
S, ir. x = x. Um elemento i, є 5 é um elemento neutro à direita se para qualquerx € S,x ip = x. 
a. Mostre que se um semigrupo /$, .] tem ambos os elementos neutros à direita е à esquerda, então ele 
é um monóide. 
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b. Forneça um exemplo de um semigrupo finito com dois elementos neutros à esquerda e nenhum ele- 
mento neutro à direita. 

c. Forneça um exemplo de um semigrupo finito com dois elementos neutros à direita e nenhum elemen- 
to neutro à esquerda. 

d. Forneça um exemplo de um semigrupo sem elementos neutros à direita nem à esquerda. 


20. Seja [5, :] um monóide com elemento neutro i, e seja x e 5. Um elemento x;' em $ é um inverso à 
esquerda de x se хг! - x = i, Um elemento ху! em $ é um inverso à direita de x se x · ху = i. 
a. Mostre que se qualquer elemento em um monóide [5, -] tem tanto um inverso à esquerda quanto um 
inverso à direita, então [5, -] é um grupo. 
b. Seja 5 o conjunto de todas as funções f tais que f: N — №. Então 5 sob a composição de funções é um 
monóide. Defina uma função f e S por Дх) = 2x, x є N. Defina então uma função g e 5 por 


x/2 sexeN, x par 
g(x) = ; 
1 se xeN, x ímpar 


Mostre que g é uma inversa à esquerda de/. Além disso, mostre que/não tem inversa à direita. 
21. Para x um elemento do grupo /G, ./, podemos definir x” para qualquer inteiro positivo n como x! = x, x? 
= х.хе x" =x" , x paran > 2. Mostre que em um grupo finito [G, +], para сабах є G existe um inteiro 
positivo k tal que x* = i. 


22. Seja [G, .] um grupo e sejam x, y € G. Defina uma relacápem С c хфуж» gox qp а уг a 
algum g € G. 
a. Mostre que p é uma relacáo de equivaléncia em G. 
b. Prove que para cada x e G, [x] = [x] se, e somente se, G é comutativa. 


23. Seja [S, .] um semigrupo com inverso à esquerda i; (veja o Exercício 19) e com a propriedade de que 
para qualquer x € S, x tem inversa y tal que y. x = і. Demonstre que /S, .] é um grupo. (Dica: y também 
tem inversa à esquerda em S.) 


24. Mostre que se /S, .] é um semigrupo no qual as equações lineares a. x = be x.a = b são solucionáveis 
para quaisquer a, b є S, então [S, .] é um grupo. (Dica: Use o Exercício 23.) 


25. Demonstre que um semigrupo finito que satisfaz às leis do cancelamento à esquerda e à direita é um 
grupo. (Dica: Use o Exercício 23.) 


26. Mostre que um grupo /G, .] é comutativo se, e somente se, (х. y) = x^. y? para cada х,ує С. 
27. Mostre que um grupo /G, .] no qual x. x = i para todo x є С é comutativo. 


*28. a. Seja [G, .] um grupo e seja /S, .] e [T, .] subgrupos de [G, .]. Mostre que [5 N T, -] é um subgrupo de 


[G, 2. 
b. [SU T, -] é um subgrupo de [G, .]? Prove ou forneça um contra-exemplo. 


29. Seja [G, .] um grupo comutativo com subgrupos [5, -] e [7, -]. Seja ST = {s-t | s € $, t e T). Mostre que 
[S UT.] é um subgrupo de [G, .]. 


*30.Seja /G, .] um grupo comutativo com elemento neutro i. Para um inteiro positivo fixo k, seja B, = [x | X 
eG,x- i}. Mostre que [Bẹ .] é um subgrupo de /G, .]. 


31. Para qualquer grupo [G, .], o centro do grupo é A = (x e G|x:.g = g:xparatodo g e G}. 
a. Demonstre que /A, .] é um subgrupo de [G, .]. 
b. Encontre o centro do grupo de simetrias de um triángulo equilátero, [D,, .] (veja o Exercício 7). 
c. Mostre que С é comutativo se, e somente se, G = A. 
d. Sejam x e y elementos de G com x - y! є А. Mostre que x. y = y. х. 


32. a. Seja S4 o grupo das permutações em um conjunto А e seja a um elemento fixo de A. Mostre que o 
conjunto H, de todas as permutações em S4 que mantém a fixo forma um subgrupo de Sa. 
b. Se 4 tem n elementos, quanto vale IH? 
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33. a. Seja [G, .] um grupo de permutações no conjunto А C G, A 4 @. Mostre que [A, .] é um subgrupo de 
[G, .] se para cada x, y € A, x: y! € A. Este teste para subgrupos ás vezes é mais conveniente de ser 
usado do que o teorema dos subgrupos. 

b. Use o teste do item (a) para refazer o Exercício 30 acima. 


34. a. Seja [G, -] qualquer grupo de elemento neutro i. Para um a e G fixo, a? denota i e a™ denota (а"у!. 
Seja A = (a | z € Z}. Mostre que [A, -] é um subgrupo de G. 

O grupo [G, -] é um grupo cíclico se para algum a e G, A = (а: | z є Z} é todo o grupo G. Neste 
caso, a é o gerador de [G, -]. Por exemplo, 1 é um gerador para o grupo [Z, +]; perceba que a ope- 
ração é a adição. Portanto, 1 = 1, 11 = 1, | = 1+1 = 2,1 —-1-1*10-73,., 51 = (у = 
=; 1? = (Py! = 2; 1? = (Py! =-3,.... Todo inteiro pode ser escrito como uma potência inteira de 
1 e [Z, +] é cíclico com gerador 1. Mostre que o grupo [Z,, ++] é cíclico com gerador 2. 

€. Mostre que 5 também é gerador do grupo cíclico [Z,, +. 

d. Mostre que 3 é um gerador do grupo cíclico [Z,, +4). 


g 


x35. Seja [G, .] um grupo cíclico com gerador a (veja o Exercício 34). Mostre que G é comutativo. 


36. Seja [G, .] um grupo comutativo com elemento neutro i. Prove que a função f: С — С dada por fix) = x” é 
um isomorfismo. 


*37. a. Seja[S, .] um semigrupo. Um isomorfismo de Sem 5 é chamado um automorfismo em S. Seja Aut(S) 
o conjunto de todos os automorfismos em $ e mostre que Aut(S) é um grupo sob a composição de 
funções. 

b. Para o grupo [Z,, +4], encontre o conjunto de automorfismos e mostre sua tabela de grupo sob -. 


38. Seja fum homomorfismo do grupo G sobre um grupo H. Mostre que fé um isomorfismo se, e somente 
se, o único elemento de G que é levado no elemento neutro de H é o elemento neutro de G. 


39. Seja [G, .] um grupo e g um elemento fixo de G. Defina f: G — G por fix) = g - x- g! para qualquer x e 
G. Prove que/é um isomorfismo de G em G. 


Máquinas de Estado Finito 


As estruturas algébricas da seção anterior servem de modelo para várias operações aritméticas simples. No 
entanto, sabemos que a computação deve ir bem além de mera aritmética. Gostaríamos de ter um modelo que 
capturasse a natureza geral da computação. Talvez possamos começar por tomar versões simplificadas de um 
computador digital moderno. 

Um computador armazena as informações internamente de forma binária. A qualquer momento, o com- 
putador contém determinadas informações, de forma que sua memória interna contém algum padrão de dígi- 
tos binários, que chamaremos de estado do computador nesse momento. Como um computador contém uma 
quantidade finita de memória, existe um número finito (apesar de grande) de diferentes estados que ele pode 
assumir. Um relógio interno sincroniza as ações do computador. Em um ciclo do relógio, a entrada pode ser 
lida, o que pode mudar algumas das posições de memória e, portanto, mudar o estado da máquina para um 
novo estado. O que o novo estado representa depende da entrada, bem como do estado anterior. Se esses dois 
fatores forem conhecidos, a alteração é previsível e não aleatória. Como o conteúdo de certas células são dis- 
poníveis como saída, o estado da máquina determina sua saída. Desta forma, ao cabo de uma sucessão de ci- 
clos do relógio, a máquina produz uma seqüéncia de saídas em resposta a uma seqüéncia de entradas. 


Definição 


A máquina de estado finito é um modelo que retrata as características do computador descrito acima. Ao ler a 
definição, perceba as seguintes propriedades do comportamento de nossa máquina abstrata: 


1. As operações da máquina são sincronizadas por ciclos discretos do relógio. 

2. A máquina procede de uma forma determinística; isto é, suas ações em resposta a uma dada segiiên- 
cia de entrada são completamente previsíveis. 

3. A máquina responde a entradas. 

4. Existe um número finito de estados que a máquina pode alcançar. A qualquer momento, a máquina 
está em exatamente um desses estados. Qual o estado no qual ela estará a seguir é uma função do 
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estado atual e da entrada atual. O estado atual, no entanto, depende dos estados e entradas anteriores, 
enquanto que o estado anterior depende de seus estados e entradas anteriores e assim por diante, até 
chegarmos de volta à configuração inicial. Portanto, o estado da máquina a qualquer momento serve 
como uma espécie de memória das entradas anteriores. 

5. A máquina é capaz de produzir saídas. A natureza da saída é uma função do estado atual da máquina, 
o que significa que também depende das entradas anteriores. 


Definição: Máquina de Estado Finito 

М = [5, I. O,f,fo] é uma máquina de estado finito se 5 for um conjunto finito de estados, I for um con- 
junto finito de símbolos de entrada (o alfabeto de entrada), O for o conjunto finito de símbolos de saída (o 
alfabeto de saída) e f, e fo forem funções onde f,:S X 1 -> Sef,: S —> O. A máquina é sempre iniciada a fim 
de começar em um estado inicial fixo so. 


A função f, é a função do próximo estado. Ela leva pares (estado, entrada) em estados. Portanto, o estado 
no ciclo de relógio 1;,;, estado (t;,1), é obtido pela aplicação da função do próximo estado ao estado no ciclo f; 
e à entrada do ciclo f; 


estado (1) = f, (estado (t;), entrada (r,)) 
A função f, é a função de saída. Quando fọ é aplicada a um estado no ciclo ft; obtemos a saída do ciclo t; 
saída (t;)=fo (estado (t;)) 


Perceba que o resultado da função f, é obtido instantaneamente, mas o efeito da aplicação da função f, só se 
faz sentir no ciclo seguinte. 


Exemplos de Máquinas de Estado Finito 


Para descrever uma máquina de estado finito em particular, precisamos definir os três conjuntos e as duas funções 
que a definem. 


Uma máquina de estado finito M é descrita da seguinte maneira: S = (so, 51, $5), I= {0,1}, О = (0, 1). Como 
as duas funções f, e fo atuam em domínios finitos, elas podem ser definidas através de tabelas de estados, como 
na Tabela 8.1. A máquina M começa no estado so, que tem uma saída 0. Se o primeiro símbolo de entrada for 
um 0, o próximo estado da máquina é s;, que tem uma saída 1. 


Estado atual Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
5o 5i So 0 
S; 55 5, 1 
$, 55 So 1 
Tabela 8.1 


Se o próximo símbolo de entrada for 1, a máquina permanece no estado s;, com saída 1. Continuando 
esta análise, vemos que uma segiiência de entrada que consista em caracteres 01101 (lidos da esquerda para a 
direita) produz o seguinte efeito: 


Ciclo to tı t tz ta 15 
Entrada 0 1 1 0 1 = 
Estado So $51 5] sı s2 So 
Saída 0 1 1 1 1 0 


O O inicial da cadeia de saída é supérfluo — ele apenas reflete o estado inicial, e não o resultado de qualquer 
entrada. 
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De modo semelhante, a seqüéncia de entrada 1010 produz a saída 00111. 

Outra maneira de definir as funções f; e fo (na verdade, toda M) é através de um grafo direcionado cha- 
mado de grafo de estados. Cada estado de M com suas saídas correspondentes é o rótulo do vértice do grafo. 
A função de próximo estado é dada pelas arestas direcionadas do grafo, com cada aresta mostrando o(s) 
símbolo(s) de entrada que produz(em) a mudança de estado que ela representa. O grafo de estados de M apa- 
rece na Fig. 8.1. 


Figura 8.1 * 
PRATICA 34 Она! a seqüéncia de saída produzida pela máquina M do Exemplo 16 para a entrada 11001 ? ° 


PRATICA 35 Uma máquina M é dada pelo grafo de estados da Fig. 8.2. Forneça a tabela de estados de M. 


Figura 8.2 : 


PRATICA 36 Uma máquina M é descrita pela tabela de estados mostrada na Tabela 8.2. 
a. Desenhe o grafo de estados de M. 
b. Qual a saída correspondente à seqüéncia de entrada 2110? 


Estado Normal Próximo estado Saída 


Entrada atual 


0 1152 
50 So S S 0 
5, S So So 1 
Tabela 8.2 e 


A máquina do Exemplo 16 não é particularmente interessante. Se as máquinas de estado finito modelam 
os computadores do mundo real, elas devem ser capazes de realizar alguma coisa. Vamos tentar construir uma 
máquina de estado finito que some dois números binários. A entrada consiste em uma segiiência de pares de 
dígitos binários, cada um da forma 00, 01, 10 ou 11. Esses representam os bits do primeiro dos dois números 
a serem somados, lidos da direita para a esquerda. Portanto, os bits menos significativos dos números a serem 
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somados são fornecidos primeiro, e a saída fornece os bits menos significativos da resposta em primeiro lugar. 
Lembremo-nos dos fatos básicos acerca da adição binária: 


0 0 1 1 
0 1 0 1 
0 1 1 10 


(Perceba que na quarta adição há um vai-um para a próxima coluna.) 

Se pensarmos um segundo, veremos que pode haver quatro casos na adição de dois bits em qualquer 
coluna: (1) a saída deve ser O, sem vai-um; (2) a saída deve ser 0 mas com um vai-um para a coluna seguinte; 
(3) a saída deve ser 1 sem vai-um; e (4) a saída deve ser 1 com um vai-um para a próxima coluna. Represen- 
taremos estes casos pelos estados sy, S1, s? € з, respectivamente; so, como sempre, é o estado inicial. Já indica- 
mos a saída de cada estado, mas precisamos determinar o próximo estado baseados no estado atual e na entra- 
da. Por exemplo, suponha que estamos no estado s; e a entrada é 11. A saída para o estado atual é 0, mas há um 
vai-um, então na próxima coluna estaremos somando 1 + 1 + 1, que resulta em uma saída 1 e um vai-um. O 
próximo estado é s3. 


No somador binário que estamos construindo: 


a. Qual é o próximo estado para o estado atual s,e a entrada 11 ? 
b. Qual é o próximo estado para o estado atual s3 e a entrada 10? Ы 


Após considerarmos todos os casos, temos o grafo de estados completo da Fig. 8.3. А operação desta 
máquina ao somar dois números 011 e 101 (começando pelos bits de ordem baixa) pode ser acompanhada 
como a seguir: 


Saída = 0, sem vai-um Saída = 1, sem vai-um 


Saída = 0, vai-um Saída = 0, vai-um 


Figura 8.3 
Ciclo t, h f; t3 t4 
Entrada 11 10 01 00 
Estado so 51 8] 51 $2 
Saída 0 0 0 0 1 


A saída é 1000 quando ignoramos о O inicial, que não reflete a ação referente a qualquer entrada. Se conver- 
termos esta aritmética para a forma decimal, vemos que calculamos 3 + 5 = 8. Perceba a simetria desta má- 
quina com relação às entradas 10 e 01, refletindo que a adição binária é comutativa. 


PRÁTICA 38 Calcule a soma de 01110110 e 01010101 usando a máquina do somador binário da Fig. 8.3. . 
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Reconhecimento 


Já percebemos que uma determinada entrada pode afetar o comportamento de uma máquina de estado finito 
por mais do que apenas um ciclo do relógio. Devido a memória (limitada) das entradas anteriores representa- 
das pelos estados da máquina, podemos usar estas máquinas para reconhecer ou aceitar entradas. Podemos 
construir uma máquina para reconhecer, digamos produzindo uma saída 1, se a entrada fornecida correspon- 
de a uma certa descrição. (Esta operação é essencialmente a realizada por um analisador léxico, ou scan- 
ner, em um compilador. Cadeias de entradas são quebradas sem subcadeias reconhecíveis, e as subcadeias são 
então tratadas como unidades no próximo estágio do processo de compilação. O analisador léxico deve ser 
capaz de reconhecer, por exemplo, uma seqüéncia de símbolos de entrada que constituem uma palavra chave 
ou uma palavra reservada na linguagem de programação.) Em breve discutiremos com mais detalhes as capa- 
cidades de máquinas de estados finitos para fins de reconhecimento. Agora apenas construiremos alguns exem- 
plos. 


A máquina descrita na Fig. 8.4 é uma máquina para verificação de paridade. Quando a entrada recebida no 
ciclo f; contém um número par de 15, então a saída no tempo t+; é 1; caso contrário é O. 


Figura 8.4 


Suponha que desejamos projetar uma máquina que tenha uma saída 1 exatamente quando a cadeia recebi- 
da até o presente momento termina por 101. Como um caso especial, uma cadeia que consista apenas em 
101 deve ser tratada processando-se diretamente do estado inicial sy para os estados s1, ѕ e sz com saídas O pa- 
ra todos esses estados, exceto 5з, cuja saída é 1. Esta parte do projeto resulta na Fig. 8.5a. Esta figura mos- 
tra que desejamos estar no estado s; sempre que mais uma entrada 1 deva nos levar ao estado sz (com saída 
1); portanto, devemos estar em s; sempre que as duas últimas entradas tiverem sido 10, independentemente 
das entradas anteriores. Em particular, uma cadeia 1010 deve nos levar ao estado s2; portanto, a função de 
próximo estado para o estado s; e entrada O vale s». Analogamente, podemos usar s; para nos lembrar que o 
último símbolo da entrada que foi recebido foi 1 e que uma entrada 01 nos levaria ao estado sz. Em particular, 
1011 deve nos levar ao estado s;; portanto a função próximo estado para s; com entrada 1 vale у. O restante da 
funcáo do próximo estado pode ser determinado da mesma forma; a Fig. 8.5b mostra o grafo de estados com- 
pleto. 


(b) 


Figura 8.5 


Perceba que a máquina está no estado s; ao fim da entrada 0110 e também ao fim da entrada 011010 — 
na verdade, ao fim de qualquer entrada terminando por 10; ainda que sz nào seja capaz de distinguir entre essas 
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entradas. Cada estado de M representa uma classe de histórico de entradas indistinguíveis, sendo que s; re- 
presenta o estado de todas as entradas terminadas por 101. . 


Desenhe o grafo de estados para uma máquina que produza 1 como saída, exatamente quando a cadeia de entrada 
recebida termina por 00. ° 


Agora desejamos ver exatamente quais conjuntos as máquinas de estado finito podem aceitar. Lembre- 
se de que a aceitação é possível porque os estados da máquina têm uma memória limitada das entradas ante- 
riores. Apesar de a máquina ser finita, um sinal de entrada particular pode afetar o comportamento da máquina 
para sempre. No entanto, nem todo sinal de entrada pode fazer isto e algumas classes de entradas precisam que 
tantas informações sejam guardadas que nenhuma máquina pode detectá-las. 

Para evitar escrever saídas, vamos designar estes estados de uma máquina de estado finito cuja saída é 
1 por estados finais e representá-los no grafo de estados através de um círculo duplo. Podemos, então, dar a 
seguinte definição formal de reconhecimento, onde /* denota o conjunto de cadeias de comprimento finito sobre 
o alfabeto de entrada. 


Definição: Reconhecimento por Máquina de Estado Finito 

Uma máquina de estado finito M com alfabeto de entrada / reconhece ou aceita um subconjunto S de /* se 
M, começando no estado sy e processando uma cadeia de entrada a, termina em um estado final se, e so- 
mente se, &:&. S. 


Descreva os conjuntos reconhecidos pelas máquinas da Fig. 8.6. 


(d) 


Figura 8.6 
Conjuntos Regulares e o Teorema de Kleene 


Desejamos uma forma compacta e simbólica para descrever os conjuntos como os que aparecem na resposta 
da Prática 40. Descreveremos estes conjuntos através de expressões regulares; cada expressão regular descre- 
ve um conjunto em particular. Primeiro, definiremos o que sáo as expressóes regulares; em seguida veremos 
como uma expressão regular descreve um conjunto. Assumimos aqui que 7 é algum conjunto finito de símbo- 
los; mais tarde / será o alfabeto de entrada de uma máquina de estado finito. 
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Definições: Expressões Regulares sobre /, Conjunto Regular 
Expressões regulares sobre I são: 


1. O símbolo е o símbolo A, 
2. O símbolo i para qualquer i e I e 
3. As expressões (AB), (A v B) e (A)* se A e B são expressões regulares 


(Esta definição de uma expressão regular sobre / é mais um exemplo de definição recursiva.) 
Além disso, qualquer conjunto representado por uma expressão regular de acordo com as conven- 
ções estabelecidas abaixo é chamado de conjunto regular: 


1. f representa o conjunto vazio, 
2. A representa o conjunto {А} contendo a cadeia vazia, 
3. i representa [i], 
4. Para as expressóes regulares A e B: 
a. (AB) representa o conjunto de todos os elementos da forma «опе « pertence ao conjunto re- 
presentado por A e B pertence ao conjunto representado por B. 
b. (A X. B) representa a união dos conjuntos A e B. 
c. (А)* representa o conjunto de todas as concatenações dos elementos do conjunto A. 


Percebemos que A, a cadeia vazia, é um elemento do conjunto representado por A*. Ao escrevermos expres- 
sões regulares, podemos eliminar os parênteses quando isto não causar ambigüidades. 

Em nosso texto, seremos um pouco negligentes, e diremos o "conjunto regular" 0* v 10 ao invés de "o 
conjunto representado pela expressáo regular 0* v 10". 


Eis algumas expressões regulares e uma descrição dos conjuntos que cada uma representa. 


а. 1'0(01) a'. Qualquer número (incluindo nenhum) de 1 s, seguido por um simples 0, se- 
guido por qualquer número (incluindo nenhum) de pares 01. 

b. 0v1’ b'. Um único 0 ou qualquer número (incluindo nenhum) de 15. 

с. (0v 1) c'. Qualquer cadeia de Os e 15, incluindo A. 

d. 11(10)'11)' (00) d'. Uma cadeia não-vazia de pares de Is intercalados por qualquer número (in- 
cluindo nenhum) de pares 10, seguido por pelo menos um 0 ° 


Quais cadeias pertencem ao conjunto descrito pelas expressões regulares? 


a. 10100010; (0*10)* 
b. 011100; (0 v (11y5* 
c. 000111100; (011 v 11 )*(00y** : 


Escreva expressóes regulares para os conjuntos aceitos pelas máquinas da Prática 40. ° 


Um conjunto regular pode ser descrito por mais de uma expressão regular. Por exemplo, o conjunto de 
todas as cadeias de Os e 1 s, que já sabemos do Exemplo 19c que pode ser descrito por (0 v 1 )* também é des- 
crita pela expressão regular [(0 v 1%) v (01)']". Podemos, então, escrever a equação 


(0 v D' = 0 v 1) v (0051 


Apesar de podermos aceitar com facilidade esta equação em particular, pode ser muito difícil decidir em geral 
quando duas expressões regulares são iguais, isto é, quando elas representam o mesmo conjunto. Um algorit- 
mo eficiente para esta tarefa ainda não foi encontrado. 

Apresentamos os conjuntos regulares porque, como veremos adiante, eles são exatamente os conjuntos 
que as máquinas de estado finito podem reconhecer. Este resultado foi demonstrado pela primeira vez pelo 
matemático americano Stephen Kleene, em 1956. Enunciamos seu teorema abaixo, mas não apresentamos a 
demonstração. 


Teorema de Kleene 
Qualquer conjunto reconhecido por uma máquina de estado finito é regular, e qualquer conjunto regular 
pode ser reconhecido por uma máquina de estado finito. 
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O teorema de Kleene estabelece as limitações, bem como as capacidades, de máquinas de estado fini- 
to, pois existem certamente diversos conjuntos que não são regulares. Por exemplo, 5 = {0"1" i n = 0) não 
é regular onde a” significa uma cadeia com n cópias de a. (Perceba que 0*1* não faz a mesma coisa.) Pelo 
teorema de Kleene, não há máquina de estado finito capaz de reconhecer S, a despeito de S se parecer um 
conjunto simples e, certamente, nós humanos sermos capazes de contar uma cadeia de Os seguida de uma ca- 
deia de 15 para então verificar se o número de Os é o mesmo do de ls. Esta falha sugere uma deficiência em 
nosso uso de máquinas de estado finito como modelos para a computação. Investigaremos isto mais adiante na 
Seção 8.3. 


Minimização da Máquina 


Apesar de termos tratado as máquinas de estado finito como abstrações, dispositivos eletrônicos (como 
os elementos lógicos da Seção 7.2 e outros) podem ser usados para construir circuitos que funcionem como 
máquinas de estado finito. Se desejarmos construir uma máquina física, o número de estados internos é um 
fator de custo para a construção. A minimização é o processo para encontrar, para uma dada máquina de esta- 
do finito M, uma máquina M' com duas propriedades: 

1. Se M e M'são ambas iniciadas em seus respectivos estados iniciais e recebem a mesma seqüéncia a 

de símbolos de entrada, elas devem produzir a mesma seqüéncia de saída. 

2. M' tem, se possível, menos estados que M (se não for possível, M já é uma máquina mínima e não 

pode ser mais reduzida). 


Estados Inalcancáveis 


Primeiro, vamos observar que podemos remover quaisquer estados inalcancáveis de M, os estados que 
não podem ser alcançados a partir do estado inicial independentemente de que sequência de entrada ocor- 
ra. 


Seja M dada pela tabela de estados da Tabela 8.3. Apesar da tabela de estados conter a mesma informação do 
grafo de estados (Fig. 8.7), o grafo nos mostra de forma imediata que o estado s» nunca pode ser alcançado a 
partir do estado sy. Se simplesmente removermos o estado s», teremos o grafo de estados da Fig. 8.8 para uma 
máquina М com um estado a menos que M e que funciona exatamente como М; isto é, fornece a mesma saída 
que M para uma mesma cadeia de entrada. 


Estado atual Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
So Si 53 0 
5; $4 So 0 
s 5i 53 1 
53 So Sı 1 
Tabela 8.3 


Figura 8.7 Figura 8.8 
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PRÁTICA 43 


PRÁTICA 44 


PRÁTICA 45 


Quais estados são inalcançáveis a partir de sy na máquina descrita pela Tabela 8.4? Tente obter sua resposta 
diretamente da tabela de estados. 


Estado atual Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
So 5, Sa 0 
5, 54 5, 1 
ES $5 5, 1 
53 55 8i 0 
Sa So So 1 
Tabela 8.4 г 


Como o grafo de estados de uma máquina de estado finito é um grafo direcionado, ele tem uma matriz 
de adjacências associada. O algoritmo de Warshall (Seção 5.3) pode ser usado para detectar estados 
inalcançáveis. 


Um Procedimento para Minimização 


Assumindo que todos os estados inalcançáveis foram removidos de M, podemos continuar a procurar por uma 
máquina reduzida М'. A chave para se encontrar uma M' reduzida, se existir, é a noção de estados equivalen- 
tes. 


Definição: Estados Equivalentes 
Dois estados s; e s; de M são equivalentes se para qualquer a e P,f(s» а) = f,(s, а), onde Г* mais uma vez 
denota o conjunto das cadeias de comprimento finito sobre o alfabeto de entrada. 


Nesta definição de estados equivalentes, a definição de função de saída foi estendida a fim de denotar a 
seqüéncia de símbolos de saída obtida pela aplicação repetida de fo, a uma sequência a de símbolos de entrada. 
Portanto, estados equivalentes de um procedimento da máquina produzem cadeias de saídas idênticas para 
qualquer cadeia de entrada. 


Demonstre que a equivalência de estados é uma relação de equivalência nos estados de uma máquina 


Por ora, vamos adiar o problema de como identificar os estados equivalentes de uma dada máquina. Vamos 
simplesmente admitir que tenhamos, de alguma forma, encontrado os estados que são equivalentes e tenha- 
mos particionado os estados de M em classes de equivalência. Essas classes têm duas propriedades: (1) Todos 
os estados na mesma classe têm a mesma saída, e (2) para cada símbolo de entrada, todos os estados na mesma 
classe são levados pela função próximo estado em estados que estão na mesma classe. 


Mostre que as propriedades (1) e (2) são satisfeitas quando M é particionada em classes de estados equivalen- 
tes. Е 


Definimos uma máquina M' cujos estados são as classes de equivalência de M. M' tem os mesmos alfa- 
betos de entrada e saída que M, e seu estado inicial é a classe que contém so o estado inicial de M. A saída de 
uma classe é o símbolo de saída comum a todos os estados de M em sua classe (propriedade 1). O próximo 
estado da classe X devido a um símbolo de entrada é a classe que contém todos os estados seguintes a todos os 
estados da classe X devidos ao mesmo símbolo de entrada (propriedade 2).M'é uma máquina bem-definida e 
produz as mesmas cadeias de saída ao processar uma dada cadeia de entrada que M. Além disso, o número de 
estados de M' (classes de equivalência de M) não será maior que o número de estados de M. 

O problema de minimização de M reduz-se, portanto, ao problema de encontrar os estados equivalentes 
de M. Podemos constatar que a abordagem óbvia de tentar satisfazer diretamente a definição de estados equi- 
valentes não funciona. Dados dois estados s; e s; de M, não podemos comparar de fato as saídas corresponden- 
tes a cada cadeia de entrada possível. Felizmente, o problema não é tão infinito quanto parece; precisamos 
apenas identificar os estados k-equivalentes. 


EXEMPLO 21 


EXEMPLO 22 
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Definição: Estados k-Equivalentes 
Dois estados s; e s; de M são k-equivalentes se para qualquer @ € f onde а não tem mais do que k símbo- 
los, falsa 0) = fs а). 


Está claro que a k-equivalência é uma relação de equivalência nos estados de M. É possível verificar 
diretamente se dois estados de M são k-equivalentes, uma vez que podemos produzir o número finito de cadei- 
as de entrada contendo no máximo k símbolos. No entanto ocorre que não precisamos fazer isto. Podemos 
começar encontrando os estados 0-equivalentes, que são os estados que produzem a mesma saída para cadeias 
de entrada de tamanho 0, isto é, estados que contêm os mesmos símbolos de saída. Portanto, podemos definir 
as classes de O-equivaléncia diretamente da definição de M. 


Seja M definida pela tabela de estados da Tabela 8.5. (Nesta tabela, escrevemos 0, 1, 2, ... para denotar os 
estados, no lugar de usar so, s; S2.. .) As classes de O-equivaléncia dos estados são 


{0,2,5} e {1,3,4,6} 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 2 3 0 
1 3 2 1 
2 0 4 0 
3 1 5 1 
4 6 5 1 
5 2 0 0 
6 4 0 1 
Tabela 8.5 s 


Nosso procedimento para encontrar os estados k-equivalentes é recursivo, sabemos como encontrar os 
estados O-equivalentes e mostraremos como encontrar os estados k-equivalentes, uma vez que já tenhamos os 
estados (k — l)-equivalentes. Suponha, então, que já sabemos quais estados são (k — 1 (-equivalentes. Se os 
estados s; e 5, são k-equivalentes, eles devem produzir a mesma saída para qualquer cadeia de entrada com no 
máximo k símbolos, em particular, para qualquer cadeia com no máximo k — 1 símbolos. Portanto, s; е s; de- 
vem ser pelo menos (K — 1)-equivalentes. Mas eles precisam também produzir a mesma saída para cadeias de 
entrada com comprimento k. 

Uma cadeia de entrada arbitrária de comprimento k consiste em um único símbolo de entrada seguido de 
uma cadeia de entrada de comprimento k — 1. Se aplicarmos uma cadeia de entrada de comprimento k aos 
estados s; e s; (que têm os mesmos símbolos de saída), o primeiro símbolo de entrada altera os estados s; e sj- 
para s;e s; então s; e s; devem produzir cadeias de saídas idênticas para os demais k — 1 símbolos da cadeia de 
entrada, o que certamente acontecerá se s;. e s; forem (k — 1 )-equivalentes. Portanto, para encontrar estados k- 
equivalentes, buscamos estados (k — 1)-equivalentes cujos próximos estados devidos a qualquer símbolo de 
entrada são (К — 1)-equivalentes. 


Considere novamente a máquina M do Exemplo 21. Sabemos quais são os estados O-equivalentes. Para en- 
contrar os estados 1-equivalentes, procuramos os estados O-equivalentes cujos próximos estados sejam tam- 
bém 0-equivalentes. Por exemplo, os estados 3 e 4 são O-equivalentes; sob o símbolo de entrada 0, eles passam 
aos estados 1 e 6, respectivamente, que são estados O-equivalentes e, sob o símbolo de entrada 1, ambos pas- 
sam ao estado 5 que é, naturalmente, O-equivalente a ele mesmo. Portanto, os estados 3 e 4 são 1-equivalentes. 
Mas os estados 0 e 5, que são O-equivalentes, sob o símbolo de entrada 1, passam aos estados З e 0, respecti- 
vamente, que não são 0-equivalentes. Portanto os estados О e 5 não são 1-equivalentes; а cadeia de entrada 1 
produz uma saída 01 a partir do estado O e 00 a partir do estado 5. As classes de 1-equivalência de M são 


(0,2), (5), {1,3,4,6} 


Para encontrar os estados 2-equivalentes, procuramos por estados 1 -equivalentes com estados seguintes 
também 1-equivalentes. Portanto, os estados 1 e 3, apesar de 1-equivalentes, sob a entrada 1, passam aos esta- 
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dos 2 e 5, respectivamente, que não são estados 1-equivalentes. Portanto, os estados 1 e 3 não são 2-equivalen- 
tes. As classes de 2-equivalência de M são: 


(0,2), (5), (1,6), (3,4) 


As classes de 3-equivaléncia de M sáo as mesmas que as classes de 2-equivaléncia. . 


Definicáo: Refinamento de uma Particáo 
Dadas duas partições 7f, € 7; е um conjunto 5, 4r é um refinamento de 3 


se cada bloco de 9% for um 
subconjunto de um bloco de #5, 


No Exemplo 22, cada partição sucessiva dos estados de М em classes de equivalência é um refina- 
mento da partição anterior. Este refinamento sempre acontece; estados k-equivalentes também precisam 
ser (k — l)-equivalentes, de forma que os blocos da partição k — 1 podem ser mais subdivididos. No en- 
tanto, o processo de subdivisão não pode continuar indefinidamente (no pior caso, ele pode prosseguir 
até que cada bloco da partição contenha apenas um estado); em algum momento os estados (k — 1)-equi- 
valentes e k-equivalentes coincidirão. (No Exemplo 22, os estados 2-equivalentes e 3-equivalentes coinci- 
dem.) Uma vez que isto ocorra, todos os estados seguintes dos elementos de um bloco da partição sob qual- 
quer símbolo de entrada estão dentro de um bloco da partição. Portanto, os estados k-equivalentes são também 
estados (К + 1 )-equivalentes e (К + 2)-equivalentes e assim por diante. Portanto, esses estados são equivalen- 
tes. 

O procedimento total para encontrar estados equivalentes deve começar com os estados O-equivalentes, 
então achar os estados 1-equivalentes e assim por diante, até que a partição não seja mais subdividida. Uma 
pseudodescrição deste algoritmo é dada a seguir. 


ALGORITMO Minimiza 


procedure Minimiza (M: tabela da máquina de estado finito); 
{produz uma versão minimizada de M} 


var 
flag: boolean; (flag para saída do laço quando estados não-equivalentes são encontrados) 


begin 
encontre os estados O-equivalentes de M; 
repeat 
while existem classes ainda não-testadas do 
begin 
selecione classe de equivalência ainda não-testada; 
while ainda existem pares de estados não-testados do 
begin 
selecione um par de estados não-testado na classe atual; 
flag := false; 
while ainda existem símbolos de entrada não-testados and not flag do 
begin 
selecione um símbolo de entrada ainda não-testado; 
para ambos os estados no par atual, encontre o próximo estado sob o símbolo de entrada 


atual; 
if próximos estados não são equivalentes then 
flag := true; 

end; 


if flag then 
marque os estados correntes como classes diferentes; 
end; 
forme novas classes de equivalência; 
end; 
until o novo conjunto de classes de equivalência = o conjunto anterior de classes de equivalência; 
end; 
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EXEMPLO 23 Para a máquina M dos Exemplos 21 e 22, a máquina reduzida M' terá estados 


cow 


A tabela de estados de M' (Tabela 8.6) é obtida a partir da de M. A máquina M' (que é iniciada no estado A) 
reproduz a saída de M para qualquer cadeia de entrada, mas tem quatro estados, ao invés de sete. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
A A D 0 
B A A 0 
C D A 1 
D C B 1 
Tabela 8.6 $ 


EXEMPLO 24 Vamos minimizar M onde M é dada pela tabela de estados da Tabela 8.7. As classes de 0-equivalência de M são 
(0,2,4),(1,3) 
As classes de 1-equivaléncia de M são 


103,62,4),(1,3] 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 

0 3 1 1 

1 4 1 0 

2 3 0 1 

3 2 3 0 

4 1 0 1 
Tabela 8.7 


Náo é possível qualquer refinamento. Seja 


A máquina reduzida é mostrada na Tabela 8.8. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
А C C 1 
В С А 1 
C B C 0 


Tabela 8.8 . 
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PRATICA 46 Minimize as máquinas cujas tabelas de estados são mostradas nas Tabelas 8.9 e 8.10. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 2 1 1 
1 2 0 1 
2 4 3 0 
3 2 3 1 
4 0 1 0 
Tabela 8.9 . 


Estado atual | Próximo Estado | Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 1 3 1 
1 2 0 0 
2 1 3 0 
3 2 1 0 
Tabela 8.10 . 
Revisão da Seção 8.2 
Técnicas 
e Avaliar a cadeia de saída de uma dada máquina de estados finitos e uma dada cadeia de entra- 
da 


* Desenhar um grafo de estado a partir de uma tabela de estados e vice-versa 

* Construir uma máquina de estado finito para aceitar um determinado tipo de entrada 
* Encontrar uma expressão regular dada a descrição do conjunto regular 

* Determinar se uma dada cadeia pertence ou não a um conjunto regular 

* Minimizar máquinas de estado finito. 


Idéias Principais 


Máquinas de estado finito têm um modo de operação síncrono e determinístico, e capacidade de memória li- 
mitada. 


A classe dos conjuntos que as máquinas de estado finito podem reconhecer é a classe de todos os conjuntos 
regulares; portanto, sua capacidade de reconhecimento é limitada. 


Estados inalcançáveis podem ser removidos da máquina. 


Após removermos os estados inalcançáveis de uma máquina, podemos encontrar uma versão minimizada da 
máquina que produza as mesmas cadeias de saída para qualquer entrada. 


Exercícios 8.2 


x1. Para cada seqüéncia de entrada e máquina dadas, determine a ѕедіёпсіа de saída correspondente (о esta- 
do inicial é sempre so). 
a. 011011010 
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b. abccaab 
Estado atual Próximo estado Saída 
Entrada atual 
abc 

So S So S a 

51 $9 S $ Ь 

5, S> So $ а 

5; Si S $ c 

Tabela 8.2 E 

c. 0100110 


2. a. Para a máquina descrita no Exercício l(a), encontre todas as seqüéncias de entrada que geram uma 
sequência de saída 0011110. 


b. Para a máquina descrita no Exercício 1(b), encontre todas as sequências de entrada que geram uma 
seqüéncia de saída abaaca. 


c. Рага a máquina descrita no Exercício I(c), qual será a saída para uma seqüéncia de entrada a,4,a,a,a; 
onde 2, є (0,1), 1 i 5? 


Nos Exercícios 3 a 6, escreva a tabela de estados para a máquina e determine a seqüéncia de saída para a se- 
qüéncia de entrada dada. 


3. 00110 
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4. 1101100 


*5. 01011 


6. acbabc 


Nos Exercícios 7 a 10, desenhe o grafo de estados para a máquina e determine a seqüéncia de saída para a 
seqüéncia de entrada dada 


7. 10001 


Estado atual Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
So S9 5, 1 
5, Ss So 0 


$2 Sg $ 0 
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8. 0011 
Estado atual | Próximo Estado | Saída 
Entrada atual 
0 1 
5о $5 $3 0 
5, So $ 1 
S Si $5 0 
$3 Si $5 1 
49. acbbca 
Estado atual Próximo estado | Saída 
Entrada atual 
abc 
So S 54 $ 0 
5; $5 $› бү 0 
52 So S2 $; 1 
10. 21021 
Estado atual | Próximo estado Saída 
Entrada atual 
0 1 2 
So 55 $059 1 
5| $4 So Si 2 
5, S S S 0 
53 Si 54 So 0 
54 Si S4 5 2 


11. Construa uma máquina de estado finito que calcule x + 1 onde x é dado na forma binária, com o bit- 
menos significativo primeiro. 


12. a. Construa uma máquina de estado finito que calcule o complemento a 2 de p, onde p é um ná- 
mero binário entrado com seus bits menos significativos primeiro. (Veja o Exercício 10, Secáo 


7.2.) 
b. Use a máquina do item (a) para encontrar o complemento а 2 de 1100е 1011. 


*13. a. Construa uma máquina de retardo que tenha alfabetos de entrada e de saída (0, 1) que, 
para qualquer seqüéncia de entrada ajaza; . . ., produz uma seqüéncia de saída de 00 
аааз. .. 

b. Explique (intuitivamente) porque não podemos construir uma máquina de estado finito que, para 
qualquer entrada a;azas. . ., produza a sequência de saída баба баз... 


x 14. Você tem uma conta no Banco Nacional do Lucro Certo (BNLC) е um cartão para operar sua conta 
bancária. Uma vez introduzido seu cartão, a máquina do banco permite processar uma transação a- 
penas se você entrar seu código correto, que é 417. Desenhe um grafo de estados para uma máqui- 
na de estado finito desenhada para reconhecer este código. O alfabeto de saída deve ter três símbo- 
los de saída: "bingo" (código correto), "aguarde" (correto também) e "inválido" (código incorreto). O 
alfa-beto de entrada é (0, 1, 2,..., 9). Para simplificar a notação, podemos nos referir a uma aresta por 
1-{3 |}, por exemplo, que significa que a máquina percorrerá esta aresta para qualquer símbolo de en- 
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15. 


16. 


17. 


trada que não seja o 3. (No BNLC, você tem apenas uma chance de entrar seu código corretamen- 
te.) 


Construa máquinas de estado finito que aceitem as entradas dadas, produzindo uma saída 1 exatamente 
quando a entrada recebida satisfizer a descrição. (O alfabeto de entrada e saída em todos os casos é (0, 


. conjunto de todas as cadeias onde o número de Os é múltiplo de 3 

. conjunto de todas as cadeias contendo pelo menos quatro Is 

. conjunto de todas as cadeias contendo exatamente um 1 

. conjunto de todas as cadeias começando por 000 

. conjunto de todas as cadeias onde a segunda entrada é O e a quarta entrada é 1 
conjunto de todas as cadeias que consistem exclusivamente em qualquer número (inclusive nenhum) 
de pares 01 ou que consistam exclusivamente em dois Is seguidos por qualquer número (inclusive 
nenhum) de Os 

g. conjunto de todas as cadeias terminando por 110 

h. conjunto de todas as cadeias contendo 00 


гъ o 20 cp 


Um parágrafo de texto em português deve ser analisado lexicamente e o número de palavras começando 
por "соп" deve ser contado. Projete uma máquina de estado finito que gera como saída 1 sempre que 
uma palavra deste tipo é encontrada. O alfabeto de saída é (0, 1). O alfabeto de entrada é constituído das 
26 letras, um número finito de símbolos de pontuação (ponto, vírgula etc.) e um caracter especial 8 que 
representa o espaço. Para simplificar a descrição, você pode usar /-/т/ para denotar, por exemplo, qual- 
quer símbolo de entrada exceto т. 


a. Em uma certa linguagem de computador (BASIC, por exemplo), qualquer número decimal N precisa 
ser representado em uma das formas a seguir: 


sd* sd*.d* d* d*.d* (1) 


onde s denota o sinal (i.e., s e {+,—}), dé um dígito (i.e., d e (0, 1,2,.. ., 9)), e d* denota uma 
cadeia de dígitos onde a cadeia pode ser de qualquer tamanho, inclusive zero (a cadeia vazia). Por- 
tanto, a seguir, temos exemplos de representação de números decimais: 


+ 274 -.58 129 * 


Projete uma máquina de estado finito que aceite námeros decimais válidos produzindo uma saída 1. 
Os símbolos de entrada são +, —, . e os 10 dígitos. Para simplificar a notação, podemos usar d para 
denotar qualquer símbolo de entrada que seja um dígito. 

b. Modifique a máquina do item (a) para aceitar qualquer seqüéncia de námeros decimais, como 
definido no item (a), separados por vírgulas. Por exemplo, uma máquina deste tipo deve acei- 
tar 


+ 2.74, -.58, 129, + 


O alfabeto de entrada deve ser o mesmo do item (a) com a inclusáo do símbolo c para representar a 
vírgula. 


c. Em Pascal, um nümero decimal deve ser representado de forma semelhante que em BASIC, 
exceto que o ponto decimal deve ser precedido por pelo menos um dígito. Escreva uma 
expressão semelhante à expressão (1) do item (a) para descrever a forma válida para um 
número decimal. Como você modificaria a máquina do item (a) para reconhecer este tipo de núme- 


ro? 


x18. Seja M uma máquina de estado finito com n estados. O alfabeto de entrada é {0}. Mostre que para qual- 


19. 


quer seqüéncia de entradas que seja grande o suficiente, a saída de M será, em algum momento, periódi- 
ca. Qual o número máximo de entradas antes da parte periódica começar a ocorrer? Qual o tamanho 
máximo do período? 


Forneça uma expressão regular para o conjunto aceito por cada uma das máquinas de estado finito da 
figura abaixo. 
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Exercício 19 


20. Forneça uma expressão regular para o conjunto aceito por cada uma das máquinas de estado finito das 
tabelas abaixo. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
So 5у S 0 
5, SS, 0 
5 5 5 1 
$4 8, 54 0 
(a) 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
So 53 5 1 
5, SS 1 
$; 5 8 0 
$4 So 5 0 


(b) 
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21. 


x22. 


23. 


x24. 


25. 


26. 


x27. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
$9 So $ 1 
5j $4. 5 1 
$5 S3 5; 0 
5з 5з 53 0 
54 55 $; 0 
Ss 5 S 1 
(с) 


Forneça uma expressão regular рага os seguintes conjuntos: 
a. conjunto de todas as cadeias de Os e Is começando por О e terminando por 1 
b. conjunto de todas as cadeias de Os e 1 s que tenham um número ímpar de Os 
жс. (101, 1001, 10001, 100001,...) 
d. conjunto de todas as cadeias de Os e Is contendo pelo menos um O 
e. conjunto de todas as cadeias de as e bs onde cada a é seguido por dois bs 
f. conjunto de todas as cadeias de Os e Is contendo exatamente dois Os 


As cadeias dadas pertencem aos conjuntos regulares? 
a. 01110111; (1°01)(11 v 09 

b. 11100111; [(1'0) v O'11]' 

с. 011100101; 01"10*(11*0y 

d. 1000011; (10º v 11y (071) 


Escreva uma expressão regular para o conjunto de todas as cadeias alfanuméricas começando por uma 
letra. (O conjunto de identificadores válidos de FORTRAN é um subconjunto deste conjunto.) 


Escreva uma expressáo regular para o conjunto de todas as expressóes aritméticas indicando a adigáo ou 


subtração de dois inteiros positivos. 


4 : x К R : 
a. Demonstre que se А é um conjunto regular, então o conjunto regular А“ que consiste em todas as 


cadeias de A revertidas, também é regular, 


b. Para qualquer cadeia о, seja af a cadeia revertida. Você acha que o conjunto { œa? | a e Г} é regular? 


Demonstre que, se A é um conjunto regular cujos símbolos pertencem ao alfabeto І, então /* — A é um 


conjunto regular. 


Identifique quaisquer estados inalcangáveis de cada máquina M na tabela a seguir. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
So S So 0 
5, 5; К 1 
5, S 50 1 
(а) 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


abc 
So Si $9 53 0 
5, $4 $4 So 1 
5, $4 $5 $i 0 
53 S S 50 0 


x28. Minimize M. 


29. Minimize M. 


30. Minimize M. 


31. Minimize M. 


Estado atual | Próximc Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 3 6 1 
1 4 2 0 
2 4 1 0 
3 2 0 1 
4 5 0 1 
5 3 5 0 
6 4 2 1 
Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 5 3 1 
1 5 2 0 
2 1 3 0 
3 2 4 1 
4 2 0 1 
5 1 4 0 
Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 1 2 0 
1 2 3 1 
2 3 4 0 
3 2 1 1 
4 5 4 1 
5 6 7 0 
6 5 6 1 
7 8 1 0 
8 7 3 0 
Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 7 1 1 
1 0 3 1 
2 5 1 0 
3 T 6 1 
4 5 6 0 
5 2 3 0 
6 3 0 1 
7 4 0 0 
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32. Minimize M. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
0 1 3 0 
1 2 4 1 
2 5 4 0 
3 1 2 2 
4 2 1 1 
5 4 0 2 


x33. Minimize M. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


а b с 
0 1 4 0 1 
1 4 2 3 0 
2 3 4 2 1 
3 4 0 1] 0 
4 1 0 2 0 


34. Minimize M. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
0 1 3 0 
1 2 0 0 
2 0 3 0 
3 2 1 0 


35. Minimize М. 


Estado atual | Próximo Estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
0 1 3 1 
1 2 0 0 
2 4 3 1 
3 0 1 1 
4 2 4 0 


Máquinas de Turing 


Na seção anterior vimos que, como 5 = [0"1" | n = 0) não é um conjunto regular, o teorema de Kleene nos diz 
que ele não é reconhecido por qualquer máquina de estado finito. Não demonstramos, na verdade, que S não 
é um conjunto regular; apenas percebemos que não somos capazes de obter uma expressão regular para ele. 
Usaremos uma abordagem ligeiramente diferente. 

Suponha que S é aceita por uma máquina de estado finito M com m estados. Então todas as cadeias de 5, 
e apenas cadeias de S, levam M de seu estado inicial até seu estado final. Agora vamos executar M um deter- 
minado número de vezes para entradas A, 0, 0?, 0º,..., 0". Ao fim do processamento dessas m + 1 cadeias, М 
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estará em algum estado. Como M tem apenas m estados distintos, deve haver pelo menos duas cadeias dessa 
lista, digamos 0º e 0º, v = w, que levam M do estado inicial a um mesmo estado. (Isto é, na verdade, uma 
aplicação do princípio da casa do pombo do Cap. 3, onde os itens são as cadeias de entrada e as casas nas quais 
devemos colocar os itens são os estados nos quais M está após processar as cadeias.) Como M aceita S, a ca- 
deia de entrada 0*1* faz com que M termine em um estado final. Mas como M está no mesmo estado após 
processar 0“ que depois de processar 0°, a cadeia 0" 1”, que não pertence a S, levará M ao mesmo estado final. 
Esta contradição mostra que não existe máquina de estado finito que aceite 5. 

Provavelmente consideramos nós mesmos como máquinas de estado finito e imaginamos que nossos 
cérebros, que são compostos por um grande número de células, podem ter apenas um número finito, apesar de 
bem grande, de configurações ou estados. Temos certeza, no entanto, que se alguém nos apresentar uma ca- 
deia arbitrariamente grande de Os seguida de uma cadeia arbitrariamente grande de 15, podemos determinar se 
os números de Os e Is são os mesmos. Vamos imaginar alguma técnica que podemos usar. 

Para pequenas cadeias de Os e Is, podemos apenas olhar a cadeia e obter a resposta. Portanto podemos 
dizer sem dificuldade que 000111 є Se que 00011 € S. No entanto, a cadeia 


0000000000000001111111111111111 


requer que usemos outro procedimento, provavelmente reordenando ou contando os símbolos. Podemos con- 
tar o número de Os recebidos e quando recebermos o primeiro 1, escrevemos o número de Os encontrados (ou 
o memorizamos) para futura comparação, e então começamos a contar os 1 s. (Este é o processo que fazemos 
mentalmente para pequenas cadeias.) 

No entanto, fizemos uso de alguma memória extra, pois quando terminamos de contar os 1 s precisamos 
recuperar o número Os encontrados para realizar uma comparação. Mas este tipo de recuperação de informa- 
ções é o que as máquinas de estado finito não são capazes de fazer; sua única capacidade de lembrar a entrada 
é ter tido seu estado alterado por um determinado símbolo de entrada. Já vimos que uma máquina de estado 
finito não é capaz de "lembrar" 0" para n arbitrariamente grande porque excede o número de estados. De fato, 
se tentarmos resolver este problema em um computador real, encontraremos a mesma dificuldade. Se 
incrementarmos um contador sempre que lermos um 0, podemos chegar a um estouro (overflow) porque nos- 
so contador pode crescer demais. Para processar 0” 1” para valores de n arbitrariamente grandes, precisamos de 
uma quantidade ilimitada de memória auxiliar para armazenar o valor de nosso contador, o que, na prática, 
não existe. 

Outra maneira pela qual os humanos resolvem o problema de aceitar cadeias de S é esperar até que toda 
a cadeia tenha sido entrada. Então vamos a um extremo da cadeia e cortamos um 0, passamos ao outro extre- 
mo e cortamos um 1 e continuamos este procedimento de idas e vindas até esgotarmos os Os ou 1 s. A cadeia 
pertence a $ se, e somente se, esgotarmos ambos ao mesmo tempo. Apesar desta abordagem parecer diferente 
da anterior, ela ainda exige que armazenemos cada um dos símbolos entrados, uma vez que devemos voltar e 
examiná-los, desde que tenhamos terminado de dar-lhes entrada. Uma máquina de estado finito, naturalmen- 
te, não pode ler a entrada mais de uma vez. 

Discutimos dois procedimentos computacionais — algoritmos — para decidir se uma dada cadeia de Os 
e 1 s pertence ou não a S. Ambos necessitam de algum tipo de memória adicional, que não é disponível em uma 
máquina de estado finito. Evidentemente, a máquina de estado finito não constitui um modelo da forma mais 
geral de um procedimento computacional. 


Definição 


Para simular procedimentos mais gerais dos que podem ser simulados pelas máquinas de estado finito, usa- 
mos uma máquina de Turing, proposta pelo matemático inglês Alan M. Turing em 1936. Uma máquina de 
Turing é essencialmente uma máquina de estado finito com a habilidade de ler suas entradas mais de uma vez 
e também de apagar ou substituir os valores de suas entradas; ela também tem uma memória auxiliar ilimitada. 
Portanto, a máquina de Turing supera as deficiências que constatamos nas máquinas de estado finito. 

Uma máquina de Turing consiste em uma máquina de estado finito e uma fita dividida em células, cada 
célula contendo no máximo um símbolo de um alfabeto finito disponível. A qualquer momento, apenas um 
número finito de células contém valores. Usaremos o símbolo especial b para denotar uma célula sem valor. A 
unidade de estado finito, através de sua cabeça de leitura/gravação, lê uma célula da fita a cada momento (veja 
Fig. 8.9). No pulso de relógio seguinte, dependendo do estado corrente da unidade e do símbolo lido, a unida- 
de pode não realizar ação alguma (parar) ou realizar três ações. Estas ações são: (1) imprimir um símbolo do 
alfabeto na célula lida (pode ser o mesmo símbolo que a célula já contém), (2) passar ao estado seguinte (pode 
ser o mesmo estado que antes) e (3) mover a cabeça de leitura/gravação uma célula para a esquerda ou para a 
direita. 


Podemos descrever as ações de qualquer máquina de Turing por um conjunto de quíntuplas da forma (5, 
i, i', 5, d), onde se i indicam o estado atual e o símbolo que está sendo lido da fita, i' denota o símbolo impres- 
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so, s denota o novo estado e d denota a direção na qual a cabeça de leitura/gravação deve mover-se (D para a 
direita e E para a esquerda). Portanto, uma máquina na configuração ilustrada pela Fig. 8.10a, se operar de 
acordo com as instruções contidas na quíntupla (2, 1,0, 1, D), deve mover-se para a configuração ilustrada 
pela Fig. 8.10b. O símbolo 1 que estava sendo lido da fita foi alterado para О, o estado da unidade foi alterado 
de 2 para 1 e a cabeça foi movida uma célula para a direita. 


Definição: Máquina de Turing 
Seja $ um conjunto finito de estados e / um conjunto finito de símbolos da fita (o alfabeto da fita) incluin- 
do o símbolo especial b. Uma máquina de Turing é um conjunto de quíntuplas da forma (s, i, і, 5, d) 


sei. 


Figura 8.10 


A restrição de que não pode haver mais de uma quíntupla começando pelos mesmos símbolos s e i ga- 
rante que a ação da máquina de Turing é determinística e completamente estabelecida pelos estado e símbolo 
lido atuais. Se uma máquina de Turing é levada a uma configuração para a qual seu estado atual e o símbolo 
lido n&o sáo os primeiros dois símbolos de qualquer quíntupla, a máquina pára. 

Como no caso de máquinas de estado finito ordinárias, especificamos um estado inicial fixo, denotado 
por 0, no qual a máquina inicia qualquer processamento. Também assumimos uma configuração inicial para a 
cabeça de leitura/gravação, a saber, posicionada sobre a célula mais à esquerda da fita que contenha valor. (Se 
a fita estiver a princípio totalmente vazia, a cabeça de leitura/gravação pode ser, de início, posicionada em 
qualquer lugar.) 


Uma máquina de Turing é definida pelo conjunto de quíntuplas 


(0,0, 1,0, D) 
(0, 1,0, 0, D) 
(0,b, 1, LE) 
(1,0,0, 1,D) 
(1, 1,0, 1,D) 


A ação desta máquina de Turing, ao processar qualquer fita em particular, é mostrada pela segiiência de con- 
figurações na Fig. 8.11, que também mostra a quíntupla que se aplica em cada passo. Como não há quíntuplas 
que definam a ação a ser tomada quando se está no estado 1 lendo b, a máquina pára com a fita contendo 


b|1|[0/.0/0 ор ~ 
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rlaialolbt (0,0,1,0,R) 
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1 0 bj (0, 1, 0, 0, R) 
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ь|1\0 о |» (1,1,0,1,R) 


1 
blilololol1ilbt (1, 1,0,1,R) 
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.b 1 0/0 0. 0 b ^ 


EN 


Figura 8.11 


A fita serve como um meio de armazenamento para a máquina de Turing e, em geral, a máquina pode 
voltar a ler as células da fita. Uma vez que também pode escrever na fita, a porção que contém valores da fita 
pode ser їйо longa quanto se queira, apesar de que sempre teremos apenas um nümero finito de células com 
valores a cada momento. Conseqüentemente, a máquina dispóe de uma quantidade ilimitada, porém finita, de 
memória. Como as máquinas de Turing superam as deficiéncias das máquinas de estado finito, elas devem ter 
capacidades consideravelmente maiores. Na verdade, uma máquina de estado finito é um caso muito especial 
de máquina de Turing, que sempre imprime o símbolo anterior na célula lida, sempre se move para a direita, 
e sempre pára no símbolo b. 
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Considere a seguinte máquina de Turing: 


(0,0, 0, 1,D) 
(0, 1,0, 0, D) 
(0, b, b, 0, D) 
(1,0, 1,0, D) 
(1, 1, 1,0, E) 


a. Qual é o conteádo final da fita, dado seu conteüdo inicial 


(N&o é necessário realizar a tarefa tediosa de desenhar todos os pequenos quadrados; apenas escreva o con- 
teúdo final da fita.) 
b. Descreva o comportamento da máquina quando iniciada com a fita 


c. Descreva o comportamento da máquina quando iniciada com a fita 


Б 010 b t 


Os itens (b) e (c) da Prática 47 mostram dois casos nos quais uma máquina de Turing pode não parar: 
através de um ciclo sem fim ou movendo-se indefinidamente pela fita. 


Máquinas de Turing como Reconhecedores de Conjuntos 


As aplicações da máquina de Turing que vimos até agora não tinham qualquer significado prático. Usaremos 
a máquina de Turing para realizar dois tipos de tarefas. A primeira é usá-la para aceitar conjuntos, da mesma 
forma que consideramos para as máquinas de estado finito na seção anterior. Podemos ainda fornecer uma 
descrição muito semelhante, desde que definamos um estado final para a máquina de Turing. Um estado final 
em uma máquina de Turing é um estado que não seja o primeiro elemento de qualquer quíntupla. Portanto, ao 
entrar em um estado final, qualquer que seja o símbolo lido, a máquina de Turing pára. 


Definição: Reconhecimento (aceitação) por Máquina de Turing 

Uma máquina de Turing T com alfabeto da fita / reconhece (aceita) um subconjunto S de /* se T, começan- 
do em alguma configuração inicial em uma fita contendo uma cadeia a de símbolos de entradas, pára em 
um estado final se, e somente se, a є S. 


Perceba que nossa definição de aceitação permite dois comportamentos para T quando aplicada a uma ca- 
deia a de símbolos da fita que não pertença a S. T pode parar em um estado não-final ou T pode vir a não parar. 

Podemos agora construir uma máquina de Turing para reconhecer nosso velho amigo $ = (0"1"|n = 0). 
A máquina é baseada em nossa segunda abordagem para este problema de reconhecimento, indo e voltando do 
início para o fim da entrada e marcando os pares 0— 1. 


Desejamos construir uma máquina de Turing que reconheça S = (0*1” ) n = 0). Usaremos um símbolo espe- 
cial a mais, digamos X. Portanto, o alfabeto da fita é (0, 1, b, XJ. O estado 8 é o único estado final. As quíntu- 
plas que compõem T são dadas abaixo, junto com uma descrição de suas funções. 


(0, b, b, 8 D) Reconhece a fita vazia, que pertence a S. 
(0, 0, X, 1, D) Арага o O mais à esquerda e inicia o movimento para a direita 


(1,0,0, 1,D) 
(1, 1, 1, 1, D) Move para a direita, permanecendo no estado 1, até que encontre o 
(1, b, b, 2, E) fim da cadeia inicial; então move para a esquerda no estado 2. 
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(2,1,X,3,E)  Apagao 1 mais à direita e inicia o movimento para a esquerda. 
(3,1, 1,3, E) Move para a esquerda por sobre os 1 s. 
(3, 0, 0, 4, E) Passa ao estado 4 se encontrar mais Os. 
(3,X, X, 7, D) Passa ao estado 7 se não encontrar mais Os na cadeia. 
(4, 0, 0, 4, E) Move para a esquerda por sobre os Os. 
(4, X, X, 5, D) Encontra o extremo esquerdo da cadeia binária e recomeça o processo. 
(5,0, X, 6, D) Apaga o 0 mais à esquerda 
(6, 0, 0, 6, D) 
(6,1,1,6, D) Move para a direita, permanecendo no estado 6, até que encontre o 
(6, X, X, 2, E) fim da cadeia binária; então move para a esquerda no estado 2. 
(7,Х, X, 8,D) Não há mais Is na cadeia; a máquina aceita a cadeia. 
20001112 ЬХХО1ХХЬ 
1 1 
0 3 
bX00111b ЬХХОХХХЬ 
T 1 
1 4 
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Figura 8.1 
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Lendo as colunas da Fig. 8.12, podemos ver as configurações-chave no funcionamento da máquina para a fita 


que, naturalmente, deve ser aceita. 
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EXEMPLO 27 


Para a máquina de Turing do Exemplo 26, descreva a configuração final após o processamento das seguintes 
fitas de entrada: 


a: biolo ilil ilb 
b.. blololo 1l1|b 
E blo olololil ile 


Projete uma máquina de Turing para reconhecer o conjunto de todas as cadeias de Os e Is terminando por 00. 
(Este conjunto pode ser descrito pela expressão regular (0/1 )*00, de forma que você pode usar uma máquina 
de Turing que não altera os símbolos da fita e sempre move para a direita.) . 


Modifique a máquina de Turing do Exemplo 26 para reconhecer (0"1”'1 n = 0}. e 


Máquinas de Turing para Computar Funções 


A segunda tarefa para qual usaremos as máquinas de Turing é o cômputo de funções. Dada uma determinada 
máquina de Turing Т e uma cadeia a de símbolos da fita, começamos com 7 na configuração inicial-padrão 
em uma fita contendo a. Se T em algum momento pára deixando uma cadeia f na fita, podemos considerar 8 
o valor de uma função avaliada em о. Usando a notação de funções, То) = В. O domínio da função T consiste 
em todas as cadeias a para as quais 7, em algum momento, pára. Também podemos pensar que Т computa as 
funções número-teóricas, funções de um subconjunto de N* em N para qualquer k = 1. Imaginemos uma 
cadeia de Is com comprimento n + 1 como a representação unária do inteiro não-negativo n; denotaremos 
esta codificação de n por t . (O 1 extra na codificação nos permite distinguir o 0 de uma fita em branco.) Então, 
uma fita contendo a cadeia n, *n, *- - -* п, pode ser entendida como uma representação da k-upla (пу, n2,.. 
. » ny) de inteiros não-negativos. Se T começar na configuração inicial-padrão com uma fita que cause, em al- 
gum momento, a parada da máquina com uma fita final que é a representação de m de um inteiro não-nega- 


tivo т, então T funcionou como uma função de К variáveis T onde Тү п п»... , ng) = т. Se T começar em 
uma configuração inicial-padrão para а qual a máquina não pare ou pare sem uma representação de um inteiro 
não negativo na fita, a função T* é indefinida em (пу, 00, ..., ny). 


Existe, portanto, uma seqüéncia infinita 7”, T^,..., Т“,... de funções número-teóricas computadas por 
T associadas a cada máquina de Turing 7. Para cada k, a função T* é uma função parcial em №, significando 
que seu domínio pode ser um subconjunto próprio de N*. Um caso especial de uma função parcial em N* é 
uma função total em N*, onde a função é definida para todas as k-uplas de inteiros não-negativos. 


Seja uma máquina de Turing T dada pelas quíntuplas 


(0, 1, 1,0, D) 
(0,b, 1, 1,D) 


Se 7 é iniciada na configuração inicial-padrão da fita 


então 7 vai parar com configuração final 


b1111b 


1 
1 


Portanto, T define uma função de uma variável T' que leva 2 em 3. Em geral, T leva 7 em л +1, de forma 
que Т (и) = n + 1, uma função total de uma variável. Ф 


EXEMPLO 28 
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No Exemplo 27, começamos com uma máquina de Turing e observamos que ela computa uma determi- 
nada função, mas também podemos começar com uma função número-teórica e tentar achar a máquina de 
Turing que a compute. 


Definição: Função Turing-Computável 
Uma função Turing-computável é uma função número-teórica computada por alguma máquina de Turing. 


Uma função Turing-computável f pode, na verdade, ser computada por um número infinito de máquinas 
de Turing. Uma vez tenhamos encontrado uma máquina de Turing que compute f, sempre podemos incluir 
quíntuplas irrelevantes em T, produzindo outras máquinas de Turing que também computem f. 


Desejamos encontrar uma máquina de Turing que compute a função f definida da seguinte maneira: 


n,-1l se n, %0 


Аъ) 


indefinido sen, = 0 


Portanto, f é uma função parcial de duas variáveis. Vamos considerar a máquina de Turing dada pelas quíntuplas 
a seguir. As ações realizadas pelos diversos grupos de quíntuplas são descritas. 


(0, 1,1,0, D)] Passa por à até №. 
ЕЯ 
(1, 1, 1,2, D) Conta o primeiro 1 em 75. 


(2,b,b,3,R) п, = 0; pára. 


(4, b, b, 5, E) 
(5, 1, 5, 6, E) Apaga último l em 7. 


(2,1,1,4 D} 
(4, 1, 1,4, D) Encontra o extremo direito de n,. 


(6, 1, 1, 6, E) Caminha para a esquerda até A, apagando * 
(6, *, b, 7, E) 


(,1,5,7,E) Apaga hi. 
(7,b,b,8, E) n, apagado; pára com л, 1 na fita. 


Se Té iniciada com a fita 


b|1|1 EIE TIERS 


então T vai parar com a configuração final 
bbbbb111b 
8 


Esta configuração está de acordo com o requisito f(1, 3) = 2. Se Té iniciada com a fita 


b|1|1|*1]|1 bt 


então T vai parar com a configuração final 


b11*1bb 


410 Modelagem Aritmética, Computação e Linguagens 


PRATICA 51 


Computável por 
um algoritmo 


Turing- 
computável 


Como a fita final não é m para qualquer inteiro não-negativo m, a função computada por T é indefinida em (1, 
0) — justamente como desejávamos. E fácil ver que esta máquina de Turing computa f e que f é, portanto, 
uma função Turing-computável. . 


Projete uma máquina de Turing para computar a função 


n—2 senz2 
1 sen<2 


Fm -| 


A Tese de Church-Turing 


Falamos, neste capítulo, sobre os modelos "computacionais" ou de "procedimentos computacionais". Apesar 
de não termos definido o termo, devemos entender por procedimento computacional um algoritmo. Já fala- 
mos de algoritmos diversas vezes neste livro e fornecemos diversos algoritmos com diferentes propósitos. Lem- 
bremos que nossa definição (um tanto quanto intuitiva) de algoritmo é um conjunto de instruções que podem 
ser executadas mecanicamente em uma quantidade finita de tempo a fim de resolver algum problema. Isto 
significa que, dada uma entrada apropriada para a tarefa, o algoritmo precisa, em algum momento, terminar 
(parar) e produzir a resposta correta se existir uma. (Se não existir uma resposta, vamos supor que o algoritmo 
termina e indica que não há resposta, ou fica indefinidamente procurando a resposta.) 

Agora perguntamos: as máquinas de Turing são um modelo para procedimentos computacionais melhor 
que as máquinas de estado finito? Nos parece provável que qualquer função Turing-computável f seja uma 
função cujos valores podem ser encontrados por um algoritmo computacional. De fato, se f é computável por 
uma máquina de Turing T, então o conjunto de quíntuplas de Té, ele próprio, o algoritmo; na forma de uma 
lista de instruções que podem ser executadas mecanicamente, ele satisfaz as várias propriedades de nossa no- 
ção de algoritmo. Portanto, nós estamos dispostos a aceitar a proposta ilustrada na Fig. 8.13. A figura mostra 
"computável por um algoritmo" como uma idéia intuitiva "nebulosa" (na forma de uma nuvem) e "Turing- 
computável" como uma idéia matematicamente precisa, bem definida. A seta indica que qualquer função Turing- 
computável é computável por um algoritmo. 

Dada a simplicidade da definição de uma máquina de Turing, é pouco natural contemplar a Fig. 8.14, 
que afirma que qualquer função computável por um algoritmo é Turing-computável. Combinando as Figs. 
8.13 e 8.14, obtemos a tese de Church-Turing (Fig. 8.15), assim chamada em função de Turing e outro mate- 
mático famoso, Alonzo Church. 


Computável por 
um algoritmo 


Computável por 
um algoritmo 


Turing- 
computâvel 


Turing- 
computável 


Figura 8.13 Figura 8.14 Figura 8.15 


Tese de Church-Turing 
Uma função número-teórica é computável por um algoritmo se, e somente se, ela for Turing-computável. 


Como a tese de Church-Turing estabelece a equivalência entre uma idéia intuitiva e uma idéia matemá- 
tica, ela não pode ser provada formalmente e deve ser mantida como uma tese, e não como um teorema. Qual 
é, então, sua justificativa? 
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Uma parte da evidência é que sempre que um procedimento geralmente suposto como um algoritmo é 
proposto para computar uma função, alguém é capaz de projetar uma máquina de Turing para computar esta 
função. (Naturalmente, sempre há o risco de que algum dia isto não ocorra.) 

Outra parte desta evidência é que outros matemáticos, muitos deles na mesma época que Turing desenvol- 
veu a máquina de Turing, propuseram outros modelos de procedimentos computacionais. Aparentemente, os 
modelos não tinham relações uns com os outros. No entanto, como todos esses modelos foram definidos for- 
malmente, assim como a computabilidade de Turing, foi possível estabelecer, com bases matemáticas formais, 
que, de algum modo, eles eram todos equivalentes. Todos esses modelos, inclusive o de computabilidade por 
Turing, foram demonstrados equivalentes; isto é, todos eles definiam a mesma classe de funções, o que sugere 
que a computabilidade por Turing engloba o conceito de todos sobre algoritmo. A Fig. 8.16 ilustra o que foi 
feito; nesta figura as linhas sólidas representam demonstrações matemáticas e as linhas pontilhadas indicam 
aplicações da tese de Church-Turing. As datas são referentes a quando os diversos modelos foram propostos. 


Computável por 
um algoritmo 


Post 
Início da 
década de 40 


Church 
Final da 
década de 30 


Smullyan 
1961 


Figura 8.16 


Atualmente a tese de Church-Turing é muito aceita como uma ferramenta de trabalho para pesquisado- 
res que lidam com procedimentos computacionais. Se, em um artigo de pesquisa, é definido um método para 
calcular uma função e o método parece, intuitivamente, ser um algoritmo, então a tese de Church-Turing é 
invocada e a função é declarada Turing-computável (ou um dos nomes associados a uma das formulações 
equivalentes à computabilidade por Turing). Esta invocação da tese de Church-Turing significa que o autor é 
capaz, se exigido, de produzir uma máquina de Turing que compute a função, mas, novamente, a tese de Chur- 
ch-Turing é tão amplamente aceita que ninguém se prende mais a esses detalhes. 

Apesar da tese de Church-Turing ser formulada em termos de funções número-teóricas, ela pode ser 
interpretada de forma mais geral. Qualquer algoritmo que manipule um número finito de símbolos pode ser 
transformado em uma função número-teórica — através de uma codificação adequada dos símbolos — em 
inteiros não negativos, da mesma forma que a entrada de um computador real é codificada e armazenada de 
forma binária. Portanto, pela tese de Church-Turing, sempre podemos dizer que, se existe um algoritmo que 
realiza uma tarefa de manipulação de símbolos, então também existe uma máquina de Turing para fazê-lo. 

Se aceitarmos a tese de Church-Turing, aceitaremos a máquina de Turing como o modelo final de pro- 
cedimentos computacionais. As capacidades das máquinas de Turing superam as capacidades de qualquer 
computador verdadeiro, que, afinal, não têm a quantidade ilimitada de memória que uma máquina de Turing 
tem. Vale observar que Turing propôs este conceito em 1936, bem antes do advento do computador moderno. 


Problemas de Decisão 


Gastamos um tempo considerável falando do que as máquinas de Turing são capazes de fazer. Pela tese de 
Church-Turing, elas podem, de fato, realizar um grande papel, apesar de não muito eficientemente. É ainda 
mais importante, no entanto, considerar o que as máquinas de Turing não são capazes de fazer. Como as habi- 
lidades de uma máquina de Turing para realizar as tarefas superam as de um computador de verdade, se en- 
contrarmos algo que nenhuma máquina de Turing possa fazer, então um computador verdadeiro também não 
poderá. De fato, pela tese de Church-Turing, não há algoritmo para realizar este tipo de tarefa, e ela não é 
computável. O tipo de tarefa que temos em mente aqui é, de forma geral, o de determinar os valores-verdade 
de cada uma de diversas proposições relacionadas. 


Definição: Problema de Decisão 
Um problema de decisão pergunta se existe um algoritmo que determine se determinadas proposições de 
alguma classe grande de proposições são ou não verdadeiras. 
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EXEMPLO 29 


EXEMPLO 30 


EXEMPLO 31 


EXEMPLO 32 


A solução para um problema de decisão responde se um determinado algoritmo existe ou não. Uma 
solução positiva consiste em demonstrar que existe um algoritmo do tipo desejado e, normalmente, é dada 
produzindo o algoritmo que funcione. Uma solução negativa consiste em demonstrar que não existe um algo- 
ritmo do tipo desejado. Perceba que esta afirmação é muito mais forte do que simplesmente dizer que muitas 
pessoas tentaram mas nenhuma conseguiu formular um algoritmo — isto poderia significar apenas que o al- 
goritmo é muito difícil. E preciso mostrar que é impossível para qualquer pessoa encontrar um algoritmo do 
tipo desejado. Quando encontramos uma solução negativa para um problema de decisão, o problema é dito 
insolúvel ou indecidível. Esta terminologia pode causar confusão porque o problema de decisão propriamen- 
te dito — a pergunta de quando existe um algoritmo para realizar uma tarefa — foi resolvido; o que permane- 
cerá para sempre sem uma solução é a tarefa. 


Exemplos de Problemas de Decisão 
Vamos ver alguns problemas de decisão que foram resolvidos. 


Existe um algoritmo para determinar, dados três inteiros a, b e c se a? = b^ + с^? Naturalmente, este é um 
problema solúvel. O algoritmo consiste em multiplicar b por ele mesmo, multiplicar c por ele mesmo, somar 
os resultados e comparar com o resultado da multiplicação de a com ele mesmo. . 


Obviamente, o Exemplo 29 é um problema de decisáo bem trivial. Historicamente, muitos matemáticos 
se dedicaram, ainda que indiretamente, a encontrar solugóes positivas para problemas de decisáo, isto é, pro- 
duzir algoritmos. Soluções negativas para problemas de decisão só vieram a aparecer no século vinte. 


Um dos primeiros problemas de decisão que foram formulados foi o décimo problema de Hilbert, o décimo 
problema de uma lista que David Hilbert propôs ao Congresso Internacional de Matemáticos em 1900. O pro- 
blema consiste em determinar se existe um algoritmo para decidir se qualquer polinômio Р(х, x» . .., Xn) = 
O com coeficientes inteiros tem ou não soluções inteiras. Para equações polinomiais ax + by + с = 0, onde a, 
b e с são inteiros, é sabido que existem soluções inteiras se, e somente se, o máximo divisor comum de a e b 
também divide c. Portanto, para subclasses particulares de equações polinomiais, existem algoritmos para 
determinar se existem ou não soluções inteiras, mas o problema de decisão, como enunciado, se aplica a toda 
a classe de equações polinomiais com coeficientes inteiros. Quando este problema foi proposto e por algum 
tempo depois, o consenso geral era que certamente existia um algoritmo para este fim, e que o fato de ninguém 
ainda o ter descoberto só indicava que ele devia ser difícil. Nos meados da década de 30, resultados como o do 
próximo exemplo começaram a pôr em dúvidas este palpite. Só nos anos 70, no entanto, foi que o problema 
foi finalmente demonstrado como insolúvel. . 


Nos sistemas da lógica formal, como os que vimos no Cap. 1, certas cadeias de símbolos sáo identificadas 
como axiomas, e as regras de inferência são usadas sempre que uma nova cadeia pode ser obtida a partir das 
anteriores. Qualquer cadeia que seja a última em uma lista finita de cadeias que consistam em axiomas ou em 
cadeias obtidas pela aplicação das regras de inferência às regras anteriores na lista é considerada um teorema. 
O problema de decisão para uma teoria formal é determinar se existe um algoritmo para, dada uma cadeia na 
teoria formal, determinar se ela é ou não um teorema desta teoria. 

O trabalho de Church e do famoso lógico do século vinte Kurt Gódel mostrou que qualquer teoria for- 
mal que crie axiomas para as propriedades aritméticas (estabelecendo a comutatividade da adição como um 
axioma, por exemplo) e não seja completamente trivial (nem tudo é um teorema) é indecidível. O trabalho 
deles pode ser considerado uma boa notícia para os matemáticos, porque significa que a engenhosidade para 
solucionar os problemas da teoria dos números nunca poderá ser substituída por um procedimento mecânico. 


Uma determinada máquina de Turing T ao começar com uma fita contendo a cadeia a pode parar em algum 
momento ou nunca parar. O problema da parada para máquinas de Turing é um problema de decisão: Existe 
algum algoritmo para determinar, dada uma máquina de Turing Te uma cadeia a, se Tao começar com a fita 
contendo a pára sua execução em algum momento? Turing demonstrou a indecidibilidade do problema da parada 
no fim da década de 30. 


O Problema da Parada 


Demonstraremos a insolubilidade do problema da parada após duas observações. Primeiro, já nos deve ter 
ocorrido que "rodar Tem a” pode constituir um algoritmo para determinar se T pára, se aplicada à cadeia a. Se 
após 25 passos do processamento de T, Ttiver parado, então sabemos que T pára com a seqüéncia a. Mas se 
após 25.000 passos T não tiver parado, o que podemos concluir? T ainda pode vir a parar em algum momento. 


Por quanto tempo devemos esperar? Este assim chamado algoritmo nem sempre nos dá uma resposta а nossa 
questão. 

Uma segunda observação é que o problema da parada requer que um algoritmo seja aplicado a 
grandes conjuntos de comandos. O problema da parada pergunta se existe um algoritmo para determinar, 
dado um par (7, a) se T pára ou não quando iniciada em uma fita que contenha a. Primeiro precisamos 
de um algoritmo, e este algoritmo simples precisa fornecer a resposta correta para todos os pares (7, o). 
Na notação da lógica predicada, o problema de parada nos pergunta sobre o valor-verdade do enunciado na 
forma 


(3 algoritmo) (Y(T, 0))(- - -). 


Considere o seguinte enunciado, que nos parece muito familiar: Dado um par (7, a), existe um algo- 
ritmo para determinar se T pára quando iniciado em uma fita contendo «? Aqui, o par (T, «) vem antes e, 
em função dele, escolhemos um algoritmo; para um (T, «) diferente, pode haver um algoritmo diferente. A 
asserção tornou-se (V(T, a))(3 algoritmo): - -). Este problema é solúvel. Suponha que alguém nos dê um (T, 
a). Dois algoritmos são: (1) "diga sim" e (2) "diga пао". Uma vez que T atuando em о pode ou não parar, um 
desses dois algoritmos responde corretamente à questão. Esta solução pode parecer trivial ou até trapaceira, 
mas consideremos novamente o enunciado do problema: Dado um par (7, œ), existe um algoritmo para deter- 
minar, e por aí vai. Tal algoritmo existe; basta ele dizer sim ou não — não precisamos escolher qual é o corre- 
to! 

Essa troca de palavras torna o problema de parada insolúvel um problema trivial. Ele também mostra o 
caráter de um problema de decisão, perguntando se existe um algoritmo para resolver uma grande classe de 
problemas. Um problema insolúvel tem tanto um lado positivo quanto um lado negativo. Não existe um algo- 
ritmo para resolver uma grande classe de problemas, garantindo o emprego dos pensadores criativos que não 
podem ser substituídos por máquinas de Turing. Mas a classe desses problemas é tão grande que torna o resul- 
tado muito geral para ter algum interesse. 

Enunciaremos o problema da parada novamente, e demonstraremos sua insolubilidade. 


Definição: Problema da Parada 
O problema da parada é determinar se existe um algoritmo para decidir, dada quaisquer máquina de Tu- 
ring T e cadeia a, se T, ao ser iniciada em uma fita contendo a, em algum momento, pára sua execução. 


Teorema do Problema da Parada 
O problema da parada é insolúvel. 


Demonstração: Desejamos demonstrar que algo não existe, uma situação feita sob medida para demonstra- 
ções por contradição. Portanto, admitamos que o problema da parada é solúvel e que existe um único algoritmo 
que possa aceitar (T, а) como entrada e, de alguma forma, determinar se Taplicado a a pára. Estamos querendo 
que este algoritmo resolva uma tarefa de manipulação de símbolos, uma vez que podemos imaginar o conjunto de 
quíntuplas de T codificado como alguma cadeia sy de símbolos; usarêsnes) para denotar a cadeia ,sr concatenada 
à cadeia a. A tarefa se torna, portanto, transformar a cadeia (s;, а) em uma cadeia representando um sim (a máqui- 
na de Turing com descrição sy pára quando iniciada em uma fita contendo а) ou um não (a máquina de Turing com 
descrição sy não pára quando iniciada em uma fita contendo a cadeia о). Pela tese de Church-Turing, como admi- 
timos a existência de um algoritmo que realize esta tarefa, podemos assumir a existência de uma única máquina de 
Turing X que realize esta tarefa. Portanto, X atua em uma fita contendo (s,, о) para qualquer T e a e, em algum 
momento, pára, nos dizendo que T pára quando aplicada a a. Para ser definitivo, suponha que X começando em 
(sx а) pára deixando 1 na fita se e somente se T iniciada com о parar, e X iniciada com (s,, œ) pára deixando 0 na 
fita se e somente se T começando com a não parar; essas são as duas únicas possibilidades. 

Agora incluímos duas quíntuplas a X a fim de criar uma nova máquina Y. A máquina Y altera a 
máquina X de forma que sempre que X pára com 1 em sua fita, Y passa a um estado que move inde- 
finidamente para a direita, de forma que nunca pare. Se X pára deixando O em sua fita, Y também faz is- 
to. Finalmente, modificamos Y, obtendo uma máquina Z que se aplique a qualquer entrada 8 copiando 3 
(veja, por exemplo, o Exercício 13) e então passando ao processamento de Y, de forma que Y atue sobre 
(В, В). 

Agora, pela maneira que Z foi construída, se Z, aplicada a s, parar, é porque Y aplicada a (s,, s,) também 
pára e isto ocorre porque X aplicada a (s; s;) pára deixando 0 na fita; mas, se isto acontecer, significa que Z 
aplicada a s; não pára! Portanto, 


Z aplicada a s, pára — Z aplicada a s, não pára (1) 
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Esta implicação é muito estranha; vamos ver o que ocorre se Z aplicada a s; não parar. Pela maneira pela 
qual Z foi construída, se Z aplicada a s; não parar, Y aplicada а (s, s.) também não pára. Por sua vez, Y aplicada 
a (sz, sz) pára, deixando 1 na fita; mas este resultado implica que Z aplicada a sz pára! Portanto 


Z aplicada a s; não pára — Z aplicada a s; pára (2) 


Juntas, as implicações (1) e (2) fornecem uma contradição hermética, portanto nossa premissa de que o 
problema da parada é solúvel está errada. 


A demonstração da solubilidade do problema da parada depende de duas idéias. Uma é a da codificação 
da máquina de Turing como uma cadeia e a outra é ter uma visão da máquina е agir segundo sua descrição. 
Perceba que (1) e (2) sozinhas não são suficientes para demonstrar os resultados. Ambas são necessárias para 
contradizer a hipótese original da solubilidade do problema da parada. 


Já vimos outra demonstração desta natureza, onde a observação que faz com que a demonstração funci- 
one se contradiz. Talvez seja interessante que o leitor reveja a demonstração do teorema de Cantor no Cap. 4. 


Complexidade Computacional 


Como um modelo computacional, a máquina de Turing nos fornece uma maneira de demonstrar a exis- 
tência de problemas insolúveis (que não são computáveis). A máquina de Turing não nos ajuda apenas a en- 
contrar os limites da computabilidade, mas também pode nos ajudar a classificar os problemas que são com- 
putáveis — que têm algoritmos para suas soluções — pelo trabalho computacional necessário para processar 
esses algoritmos. 


Análise de Algoritmos na Forma de Máquina de Turing 


Determinar a quantidade de trabalho necessária para se processar um algoritmo parece análise de algoritmos. 
Já analisamos diversos algoritmos neste livro, os classificamos como (log n), Ө(и), OGY), etc. Pela tese de 
Church-Turing, qualquer algoritmo pode ser expresso na forma de uma máquina de Turing. Desta forma, a 
quantidade de trabalho necessária é o número de passos da máquina de Turing (um por ciclo do relógio) que 
são necessários para que a máquina de Turing pare. (Admitimos que consideramos apenas as tarefas que têm 
respostas de forma que a máquina de Turing pare com qualquer entrada válida.) 

O processamento de máquinas de Turing é bem ineficiente. Ainda que os algoritmos A e А "resolvam o 
mesmo problema, se expressarmos А como uma descrição de máquina de Turing e A' como pseudocódigo 
para instruções de uma linguagem de programação de alto nível, a comparação do número de operações que 
cada algoritmo realiza-não tem sentido. Por isso, assumiremos que todos os algoritmos são representados na 
forma de máquinas de Turing de forma que possamos prontamente comparar a eficiência de dois algoritmos 
diferentes. 

Ao invés de discutirmos quando um algoritmo na forma de máquina de Turing é O(n) ou Ө(л?), vamos 
apenas observar que ele é um algoritmo de tempo polinomial. (Apenas algoritmos triviais podem ser melhores 
do que algoritmos de tempo polinomial, uma vez que uma máquina de Turing leva pelo menos n passos ape- 
nas para examinar sua entrada.) Os problemas para os quais não existem algoritmos de tempo polinomial são 
chamados de intratáveis. 


Pe NP 


Definição: P 
P é a coleção de todos os conjuntos reconhecidos (aceitos) por máquinas de Turing em um tempo polino- 
mial. 


A consideração do reconhecimento em nossa definição de P não é tão restritiva quanto possa parecer. 
Como a máquina de Turing pára com qualquer entrada apropriada, ela na verdade decide, parando em um estado 
final ou não-final, se a cadeia inicial é ou não um elemento do conjunto. Muitos problemas podem ser formu- 
lados como problemas de decisão de conjuntos através de uma codificação adequada dos objetos envolvidos 
no problema. 

Por exemplo, considere o problema do ciclo hamiltoniano (Seção 6.1) de determinar se um grafo possui 
ou não um ciclo que passe por todos seus vértices. Podemos definir algum processo de codificação para repre- 
sentar qualquer grafo como uma cadeia de símbolos. As cadeias que são as representações de gratos são as 
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entradas apropriadas, e desejamos determinar, dada uma cadeia deste tipo, se ela pertence ou não ao conjunto 
de cadeias cujos grafos associados têm ciclos hamiltonianos. Se pudermos construir uma máquina de Turing 
para tomar esta decisão em tempo polinomial, então o problema do ciclo hamiltoniano pertence a P. 

Mencionamos, na Seção 6.1, que não há algoritmo eficiente para resolver o problema do ciclo hamilto- 
niano, mas não há demonstração de que o problema do ciclo hamiltoniano não pertença a P. No entanto, ele 
pertence a uma classe de problemas chamados problemas NP, para a qual uma solução correta pode ser veri- 
ficada em tempo polinomial. Isto é, dado um caminho que seja um ciclo hamiltoniano, este fato pode ser con- 
firmado em tempo polinomial. 

Se uma máquina de Turing pode determinar em tempo polinomial quando uma cadeia arbitrária perten- 
ce a um conjunto, certamente pode verificar um elemento do conjunto em tempo polinomial. Portanto, РС 
NP. No entanto, não se sabe se esta inclusão é própria, isto é, não se sabe se P = NP. 

O problema do ciclo hamiltoniano pertence a outra classe de problemas chamados de problemas NP- 
completos, o que significa que não só pertencem a NP, como também que, se for encontrado um algoritmo 
polinomial para um deles, isto é, se qualquer problema desta classe for demonstrado como pertencente a Р, 
então teremos, na verdade, demonstrado que P = NP. Um grande número de problemas de diferentes áreas 
foram identificados como sendo NP-completos desde que esta idéia foi formulada, em 1971, e nenhum algo- 
ritmo de tempo polinomial foi encontrado para qualquer um deles. Portanto, suspeita-se hoje que P C NP (e, 
consequentemente, todos esses problemas são intratáveis), mas a demonstração disto permanece uma obses- 
são para a pesquisa da ciência da computação. 


Revisão da Seção 8.3 


Técnicas 
* Descrever a ação de uma dada máquina de Turing em uma dada fita inicial 


* Construir uma máquina de Turing para reconhecer um determinado conjunto 
* Construir uma máquina de Turing para computar uma dada função nümero-teórica 


Idéias Principais 


As máquinas de Turing têm um modo de operação determinístico, a habilidade de ler a entrada mais de uma 
vez e de reescrever seus valores e uma memória auxiliar ilimitada. 


Uma máquina de estado finito é um caso especial de máquina de Turing. 

As máquinas de Turing podem ser usadas para aceitar conjuntos e como avaliadoras de funções. 

A tese de Church-Turing estabelece a equivalência entre uma função computável por um algoritmo e uma função 
Turing-computável. Como esta tese expressa uma relacáo entre uma idéia intuitiva e uma idéia definida for- 
malmente, ela nunca poderá ser demonstrada, contudo ela é amplamente aceita. 

Um problema de decisão pergunta se existe um algoritmo que determine se proposições individuais de uma 
classe grande de proposições são ou não verdadeiras; se não existir nenhum algoritmo, o problema é tido como 
insolúvel. 

Problemas de decisão insolúveis foram encontrados em diversos contextos neste século. 


O problema da parada é insolúvel. 


Р С NP, mas não é sabido se P C NP. 


Exercícios 8.3 
* 1. Considere a máquina de Turing a seguir: 


(0, 0, 0, 0, E) 
(0, 1,0, VD) 
(0, b, b, 0, E) 
(1,0,0, VD) 
(1, L0, 1,D) 
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2: 


a. Qual é seu comportamento, quando iniciada na fita 


~ Je[1]o[o[i[ [or 


b. Qual é seu comportamento, quando iniciada na fita 


b 010|1 1 1j b 


Dada a máquina de Turing 


(0, 1, 1,0, D) 
(0,0,0, 1,D) 
(1,1, 1,1,D) 
(Lb, 1,2, E) 
(2,1, 1,2,E) 
(2,0,0,2, E) 
(2,b, 1,0, D) 


a. Qual seu funcionamento, quando iniciada na fita 


Ь|1|0\ 10А" 


b. Qual seu funcionamento quando iniciada na fita 


bi11[0 Ір 


3. Encontre uma máquina de Turing que substitua todos os Os de uma cadeia de Os e 1 s por 1 se todos os 1 s 


*5. 


11. 


12. 


por Os. 


. Encontre uma máquina de Turing que aceite o conjunto de todas as cadeias de Os e Is contendo pelo 


menos um 1. 


Encontre uma máquina de Turing que aceite o conjunto de todas as cadeias unárias que consistam ape- 
nas em um número par de ls (incluindo a cadeia vazia). 


. Encontre uma máquina de Turing que aceite 0*10*1. 


. Encontre uma máquina de Turing que aceite o conjunto de cadeias não-vazias de parênteses bem-balan- 


ceadas. (Perceba que (()(0))) é bem balanceada e (()(()) não é.) 


. Encontre uma máquina de Turing que aceite (0?^1"2? | n = 0). 


Encontre uma máquina de Turing que aceite {w * w? |w e (0, 1)" e w? é o reverso da cadeia w}. 


. Encontre uma máquina de Turing que reconheça (w, * w, | w,, w, є (0, L ew, # w,). 


Encontre uma máquina de Turing que reconheça o conjunto de palíndromos em (0, 1 j*, isto é, o con- 
junto de todas as cadeias em (0, 1 )* que são iguais, se lidas do início para o fim e do fim para o início, 
tais como 101. 


Encontre uma máquina de Turing que converta uma cadeia de Os e 15 representando um número binário 
não-nulo em uma cadeia com este número de Is. Como exemplo, a máquina deve, quando iniciada em 
uma fita contendo 
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parar a execução com uma fita contendo 


b l1|1|1|1|b 


13. Encontre uma máquina de Turing que, dada uma fita inicial contendo uma cadeia não vazia de 1 s, mar- 
que o extremo direito da cadeia com um * e inclua uma cópia da cadeia ao lado do *. Como exemplo, a 
máquina deve, quando iniciada em uma fita contendo 


b |... 


b|l|1|1/|*|1. 1/1 br 


* 14. Que número de funções número-teóricas de três variáveis são computadas pela máquina de Turing dada 
abaixo? 


(0, 1,5,0,D) 
(0,*,b,1 ,D) 
(1, 1, L.2, D) 
Q,*,*.3, D) 
(3, 1,1,2, E) 
(2, 1, 1,4, D) 
(4, 1, 1,4, D) 
(4,*, 1,5, D) 
(5, 1,5, 5, D) 
(5, b, b, 6, D) 


15. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 


n se n for par 


ло) = 


n+1 sen for ímpar 


* 16. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 


me l sen=0 
о 2 sens*0 


17. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 


Жп) = 2n 


18. Encontre uma máquina de Turing que compute а função 


ni3 se n é múltiplo de 3 


jo 


indefinida, caso contrário 
+19. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 
Қт, п) = п +1, 
20. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 


-m sen 2 п, 


caso contrário 


(т,љ)= 4" 
f(m, п, 0 
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21. Encontre uma máquina de Turing que compute a função 


Қт, n2) = max(n;, no) 


22. Refaga o Exercício 17, desta vez fazendo uso das máquinas T; e T? dos Exercícios 13 e 19, respectiva- 
mente, como "procedimentos". (Formalmente, os estados dessas máquinas devem ser renumerados à 
medida que as quíntuplas são incluídas no "programa principal", mas você pode omitir este detalhe de- 
sagradável e simplesmente "chamar 7," ou "chamar Т”) 


23. Descreva verbalmente as ações de uma máquina de Turing que compute a função f/n,, n.) = n,- nj, isto 
é, projete o algoritmo, mas não se preocupe em criar todas as quíntuplas necessárias. Você pode fazer 
uso dos resultados dos Exercícios 13 e 19. 


Linguagens Formais 


Suponha que ouvimos a sentenca em portugués "Os carneiros falam muito alto". Apesar de poder nos surpre- 
ender com seu significado, ou semântica, aceitamos a forma da sentença, ou sua sintaxe, como válida na lin- 
guagem, o que significa que as várias partes que a compõem (substantivos, verbos etc.) estão encadeadas de 
maneira correta. Por sua vez, rejeitamos "Alto carneiros os falam" por ser uma combinação ilegal das partes 
que a compõem, sintaticamente incorreta e estranha à linguagem. Também devemos nos preocupar com a sin- 
taxe nas linguagens de programação, mas nessas, ao invés das linguagens naturais (português, inglês etc), as 
combinações de símbolos são especificadas em detalhes. Vejamos uma definição formal de linguagem; essa 
definição será geral o bastante para abranger tanto as linguagens naturais quanto as linguagens de programa- 
ção. 


Definições: Alfabeto, Vocabulário, Palavra, Linguagem 

Um alfabeto, ou vocabulário, V é um conjunto finito não-vazio de símbolos. Uma palavra sobre V é uma 
cadeia de comprimento finito de símbolos de V. O conjunto V* é o conjunto de todas as palavras sobre V. 
(Veja o Exemplo 23 no Cap. 2 para uma definição recursiva de V*) Uma linguagem sobre Vé qualquer 
subconjunto de V *. 


Considerando a língua portuguesa um subconjunto de L, o conjunto de todas as cadeias sobre o alfabeto 
usual, percebemos que "Os carneiros falam alto" pertence a L, enquanto que "Alto carneiros os falam" não 
pertence. 

Como podemos descrever qualquer linguagem L dada, isto é, especificar exatamente quais palavras 
pertencem a L? Se L for finita, podemos apenas enumerar seus elementos, mas se L é infinita, será que pode- 
mos encontrar uma descrição finita para L? Nem sempre — existem mais linguagens do que possíveis descri- 
ções finitas. Apesar de só considerarmos as linguagens que podem ser definidas de forma finita, podemos pensar 
de duas maneiras. Podemos ser capazes de descrever um algoritmo para determinar se uma cadeia pertencia a 
L; isto é, dada qualquer palavra em V*, podemos usar nosso algoritmo e receber um sim ou não como resposta 
que indique se a palavra pertence ou não a L. Ou podemos ser capazes de descrever um procedimento que nos 
permita apenas gerar elementos de L, isto é, produzir, um por vez, uma lista de todos os elementos de L. Va- 
mos estabelecer as linguagens para as quais esta segunda opção é possível e descrever linguagens deste tipo 
através de seu processo de geração, ou fornecendo uma gramática para a linguagem. 

Antes de darmos uma definição formal do que vem a ser uma gramática, vamos ver novamente porque 
"Os carneiros falam alto" parece ser uma sentença aceitável vendo como ela pode ser gerada. Começando da 
noção de sentença, aceitamos que uma forma legítima de sentença é uma expressão nominal seguida de uma 
expressão verbal. Simbolicamente, 


sentença — expressão-nominal expressão-verbal 

Uma forma legítima de expressão nominal é um artigo seguido por um substantivo, 
expressão-nominal — artigo substantivo 

e uma forma legítima de expressão verbal é um verbo seguido por um advérbio, 


expressão-verbal — verbo advérbio 
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Também devemos concordar com as substituições 


artigo — os 
substantivo — carneiros 
verbo — falam 
advérbio — alto 


Portanto, podemos gerar a sentença "Os carneiros falam alto", realizando, sucessivamente, as substituições: 


sentença — expressão-nominal expressão-verbal 
> artigo substantivo expressão-verbal 
— Os substantivo expressão-verbal 
= Os carneiros expressão-verbal 
— Os carneiros verbo advérbio 
=> Os carneiros falam advérbio 
> Os carneiros falam alto 


Os termos em negrito são os que podem ser futuramente substituídos. Os termos que não estão em negrito 
param ou terminam o processo de substituição. Essas idéias são incorporadas na definição a seguir. 


Definição: Gramática com Estrutura de Frase (Tipo 0) 


Uma gramática com estrutura de frase (gramática tipo 0) G é uma 4-upla, G = (V, Vr, S, P) onde 


V = vocabulário 

Үт = conjunto não-vazio de Vchamado de terminais 

S = elemento de V — V; chamado de símbolo inicial 

P = conjunto finito de produções da forma « — f onde a é uma palavra sobre V contendo pelo 


menos um símbolo não-terminal e 8 é uma palavra sobre V 


EXEMPLO 33 Temos aqui uma gramática muito simples: G = (V, Ут, S, P), onde V = (0,1, S}, Уг = (0,1) e P=(S=05,5 1). 


As produções de uma gramática nos permitem transformar algumas palavras sobre Vem outras; as pro- 
duções podem ser chamadas de regras de derivação. 


Definição: Gerações (Derivações) em uma Linguagem 

Seja С uma gramática, G = (V, Vr, 5, P) e seja w, e w, palavras sobre V. Então w, gera diretamente (de- 
riva diretamente) w,, denotado por-w, => wz se a — B é uma produção de С, w, contém uma cópia de о 
e w, é obtido de w, através da substituição de о por B. Se и, Wz... w, são palavras sobre V e w, => wz, W: 
> Wis- И, => Wp então w gera (deriva) w,, denotado por и, 5 w, (Por convenção, и, Š w,.) 


EXEMPLO 34 Ма gramática do Exemplo 33, 00S = 0005 porque a produção $ — 0$ foi usada para substituir o 5 ет 005 por 
OS. Além disso,005 3, 000005. . 


PRÁTICA 52 Mostre que na gramática do Exemplo 33, 08 5» 00001. . 


Definição: Linguagem Gerada por uma Gramática 
Dada uma gramática G, a linguagem L gerada por G, algumas vezes denotada por L(G), é o conjunto 


L= (we Vz|S w} 


Em outras palavras, L é o conjunto de todas as cadeias de terminais geradas a partir do símbolo inicial. 


Perceba que uma vez que uma cadeia w de terminais tenha sido obtida, não podem mais ser aplicadas produ- 
ções a w, e w não pode gerar quaisquer outras palavras. 

O procedimento a seguir gera uma lista de elementos de L: Comece com o símbolo inicial S e aplique 
sistematicamente alguma seqüéncia de produção até que a cadeia w, de terminais tenha sido encontrada; então 
w, € L. Volte para S e repita este procedimento usando uma seqüéncia diferente de produções para gerar outra 
palavra и, e L, e assim por diante. Na verdade, este procedimento não tem seu funcionamento garantido por- 
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PRÁTICA 53 


EXEMPLO 35 


PRÁTICA 54 


EXEMPLO 36 


que poderíamos seguir uma seqüéncia infinita de derivações que nunca nos levaria a uma cadeia de terminais 
e, portanto, nunca incluiria uma palavra em nossa lista. Ao invés desse procedimento, precisamos efetuar di- 
versas derivações de S simultaneamente, verificando cada uma a cada passo e incluindo as palavras finais na 
lista de elementos de L sempre que encontrássemos uma. Desta maneira nunca ficaremos esperando indefini- 
damente, incapazes de encontrar outras palavras em função de uma eventual seqüéncia infinita de derivações. 


Descreva a linguagem gerada pela gramática G do Exemplo 33. ° 


As linguagens geradas por gramáticas, da forma que definimos, são chamadas de linguagens formais. 
Se a gramática é definida em primeiro lugar, a linguagem é uma conseqüência da definição. Alternativamente, 
a linguagem, enquanto conjunto bem-definido de cadeias, pode ser especificada em primeiro lugar e então 
procuramos uma gramática para ela. 


Seja L o conjunto de todas as cadeias não-vazias que consistem em um número par de ls. Então L é gerada 
pela gramática G = (У, Vz, S, P) onde V= (1, S}, Vr= {1} e P = [$8 SS, $11]. Uma linguagem pode ser 
gerada por mais de uma gramática. L também pode ser gerada pela gramática G' = (У, У» $, P') onde 
V'= {1,5}, V'r= {1}e P'= (5 ә 151,5 > 11). 


a. Encontre uma gramática que gere a linguagem {0"10" ) n = 0}. 
b. Encontre uma gramática que gere a linguagem {0"10" | n = 1). 


Tentar descrever de forma concisa a linguagem definida por uma gramática e definir uma gramática para 
gerar uma dada linguagem podem ser tarefas bem difíceis. Veremos outro exemplo onde a gramática é um 
tanto mais complicada do que as que vimos até agora. 


Seja L5 {a"b"c" уп = 1). Uma gramática que gera L é G = (V, Vr S, P} onde V= {a,b,c, S, В,С}, Vr= fa, 
b, c} e P consiste nas seguintes produções: 


1. S > aSBC 
2.8 => aBC 
3. CB BC 
4. aB => ab 
5. bB — bb 
6. bC — bc 
7. cC — cc 


É bem simples ver como gerar qualquer elemento particular de L usando essas produções. Portanto, uma de- 
rivação da cadeia abc? é 


S= aSBC 
— aaBCBC 
— aaBBCC 
— aabBCC 
— aabbCC 
=> aabbcC 
> aabbcc 


Em geral, L С L(G} onde o esquema da derivação de qualquer a"b"c" é dado a seguir; os números indicam as 
produgóes usadas. 


S > a" !S(BCy-! 
> а(ВСу 
> а"В"С" 
= a"bB"- c 
4 
£ abro” 
5 
= aec! 
6 


* 
> а"Ь"с" 


EXEMPLO 37 


EXEMPLO 38 
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Também precisamos mostrar que: L(G) C L, o que envolve demonstrar que algumas produções precisam ser usa- 
das antes de outras e que a derivação geral mostrada acima é o único tipo que nos leva à cadeia de terminais. * 


Ao tentar inventar uma gramática para gerar o conjunto L do Exemplo 36, poderíamos ter tentado usar 
as produções da forma B — be C — с ao invés das produções 4 a 7. Portanto, teremos, de fato, L C L(G), mas 
L(G) conterá palavras como a" bc)". 

As linguagens formais foram desenvolvidas na década de 50 pelo lingüístico Noam Chomsky como uma 
tentativa de modelar as linguagens naturais, tais como o inglês, com vistas a tradução automática. No entanto, 
uma vez que existe uma linguagem natural e é bem complexa, definir uma gramática formal para gerar uma 
linguagem natural é bem difícil. Tentativas de fazer isto para o inglês têm conseguido apenas sucessos parciais. 


Podemos descrever uma gramática formal que gere uma classe bem restrita de sentenças em português. Os 
terminais da gramática são as palavras "os", "um", "legal", "rio", "carneiro", "fala", "corre", "alto", "veloz- 
mente", e os "n&o-terminais" são as palavras sentença, expressão-nominal, expressáo-verbal, artigo, subs- 
tantivo, verbo e advérbio. O símbolo inicial é sentença e as produções são: 


sentença — expressão-nominal expressão-verbal 
expressão-nominal — artigo pronome 
expressão-verbal — verbo advérbio 
artigo > os 

artigo — um 

substantivo — rio 

substantivo — carneiro 

verbo — fala 

verbo — corre 

advérbio — alto 

advérbio — velozmente 


Já sabemos derivar "Os carneiros falam alto" nesta gramática. Eis uma derivação de "Um rio corre velozmente": 


sentença — expressão-nominal expressão-verbal 
— artigo substantivo expressão-verbal 
=» um substantivo expressão-verbal 
=» um rio expressão-verbal 
> um rio verbo advérbio 
— um rio corre advérbio 
= um rio corre velozmente 


Diversas outras sentenças com diversos níveis de coerência, tais como um "carneiro corre alto” também fa- 
zem parte da linguagem definida por esta gramática. A dificuldade de especificar uma gramática para o inglês 
como um todo se torna mais aparente quando consideramos frases como "time flies" que pode ser interpretada 
como um substantivo seguido de um verbo (tempo voa) ou um verbo seguido de um substantivo (cronometrar 


moscas)! Esta situação é "ambígua" e ocorre em todas as linguagens naturais de uma maneira ou de outra (veja 
o Exercício 16 nesta seção). Ы 


As linguagens de programação são menos complexas que as linguagens naturais е algumas linguagens 
de programação, tais como ALGOL, foram definidas como linguagens formais. 


Uma aplicação de gramática formal para gerar identificadores em uma linguagem de programação pode ser 
apresentada como o seguir: 


identificador — letra 

identificador — identificador letra 
identificador — identificador dígito 
letra > a 

letra > b 


letra > 2 
dígito > 0 
dígito — 1 


dígito — 9 
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Neste caso, o conjunto de terminais é /a, b,..., z, 0, 1,...,9) e o símbolo inicial é identificador. Uma 
simplificação que permite listar todas essas produções é a chamada forma de Backus-Naur (BNF). As 
pro-duções listadas acima podem ser especificadas em BNF em três linhas (como no Exemplo 24 do Cap. 
2): 


<identificador> ::= <letra> | <identificador><letra> | <identificador><dígito> 
<letra> ::= alblel ... |z 


<dígito> ::= 01... 9 
Na BNF, os náo-terminais são identificados por < >, as setas de produção se tornam ::=, e | significa 
ou, identificando várias produções com o mesmo símbolo à esquerda. . 


Classes de Gramática 


Antes de identificarmos alguns tipos de gramática, vamos dar uma olhada em mais um exemplo. 


Seja L uma cadeia vazia /juntamente com o conjunto de todas as cadeias que consistem em um número ímpar 
n de Os, п = 3. A gramática G = (V, Vr, S P} gera L onde V = (GA B, E, F, W, X, Y, Z, S}, Vr= {0}, eas 
produções são 


S > FA OX > XO OZ > ZG 

S => FBA YO  0Y WBZ > Et 
FB — FOEBO FX — FOW Е 4 
ЕВ > O ҮА > ZOA ASA 
EB — XBY WO > OW 


A derivação 5 = FA Š АА = A produz А. A derivação 


S = ЕВА 
= FOEBOA 
= FOXBYOA 
5 FXOBOYA 
Š FOWOBOZOA 
2. FOOWBZOOA 
=> FOOEBOOA 
= Е00000А 
5. 00000 


produz cinco Os. Perceba como Хе Y,e também We Z vão para frente e para trás nas cadeias de Os, incluindo 
mais um 0 em cada lado. Esta atividade é muito parecida com o movimento de uma cabeça de leitura/gravação 
de uma máquina de Turing pela fita aumentando a parte usada da fita. ° 


A gramática acima permite a produção de cadeias vazias F — À e A — A. Para gerar qualquer linguagem 
contendo À, precisamos ser capazes de produzir cadeias vazias. Nas gramáticas que veremos a seguir, nos li- 
mitaremos a este tipo de produção. Se houver uma produção de cadeia vazia, ela será da forma $ — A, onde S 
é o símbolo inicial e não pertence ao lado direito de quaisquer outras produções. Esta restrição nos permite 
tratar a produção de À a partir de S como um caso especial e então passar às demais derivações, nenhuma das 
quais permite qualquer produção de cadeia vazia. Vamos chamar isto de convenção da produção vazia. A 
definição a seguir define três tipos especiais de gramáticas através de restrições nos tipos de produções permi- 
tidas. 


Seção 84 Linguagens Formais 423 


Definições: Gramáticas Sensível ao Contexto, Livre de Contexto e Regular; Hierarquia de 
Chomsky 

Uma gramática G é sensível ao contexto (tipo 1) se obedece a convenção da produção vazia e 
se, para qualquer produção « — f (exceto S — А), a palavra fj é pelo menos tão grande quanto a pa- 
lavra a. Uma gramática G é livre de contexto (tipo 2) se obedece a convenção da produção vazia e 
para qualquer produção a: — f, a é um não-terminal único. Uma gramática С é regular (tipo 3) 
se ela obedece a convenção da produção vazia e para qualquer produção о — f (exceto S — A), а 
é um não-terminal único e 8 é da forma t ou tW, onde t é um símbolo terminal e W é um símbolo 
não-terminal. Esta hierarquia de gramáticas, do tipo O ao tipo 3 também é chamada hierarquia de Chom- 
sky. 


Em uma gramática livre de contexto, um único símbolo não-terminal à esquerda da produção 
pode ser substituído, sempre que aparecer, pelo símbolo do lado direito da produção. Em uma gramá- 
tica sensível ao contexto, um dado símbolo não-terminal pode vir a ser substituído apenas se for parte 
de uma cadeia em particular, ou contexto — daí os nomes livre de contexto e sensível ao contexto. 
Está claro que qualquer gramática regular também é livre de contexto e que qualquer gramática livre 
de contexto também é sensível de contexto. A gramática do Exemplo 33 é regular (as duas produ- 
ções têm o único não-terminal $ do lado esquerdo, e do lado direito tem 1 — um terminal — ou 05 — 
um terminal seguido de um não-terminal). Ambas as gramáticas do Exemplo 35 são livres de con- 
texto, mas não são regulares (novamente, apenas o não-terminal S aparece do lado esquerdo das 
produções, mas os lados direitos consistem em três símbolos ou dois não-terminais ou dois terminais, 
respectivamente). A gramática do Exemplo 36 é sensível ao contexto mas não é livre de contexto (a pro- 
dução não transforma quaisquer cadeias em cadeias vazias, mas existem diversos símbolos no lado esquer- 
do de algumas produções). As gramáticas do Exemplo 37 e do Exemplo 38 são gramáticas livres de con- 
texto, mas não-regulares (por exemplo, as três primeiras produções do Exemplo 38 violam o requisito para 
uma gramática regular). Finalmente, a gramática do Exemplo 39 é uma gramática do tipo 0, mas não é sensí- 
vel ao contexto (por exemplo, EB — 0 é uma contração; além disso, a convenção da produção vazia é viola- 
da). 


Definição: Tipos de Linguagens 
Uma linguagem é tipo 0 (sensível ao contexto, livre de contexto ou regular) se puder ser gerada por uma 
gramática tipo O (sensível ao contexto, livre de contexto ou regular). 


Devido às relações com quatro tipos de gramáticas, podemos classificar as linguagens como mostrado 
na Fig. 8.17. Portanto, qualquer linguagem regular é também livre de contexto, porque qualquer gramática 
regular também é uma gramática livre de contexto, e assim por diante. No entanto, apesar de isto ser verdade, 
não temos embasamento para afirmar que esses conjuntos estão contidos propriamente uns nos outros. Por 
exemplo, a linguagem L descrita no Exemplo 39 foi descrita neste exemplo por uma gramática que era tipo O 
mas não-sensível ao contexto, mas isto não implica que L esteja nesta categoria. Diferentes gramáticas podem 
gerar a mesma linguagem. 


Hierarquia das linguagens formais 


sensíveis ao contexto 
ivres de 
contexto 


Regulares 


Figura 8.17 
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Definição: Gramáticas Equivalentes 
Duas gramáticas são equivalentes se gerarem a mesma linguagem. 


EXEMPLO 40 о Exemplo 39 apresentou uma gramática G para gerar a linguagem L. Forneceremos três outras gramáticas 


PRÁTICA 55 


equivalentes a G. 
G, = (V, V,, S, Р) onde V = {0, A, B, S), V; = (0) e as produções são 


8S> А AB — 00 
S — ABA ОА — 000A 
A—0 


С; é sensível ao contexto, mas não é livre de contexto. 
С» = (V, Vr, S, P) onde V= (0, А, S}, Vr 2 {0} e as produções são 


SSA A — 00A 
S — 004 AS 0 


С» é livre de contexto, mas não é regular. 
G; = (V, Vr, S, P) onde V = (0,4, B, C, S], Vr= {0} e as produções são 


S=A B=>0 
5 — 0A B—0C 
A — 0B C — 0B 


G; é regular. 
Portanto, L é uma linguagem regular. . 


Forneça a derivação de 00000 em СС» e G3. ° 


Linguagens Formais e Dispositivos Computacionais 


A linguagem L do Exemplo 39 pode ser descrita pela expressão regular A v (000)(00)*, de forma que L é um 
conjunto regular. Do exemplo acima, L também é uma linguagem regular. Não é coincidência que um con- 
junto regular seja uma linguagem regular. Pode ser mostrado que para qualquer máquina de estado finito, o 
conjunto que ela aceita é uma linguagem regular. Também podemos mostrar que para qualquer linguagem 
regular, existe uma máquina de estado finito que reconhece exatamente esta linguagem. (Nas demonstrações 
desses resultados, as produções de uma gramática regular correspondem às transições de estados de uma má- 
quina de estado finito.) Portanto, os conjuntos aceitos por máquinas de estado finito — os conjuntos regulares 
— correspondem às linguagens regulares. Portanto a classe de conjuntos aceitos por um dispositivo computa- 
cional de capacidade limitada coincide com a classe mais restrita de linguagens. 

No outro lado desta questão temos que o dispositivo computacional mais geral é a máquina de Turing e 
a linguagem mais geral é a de tipo 0. Por isso, os conjuntos reconhecidos por máquinas de Turing são as lin- 
guagens de tipo 0. 

Existem dispositivos computacionais com capacidades intermediárias entre as máquinas de estado fini- 
to e as máquinas de Turing; esses dispositivos aceitam exatamente as linguagens livre de contexto e as lingua- 
gens sensíveis ao contexto, respectivamente. O tipo de dispositivo que aceita linguagens livre de contexto é 
chamado de autômato de pilha ou pda (do inglês push-down automaton). Um autômato de pilha consiste em 
uma unidade de estado finito que lê a entrada de uma fita e controla a atividade de uma pilha. Os símbolos do 
alfabeto podem ser empilhados ou desempilhados do topo da pilha. 

A unidade de estado finito, como uma função do símbolo de entrada lido, do estado atual e do símbolo 
no topo da pilha, tem um número finito de movimentos a realizar. Os movimentos podem ser dos seguintes 
tipos: 


- 


. passa ao estado seguinte, retira o símbolo do topo da pilha e lê o próximo símbolo da entrada; 

2. passa a um novo estado, retira o símbolo do topo da pilha, inclui um número finito de símbolos no 
topo da pilha e lé o próximo símbolo da entrada; ou 

3. ignora o símbolo da entrada sendo lido, manipula a pilha como acima, mas não lê o próximo símbolo 

da entrada. 


EXEMPLO 41 
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Regular «— 

reconhecidas por 
máquinas de estado 
finito 


Figura 8.18 


Um autómato de pilha tem uma escolha de próximos movimentos e ele reconhece o conjunto de todas as en- 
tradas para as quais existe alguma sequência de movimentos que faça a pilha ficar vazia. Pode ser mostrado 
que qualquer conjunto reconhecido por um autómato de pilha é uma linguagem livre de contexto e vice-versa. 

O tipo de dispositivo que aceita linguagens sensíveis ao contexto é chamado de autómato limitado li- 
near, ou lba (do inglés linear bounded automaton). Um Iba é uma máquina de Turing cuja cabeça de leitura/ 
gravação está limitada à parte da fita que contém a entrada original; além disso, a cada passo ela tem uma 
escolha de quais movimentos realizar. Um Iba aceita o conjunto de todas as entradas para as quais existe algu- 
ma seqüéncia de movimentos que faga a máquina de Turing parar em algum estado. Pode ser mostrado que 
qualquer conjunto aceito por um Iba é uma linguagem sensível ao contexto e vice-versa. 

A Fig. 8.18 mostra a relação entre a hierarquia de linguagens e a hierarquia de dispositivos computaci- 
onais. 


Gramáticas Livres de Contexto 


As gramáticas livres de contexto são importantes por três razões. Elas parecem ser as mais simples de se 
trabalhar, uma vez que só permitem a substituição de um símbolo por vez. Além disso, diversas linguagens de 
programação são definidas de tal forma que partes de sua sintaxe, se não toda, podem ser descritas através de 
gramáticas livres de contexto. Finalmente, uma derivação em uma gramática livre de contexto tem uma repre- 
sentação gráfica muito adequada, chamada de árvore de parse. 


A gramática do Exemplo 38 é livre de contexto. A palavra d2q pode ser derivada da seguinte maneira: iden- 
tificador — identificador letra — identificador dígito letra — letra dígito identificador — d dígito letra 
= dl letra > dig. Podemos representar esta derivação como uma árvore cuja raiz é o símbolo inicial. Quando 
uma produção é aplicada em um vértice, este vértice é substituído no nível inferior seguinte pela árvore dos 
símbolos do lado direito da produção usada. Uma árvore para a derivação acima é mostrada na Fig. 8.19. 


Identificador 
Identificador Letra 
Identificador Dígit 
Letra 2 
d 


Figura 8.19 
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PRATICA 56 Desenhe uma árvore de parse para a palavra m34s na gramática do Exemplo 38. . 


EXEMPLO 42 


Suponha que uma gramática livre de contexto G descreve uma linguagem de programação. O 
programador usa as regras de G para gerar cadeias válidas de símbolos, isto é, palavras da linguagem. 
Neste caso podemos imaginar uma palavra como uma instrução do programa. Portanto, uma palavra con- 
siste em várias subpalavras, por exemplo, identificadores, operadores e palavras-chave da linguagem (como 
repeat, e until do Pascal). As instruções do programa alimentam o compilador da linguagem de forma 
que o programa seja traduzido para a linguagem de máquina do computador. O compilador deve determinar 
se as instruções do programa são ou não válidas para a linguagem. Esta questão divide-se em duas pergun- 
tas: As subpalavras são cadeias válidas e a instrução do programa é uma forma válida de agrupar as subpala- 
vras? 

Normalmente, o conjunto de subpalavras válidas de uma linguagem pode ser descrito por uma expres- 
são regular e, portanto, uma máquina de estado finito pode ser usada para detectar as subpalavras; o analisador 
léxico, ou scanner do compilador, se encarrega desta fase da compilação. Se tudo correr bem, o analisador 
léxico passa a instrução do programa na forma de uma cadeia de subpalavras legítimas ao analisador sintático. 
O analisador sintático determina se a cadeia é correta tentando realizar o parsing nela (construir a árvore de 
parse). 

Várias técnicas para realizar o parsing, sobre as quais não entraremos em detalhes, foram desen- 
volvidas. Uma abordagem óbvia é construir uma árvore começando pelo símbolo inicial, aplicando pro- 
duções e terminando com a cadeia a ser testada. Este procedimento é chamado de parsing top-down. A 
alternativa é começar com a cadeia, ver quais produções foram usadas para criá-las, aplicar as produ- 
ções ao contrário e terminar no símbolo inicial. Este processo é chamado de parsing bottom-up. O ar- 
tifício necessário em ambas abordagens é determinar exatamente que regras de produção devem ser usa- 
das. 


Considere a gramática livre de contexto С dada por С = (V, Vr, S, P) onde У = (a,b, c, A, В, С, S}. Vrz fa, 
b,c] e as produções são 


S—B BC A — abc 
S=>A Bab Cc 


Suponha que desejamos testar a cadeia abe. Uma derivação para abe é $ — A — abc. Se fizermos um parsing 
top-down, podemos começar por 


$ 


В 


Então temos que determinar que isto não funciona e tentar mais alguma coisa. Se tentarmos um parsing bottom- 
up, devemos começar por 


BC 


айс 


Então temos que determinar que isto não funciona e tentar mais alguma coisa. As técnicas para parsing reali- 
zam este processo de forma automática. . 


Perceba a diferença entre gerar elementos de um conjunto, que o programador faz, e determinar se um ele- 
mento pertence a um conjunto, o que o compilador faz. Uma vez que pedimos ao compilador para determinar 
se os elementos pertencem a um conjunto, deve existir um algoritmo de decisão para o conjunto. Isto significa 
que existem algoritmos de decisáo para linguagens livres de contexto, outro ponto a seu favor. 


Revisáo da Secáo 8.4 
Técnicas 
* Descrever L(G) para uma dada gramática С 


* Definir uma gramática a fim de gerar uma dada linguagem L 
* Construir árvores de parse em uma gramática livre de contexto 
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Idéias Principais 

Uma gramática G é um mecanismo para gerar sua linguagem L(G). 

As linguagens formais foram desenvolvidas como uma tentativa de descrever a sintaxe correta de linguagens 
naturais; apesar desta tentativa ter sido mal-sucedida devido à grande complexidade das linguagens naturais, 
ela é muito útil para linguagens de programação de alto-nível. 

Classes especiais de gramáticas são definidas pela restrição das produções permitidas. 

Os vários tipos de linguagens formais correspondem aos conjuntos aceitos por diversos tipos de autômatos; 
em particular (1) as linguagens regulares são as linguagens aceitas por máquinas de estado finito, (2) lingua- 
gens livres de contexto são aceitas por autômatos push-down, (3) linguagens sensíveis ao contexto são os con- 
juntos reconhecidos por autômatos limitados lineares e (4) linguagens tipo O são os conjuntos reconhecidos 
por máquinas de Turing. 


As derivações em gramáticas livres de contexto podem ser representadas por árvores de parse. 


Um compilador de uma linguagem de programação livre de contexto verifica a correção da sintaxe através do 
processo de parsing. 


Exercícios 8.4 


* 1. Descreva L(G) para cada uma das gramáticas С dadas. 
а. б = (V, Vr, 5, P)onde V= [a,A,B,C,8], Vr= [a] e P consiste em 


$—4A BA 
A ВС aC —s А 
Aa 


b. G = (У, Vr, S, Ponde V= (0, L,A,B, S), V= (0, 1} e P consiste em 


S — 0A А — IBB В 01 
$-> 1А В 11 


с. С = (V, V, S, P) onde V= (0, 1,4, В, 5 Vr = {0, 1} e Р consiste em 


$0 AS IB В 0А 
5 — 0А B>0 


d. G = (V, Ү S, P) onde V= (0, 1,4,8), Vr= (0, 1) e P consiste em 


5 –э 05 A — lA 
S= ПА А -э 1 


2. a. Quais das gramáticas do Exercício 1 são regulares? Quais são livres de contexto? 
b. Encontre gramáticas regulares para aceitar cada uma das linguagens do Exercício 1. 


*3. Descreva L(G) para a gramática С = (V, Vr, S, P) onde V = fa, b, A, B, S}, Үг = fa, b] e P consiste 
em 


S= AB AB — ААВ 
Aa AB > АВВ 
Bb 


De que tipo de gramática é G? Encontre uma gramática regular G' que aceite L(G). 


4. Escreva as produções das seguintes gramáticas em BNF: 
a. G4 do Exemplo 40 
b. С do Exercício 1(b) 
c. G do Exercício 1 (c) 


428 Modelagem Aritmética, Computação e Linguagens 


7. 


10. 


11. 


* 12. 


13. 


14. 


15. 


x16. 


17. 


18. 


d. G do Exercício 1 (d) 
Encontre uma gramática que aceite o conjunto de todas as cadeias de parénteses bem-balanceadas. 


Uma palavra w em V é um palíndromo se w = w^, o reverso de uma cadeia w. Uma linguagem L é uma 

linguagem palíndroma se L consiste apenas em palíndromos. 

a. Encontre uma gramática que aceite o conjunto de todos os palíndromos sobre o alfabeto 
{а,Ь}. 

b. Seja L uma linguagem palíndroma. Demonstre que L^ = {уќ |w e L} é uma linguagem palíndro- 
ma. 

c. Seja w um palíndromo. Demonstre que a linguagem descrita pela expressão regular w* é uma lingua- 
gem palíndroma. 


Encontre uma gramática que aceite a linguagem L = (0 v 1y01. 
Encontre uma gramática livre de contexto que aceite a linguagem L = (0"1" | n > 0). 
Encontre uma gramática que aceite a linguagem L = (0% | i> 0). 


Encontre uma gramática livre de contexto que aceite a linguagem L onde L consiste nos conjuntos de 
todas as cadeias não-vazias de Os e Is com um número igual de Os e Is. 


Encontre uma gramática livre de contexto que aceite a linguagem L onde L consiste no conjun- 
to de todas as cadeias não-vazias de Os e Is cuja quantidade de Os é duas vezes a quantidade de 
Is. 


Encontre uma gramática livre de contexto que aceite a linguagem L = (ww* |w e (0, 1] e w*é o rever- 
so da cadeia w). 


Encontre uma gramática que aceite a linguagem L = {им |м e {0,1}°}. 


Encontre uma gramática que aceite a linguagem L= la” п> 1}. (Pelo Exercício 18 abaixo, L não é 


uma linguagem livre de contexto, então sua gramática não pode ser tão simples.) 


Desenhe uma árvore de parse para as seguintes palavras: 
*а. 111111 na gramática G do Exemplo 35 

b. 111111 na gramática G' do Exemplo 35 

c. 011101 na gramática do Exercício 1(b) 

d. 00111111 na gramática do Exercício 1(d) 


Considere a gramática livre de contexto С = (V, Vr, S, P) onde V = {0,1,A, 5}, Vr= (0. 1} eP consiste 
em 


S—» АТА 
А— 0 
А—›А1А 


Desenhe duas árvores de parse distintas рага a palavra 01010 em С. Uma gramática na qual uma palavra 
tem mais de uma árvore de parse é chamada de ambígua. 


Mostre que para qualquer gramática livre de contexto G existe uma gramática G' na qual, para qualquer 
produção x — В, B é uma cadeia mais longa que a, КС) C LG) e L(G) — ЦС”) é um conjunto fini- 
to. 


O que mostraremos agora é o lema do bombeamento para linguagens livre de contexto. Seja L qual- 
quer linguagem livre de contexto. Então existe alguma constante k tal que para qualquer palavra w em L 
com |w| = k, w pode ser escrito como a Овим м и cdm AAA Sik e иза, > 1. Além disso, 
a palavra w,w',w,w'ws € L para todo i = 0. 

a. Use o lema do bombeamento para mostrar que L = (a"b"c* 


n = 1) não é livre de contexto. 


b. Use o lema do bombeamento para mostrar que L = la" п> 1) náo é livre de contexto. 


Autotestes 
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Revisão do Capítulo 8 


alfabeto 

grupo alternante 

operação binária associativa 

forma de Backus-Naur (BNF) 

parsing bottom-up 

leis de cancelamento 

hierarquia de Chomsky 

coeficiente 

operação binária comutativa 

grupo comutativo 

concatenação 

linguagem livre de contexto 

gramática livre de contexto (tipo 2) 

linguagem sensível ao contexto 

gramática sensível ao contexto 
(tipo 1) 

problema de decisão 

grau de um polinômio 

geração (derivação) direta de uma 
palavra 

cadeia vazia 

gramáticas equivalentes 

estados equivalentes 

convenção da produção vazia 

permutações pares e ímpares 

estado final 

máquina de estado finito 

linguagem formal 

monóide livre gerado por um con- 
junto А 

geração (derivação) de uma palavra 

grupo 

grupo de permutações em um con- 
junto А 


problema da parada 

homomorfismo 

elemento neutro 

subgrupo impróprio 

alfabeto de entrada 

problema intratável 

elemento inverso 

isomorfismo 

estados k-equivalentes 

linguagem 

linguagem gerada por uma gramá- 
tica G 

comprimento de uma cadeia 

autômato limitado linear (Iba) 

monóide 

multiplicacáo módulo n 

solucáo negativa para um problema 
de decisáo 

problema NP-completo 

problema NP 

função nümero-teórica 

ordem de um grupo 

alfabeto de saída 

P 

árvore de parse 

função parcial 

refinamento de uma partição 

grupo de permutacáo 

gramática de estrutura de frase 
(tipo 0) 

solução positiva para um problema 
de decisão 

produção 
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subgrupo próprio 

autômato push-down (pda) 

reconhecimento (aceitação) por 
uma máquina de estado finito 

reconhecimento (aceitação) por 
uma máquina de Turing 

expressão regular 

linguagem regular 

conjunto regular 

gramática regular (tipo 3) 

semigrupo 

semigrupo de transformações em 
um conjunto A 

símbolo inicial 

grafo de estados 

tabela de estados 

cadeia 

subgrupo 

símbolo 

grupo de simetria de grau n 

alfabeto da fita 

terminal 

parsing top-down 

função total 

transposição 

função Turing-computável 

máquina de Turing 

linguagem tipo O 

estado inalcançável 

problema de decisão insolúvel 
(indecidível) 

vocabulário 

palavra 


Seção 8.1 
1. Uma operação binária é associativa se a ordem dos elementos sendo operados não altera o resulta- 
do. 
2. A identidade ¡em um grupo /G, .] tem a propriedade de que x! · і = і. хт! = x^. 
3. Todo grupo também é um monóide. 
4. Um grupo de ordem 10 não pode ter um subgrupo de ordem 6. 
5. Se [S, Је [T, +] são dois grupos, então uma função.f: S -> T para a qual f(x . y) = f(x) + f(y) é um 
isomorfismo. 
Secáo 8.2 


6. O próximo estado de uma máquina de estado finito é determinado por seu estado atual e o símbolo de 


entrada atual. 


7. O conjunto de todas as cadeias terminando em 00 é regular. 


po 


Uma máquina de estado finito náo pode passar a um estado que náo tenha saída. 


9. De acordo com o teorema de Kleene, um conjunto que náo possa ser descrito por uma expressáo regular 
náo pode ser reconhecido por uma máquina de estado finito. 
10. Em uma máquina de estado finito, estados k-equivalentes são também estados (k + l)-equivalen- 


tes. 
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Seção 8.3 


11. 


Uma máquina de Turing pára se, e somente se, entrar em um estado final. 


12. Uma máquina de Turing que compute a função fin) = n + 1, dada uma entrada n, pára com (n + 1) 1 s em 


13. 
14. 


15. 


sua fita. 

A tese de Church afirma que o problema da parada é insolúvel. 

O problema da parada diz que, dada uma máquina de Turing e sua entrada, não há algoritmo que determi- 
ne se a máquina de Turing pára quando executada para essa entrada. 

Um conjunto em P é aceito por uma máquina de Turing em um número de passos não maior do que um 
polinômio. 


Seção 8.4 


16. 


17. 


18. 


19. 
20. 


A linguagem gerada por uma gramática G tipo O é o conjunto de todas as cadeias de terminais gerados a 
partir do símbolo inicial através da aplicação das produções de G um número finito de vezes. 
Começando no símbolo inicial e aplicando as produções de uma gramática G vamos obter, em algum mo- 
mento, uma cadeia de terminais. 

Uma linguagem gerada por uma gramática que é sensível ao contexto, mas não é livre de contexto, é sen- 
sível ao contexto, mas não é livre de contexto. 

Qualquer conjunto regular é uma linguagem regular. 

Uma árvore de parse terá tantas folhas quantos forem os terminais na palavra sendo derivada. 


No Computador 


Nos Exercícios 1 a 9, escreva um programa de computador que produza a saída desejada a partir da entrada 
dada. 


. Entrada: Duas palavras de um alfabeto A 


Saída: A concatenação delas 


Entrada: Um inteiro positivo n e um alfabeto finito A 
Saída: Todas as palavras sobre A de comprimento = n 


Entrada: Um inteiro positivo n 
Saída: Tabelas de soma e multiplicação módulo n 


Entrada: Um inteiro positivo n 
Saída: Os п! elementos de S, expressos tanto na forma de vetor como na notação cíclica, a tabela de grupo 
de [5,, °] e a tabela de grupo para [A,, °]. 


nt 


. Entrada: matriz n X n, n = 10, que visa a representar uma operação binária no conjunto finito dos intei- 


rosde lan 
Saída: Resposta indicando se o conjunto é um grupo comutativo sob esta operação. 


Entrada: Duas matrizes n X n, n = 10, que representam dois grupos e uma matriz que represente uma 
função do primeiro grupo no segundo 
Saída: Resposta indicando se a função é ou não um isomorfismo 


Entrada: Um inteiro positivo n, n = 50, que representa o número de estados de uma máquina de estado 
finito com alfabeto de entrada = alfabeto de saída = {0, 1} e uma matriz n X 3 correspondendo à descri- 
ção da tabela de estados da máquina 

Saída: Lista dos estados inalcançáveis a partir do símbolo inicial sy 


. Entrada: Inteiro positivo n, n = 50, representando o número de estados de uma máquina de estado finito 


com alfabeto de entrada = alfabeto de saída = (0, 1} e uma matriz n X 3 representando a descrição da 
tabela de estados desta máquina. 

Saída: matriz m X 3 representando a descrição da tabela de transições de uma versão minimizada 
deM 


Entrada: Conjunto de terminais em uma gramática e a uma descrição das produções em uma gramática; 
permitindo ao usuário definir um número máximo de passos para qualquer derivação 


10. 


11. 
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Saída: Lista das palavras na linguagem que podem ser derivadas dentro do máximo estabelecido 
Escreva um simulador de máquina de estado finito. Isto é, dados: 


um inteiro positivo n, n = 50, representando o número de estados em uma máquina de estado finito com 
alfabeto de entrada = alfabeto de saída = (0, 1) 


uma matriz п X 3 representando a descrição da tabela de estados da máquina 


seu programa deve pedir a cadeia de entrada e escrever a cadeia de saída correspondente, sempre que o 
usuário pedir. 


Escreva um simulador de máquina de Turing. Isto é, dado um conjunto de quíntuplas que defina uma má- 
quina de Turing, seu programa deve pedir a fita inicial e escrever uma seqüéncia com as sucessivas con- 
figurações da fita. Admita que existem no máximo 100 quíntuplas e que o número de células usadas na 
fita é no máximo 70 e permita ao usuário definir um número máximo de passos para o caso do processa- 
mento não parar antes de atingir este número. 


Notação de 
omatório 


A notação de somatório é uma forma abreviada de escrever certas expressões de somas de termos. Como 
exemplo, considere a soma dos inteiros entre 1 e 5: 


1+2+3+445 


Podemos encarar esta soma da seguinte maneira: suponha que temos uma determinada quantidade i que 
inicialmente vale 1 e que então recebe os sucessivos valores 2,3,4 е 5. A expressão acima é a soma de i em todos 
seus diferentes valores. A notação de somatório é 


5 
2! 
j=l 
A letra grega sigma maiúsculo, $, denota o somatório. Neste caso, o número 1 é o limite inferior do somatório, 
e o número 5 é o limite superior do somatório. A variável i é chamada de índice do somatório. O índice do 


somatório recebe o valor do limite inferior e então é sucessivamente incrementado até que atinja o valor do limite 
superior. Todos os valores que o índice do somatório recebe são somados juntos. Portanto, 


5 
Y i=1+2+3+4+5=15 


221 


Analogamente, 


8 


Уі=4+5+6+7+8=30 


e=4 


Nos exemplos acima, a expressão após o símbolo de somatório é apenas i, o índice do somatório. No 
entanto, o que aparece após o símbolo do somatório pode ser qualquer expressão, e os sucessivos valores do 
índice são simplesmente substituídos na expressão. Portanto, 


5 
S PRI +22 +3 +42 +52 =55 


izl 
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Uma forma geral de simbolizar o somatório é 


Ya 


=p 


Onde o limite inferior, o limite superior e a expressáo dentro do somatório náo sáo fornecidos especificamente, 
mas apenas simbolizados. A notação aj, é um lembrete de que a expressão deve ser calculada para i assumindo 
diferentes valores, do limite inferior ao limite superior. 

Existem casos especiais a considerar: 


1. Y o-o 


í=p 


Neste caso, a expressáo dentro do somatório é a constante 0, que tem o valor 0 independentemente do valor do 
índice do somatório. A soma de qualquer número de Os é 0. 


2. Yin 


{= | 


Novamente, a expressão dentro do somatório é uma constante, е o somatório indica que deve-se somar n cópias 
de 1, o que resulta em n. 


Neste caso, o limite superior é menor que o limite inferior; a interpretação usual de somatórios não se aplica, 
mas, por convenção, atribui-se o valor O ao somatório. 

O índice do somatório é uma variável muda, o que significa que ele apenas funciona como uma máscara 
e que o uso de diferentes variáveis náo altera o valor do somatório. Portanto, 


Pode ser conveniente mudar os limites de um somatório, o que é legítimo desde que o valor final do 
somatório permaneça o mesmo. Por exemplo, 


uma vez que ambos têm o valor 
1+2+3=6 


Finalmente, valem as três regras a seguir, como veremos mais adiante: 


Regras de Somatório 


3. Sea =с Ya 


onde c é uma constante 
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Para demonstrar a regra 1, perceba que 


а, tb, tasa tb, tota tb, 
=а, Hapsi tuta, tb t bu tut b, 


devido à propriedade comutativa da adição. A prova da regra 2 é semelhante. 
Para demonstrar a regra 3, perceba que 


ca, + ca, ít tea, =c(a, tat sa) 


devido à propriedade distributiva. Esta regra permite que uma constante seja "escrita do lado de fora" de um 
somatório. 


Algumas vezes podemos representar um somatório por uma expressão que não envolva a soma de itens. 
Por exemplo, de acordo com o Exercício 7 da Seção 2.2, 


Sip = Ma + Dn) (D 


6 


fæl 


5 
de forma que o valor de b» i? pode ser encontrado substituindo-se o limite superior 5 no lado direito de (1), 
resultando em 2 


5(5+1)(2*5+1) 
6 


= 55 


como antes. A Seção 2.2 e seus exercícios fornecem algumas outras expressões de "formas fechadas" para 
certos somatórios, todas elas demonstradas pela indução matemática. 


А Еипсао 
Logarítmica 


APÊNDICE — 


A função logarítmica está intimamente relacionada à função exponencial 
у= 


onde b, a base, é uma constante maior que 1. (Na verdade, b pode ser qualquer número positivo, mas os casos 
interessantes ocorrem para b>\.) Lembremo-nos das seguintes regras referentes a exponenciação: 


1.b"b"=b"*” ^ (quando multiplicamos, somamos os expoentes) 
2. БИ" = b”” (quando dividimos, subtraímos os expoentes) 
3. (b”)” = b™ (quando elevamos uma potência a um expoente, multiplicamos os expoentes) 


Se escolhermos uma base em particular, b = 2, por exemplo, podemos traçar y - 2” para vários valores de 
x e preencher os demais valores, obtendo o gráfico 


Nesta função, x pode assumir qualquer valor real, e y será sempre positivo. Outra maneira de dizer isto 
é que o domínio da função é o conjunto IR dos números reais, e a imagem é o conjunto R* dos números reais 
positivos. 

Uma função que tem relação com esta (na verdade, é a função inversa) é a função logarítmica, definida 
como 


у = logx significando b” = x 


Portanto, log,16 = 4, por exemplo, porque 2º = 16. Essas duas equações são as equações exponencial e 
logarítmica do mesmo fato. Analogamente, log; 8 = 3 e log,2=1. 
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O gráfico de y = log; x é mostrado abaixo. 


Como a função logarítmica у = logpx é a inversa da função exponencial, seu domínio (os valores que x 
pode assumir) é o conjunto R* dos números reais positivos e sua imagem (os valores que y pode assumir) é o 
conjunto R dos números reais. A função logarítmica para qualquer base b > 1 tem um domínio, uma imagem 
e uma forma semelhante ao do caso b = 2. 

Certas propriedades referentes à função logarítmica são válidas devido à sua definição ou devido a pro- 
priedades correspondentes da função exponencial. Apresentaremos todas as propriedades da função logarít- 
mica e então as demonstraremos. 


j 
e 


we ® oHugegnRDm- 


Propriedades da Função Logarítmica y = logpx 


Se p< q então log, p < log, q (a funcáo log é estritamente crescente) 

Se log, p = log, q então p = q (a função log é injetiva) 

log,1=0 

log,b= 1 

log,(b”) = p 

beer =p 

log,(pq) = log, p + log, q (o log de um produto é a soma dos logs) 

log, 2 = log, , — log, q (o log de um quociente é a diferença dos logs) 

q 

log,(p?) = q(log, p) (o log de um número elevado a um expoente é igual ao expoente 
vezes o log do número) 

log, p = log, p (fórmula de mudanga de base) 

log, a 


Para demonstrar as propriedades da função logarítmica, devemos primeiro observar que muitas das proprie- 
dades envolvem os valores /og;p е log,g. Vamos chamar esses valores de ге s, respectivamente, de forma que 


logp = ге 1094 = $ 


о que, por sua vez, significa 


b-pebzq 


1. 


молро 


Como b > 1, quanto maior a potência a дие Р é elevada, maior é o resultado. Portanto, se р < q, então 
br < Б", logor < s e, portanto, log, p < log, q. 

Se log,p = log, q, então r = s, logo = ер = д. 

log, 1 = 0 porque P? = 1. 

log,b = 1 porque b! = b. 

log,(b”) = p porque (traduzindo esta equação para sua forma exponencial) b” = b”. 

be» = p porque (traduzindo esta equação para sua forma exponencial) log, p = log, p. 

log,(pq) = log,p + log, q = г + s porque é verdade que 5" = Б = pg, que é a forma exponencial da 
equação que estamos tentando demonstrar. 
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8. log(p/q) = logyp - logsq = r- s porque é verdade que b™ = b% = p/q, que é a forma exponencial 
da equação que estamos tentando demonstrar. 

9. logy(p?) = g(log» p) = qr porque é verdade que b” = (D')* = р“, que é a forma exponencial da equação 
que estamos tentando demonstrar. 


10. log, p = EL 
b 


Seja logap = w. Então a" = p. Agora tome o logaritmo na base b de ambos os lados desta equação: 
log,(a*) = w(log,a) = log, p 


ou 


M log, p 
log, a 


que é o resultado desejado. 


As três bases mais úteis de logaritmos são 


b = 10 (logaritmo comum) 
b = e,-2,7183 (logaritmo natural ou neperiano) 
b=2 (o que usamos neste livro) 


Os logaritmos comuns foram muito usados como ferramentas de apoio em cálculos antes do advento das 
calculadoras e dos computadores. A propriedade 7 da função logarítmica diz que para multiplicar dois núme- 
ros podemos tomar o logaritmo de ambos os números, somá-los e então encontrar o número cujo logaritmo é 
o valor encontrado. Com o auxílio de uma tabela de logaritmos comuns, um número pode ser traduzido para 
seu logaritmo, ou um logaritmo traduzido para seu número original. Os logaritmos naturais são úteis em cál- 
culo, e são normalmente escritos como "In p" ao invés de "log. p". Os logaritmos na base 2 são muitas vezes 
denotados por "In p" ao invés de "Тодор." Neste livro, todos os logaritmos estão na base 2, de forma que usa- 
mos log p para denotar log»p. 

Uma última desigualdade envolvendo logaritmos da base 2 (usados na Seção 2.4) é 

I+logn<n paranz3 
Para demonstrá-la, perceba que 

n«2"' paran 23 
portanto, pela propriedade 1 de logaritmos, 

log п < log 2"! 

Pela propriedade 5 de logaritmos, log 2"! = n - 1. Portanto 
logn<n-1 


ou 


l+logn<na paran>3 


сос Respostas dos 
x Exercícios 
Práticos 


Nota aos estudantes: Responda todos os itens dos problemas antes de consultar as respostas. 


Capítulo 1 


1. Falso, falso, falso 2. 


3. a. Antecedente: A chuva continuar 
Conseqüente: O rio vai transbordar 
b. Antecedente: A chave geral parar de funcionar 
Conseqüente: A falha de uma rede 
c. Antecedente: Os abacates estarem maduros 
Conseqüente: Eles estarem escuros e macios 
d. Antecedente: Um gato saudável 
Conseqüente: Uma boa dieta 
4. A | B |A—B SATA 
Viv V V F 
V F F ЕМ 
FIV V 
F F V 
6.d 
7.a A| B | AGB | B>A (Аэ B) G (B>A) 
VIV V V V 
VIF F V F 
Гү V F F 
FIF V V V 
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b. AlBIA IB | AvA' | BAB | (Av A) (Вл В) 
УУ [Е [Е V F F 
М |Е Еу V F F 
ЕУ У Е ү Е Е 
FIFIVIV V F F 

c А ! В |С В | AAB'| C | (АлВ) э С' [AA B') С] 
VIVIVIF F F V F 
У У [Е Е Е ү ү Е 
VIFIVIV V F F V 
ү |Е [Е |У V V V F 
FIVIVIF F F V F 
FIVIFIF F V V F 
FF. ММ F F V F 
ЕЕ (Е [М Е ү ү Е 

d. A|B А IBIASB| B'SA' | (AS B) (В SA; 
Уу Е Е V V V 
VIFIF V F F V 
Е Уу Уу Е V V M 
ЕЕ УУ! V у у 

8A| 114 Ам л | Аул 51 

У Y F| V V 

FIVivi v V 


9. a. Verdadeiro (todos os canários-da-terra sáo amarelos) 
b. Falso 
c. Verdadeiro 
d. Falso (zero nào é positivo nem negativo) 


10. Por exemplo: 
a. O domínio é o conjunto dos motoristas com carteira de habilitação no Brasil; Р(х) é a propriedade de que 
x tenha 18 anos ou mais. 
b. O domínio é o conjunto de todos os peixes; P(x) é a propriedade de que x tenha cinco pernas. 
c. Não; se todos os elementos do domínio tiverem a propriedade P, então (como o domínio precisa conter 
pelo menos um elemento), existe um elemento no domínio com a propriedade P. 
d. O domínio são todas as pessoas que moram no Rio de Janeiro; P(x) é a propriedade de x ser homem. 


11. Sejax = 1; então x é positivo e qualquer inteiro menor que x é = 0, portanto o valor-verdade da sentença 
é verdadeiro. Para a segunda interpretação, seja A(x) "x é par", B (x, y) "x « y" e C(y) "y é ímpar"; a 
sentença é falsa, porque não há inteiro par que tenha a propriedade de que todos os inteiros maiores que ele 
sejam ímpares. 


12. a. (Vx) [5(х)  I(x)] 
b. Ex) [J(x) ^ S(x) л M(x)] 
c. (Vx) (М(х) > Sx) ^ LICOl) 


13. Inválida. Na interpretação cujo domínio consiste em inteiros, Р(х) é "x é ímpar" e Q(x) é "x é par", o ante- 
cedente é verdadeiro (todo inteiro é par ou ímpar), mas o conseqüente é falso (não é verdade que todo 
inteiro é par ou que todo inteiro é ímpar). 


14. 1. P' (hipótese) 
2.P' > (Q'— P) (Axioma 1) 
3.Q' 5 P (1,2 modus ponens) 
4.(Q' — P) (P > О) (Axioma 3) 
5.P—Q9 (3, 4, modus ponens) 


15. 1. Р— (P5 О) (hipótese) 
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2.P (hipótese) 
3.P—Q (1,2, modus ponens) 
4.Q (2, 3, modus ponens) 
16.1.P— Q (hipótese) 
2.0 В (hipótese) 
3.P (hipótese) 
4.0 (1,3, modus ponens) 
5.R (2, 4, modus ponens) 
17. O argumento é [(P — M) ^ (P v C) ^ M'] — C. A seqüéncia de demonstração é: 
|l. P—M (hipótese) 
2.(P—5 M) (M' => P’) (tautologia) 
3.M'—P' (1,2, modus ponens) 
4. M' (hipótese) 
S.P' (3, 4, modus ponens) 
6.PvC (hipótese) 
7.0 (tautologia P' л (P v C) — C) 
18. 1. (Vx) P(x) (hipótese) 
2. P(x) (1, Axioma 5, modus ponens) 
3. (dx) Р(х) (2, Axioma 7, modus ponens) 
19. 1. (Vy) [P(x) ^ Оф, y)] (hipótese) 
2. Р(х) > О(х, y) (1, Axioma 5, modus ponens) 
3. P(x) (hipótese temporária) 
4. Q(x, y) (2, 3, modus ponens) 
5. (Vy)Q(x, y) (4, generalização — perceba que y não é livre em 3 e 1) 
6. Р(х) > (Vy)Q(x, y) (5 deduzido de 3) 
20. O argumento é (V3)[R(x)  B(x)] ^ (39R(x) > (3x)B(x) 
І. (Ух)[(К(х) — B(x)] (hipótese) 
2. GxoR(x) (hipótese) 
3. R(a) (2, Axioma 6, modus ponens) 
4. R(a) — B(a) (1, Axioma 5, modus ponens) 
5. B(a) (3, 4, modus ponens) 
6. (3x) B(x) (5, Axioma 7, modus ponens) 
21. veado 
22. a. predador(x) if come (x,y) and animal (y) 
b. urso 
peixe 
quati 
urso 
urso 
raposa 
urso 


gato-selvagem 


23. As respostas 7-9 resultam de na-cadeia-alimentar(quati, y); as respostas 10 e 11 resultam de na-cadeia- 
alimentar(raposa, y); a resposta 12 resulta de na-cadeia-alimentar(veado, y). 


24. x-2 = y ou x 2 у + 2. Se x é duas unidades maior que y e se subtrairmos 2 de x, então o valor obtido para 
x será у. 


25. Trabalhando de trás para frente, a partir da pós-condição, usando o axioma da atribuição, 


(x+4=7) 
y- 

(x * yz 7] 
=x + y; 
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A primeira asserção, x + 4 = 7, é equivalente à pré-condição, x = 3. O axioma da atribuição, aplicado duas 
vezes, prova que o segmento do programa está correto. 


26. Pelo axioma da atribuição, 
{x = 4y=x 1 {y = 3) 
é verdadeiro e, portanto, 
{х=4ех<Җ 5} у= х - 1 {у = 3] 
é verdadeiro. Além disso, 
{х= 4ех2 5}у:=7 [y=3) 


é verdadeiro porque o antecedente é falso. Pela regra condicional, o trecho de programa está correto. 


Capitulo 2 


1. Possíveis respostas: 
a. uma baleia 
b. entrada para um programa que esteja armazenado em disco 


2. Hipótese: x é divisível por 6 
X-k.6 para algum inteiro К 


2x = 2(k. 6) 
2x= (2. k6 
2x = (k.2)6 
2x = k(2. 6) 
2x2 k. 12 

2x = КЗ. 4) 
2x = (k. 34 


K:.3éuminteiro 
Conclusdo: 2x é divisível por 4 


3. a. Orio não vai transbordar, então a chuva não vai continuar. 
b. Se não houver uma falha na rede, então a chave geral não vai parar de funcionar. 
c. Se os abacates não estiverem duros ou macios, então não estão maduros. 
d. Se a dieta não for boa, então o gato não é saudável. 
4. а. Seo rio vai transbordar, então a chuva vai continuar. 
b. Se houver uma falha na rede, então a chave geral vai parar de funcionar. 
c. Se os abacates estão escuros e macios, então estão maduros. 
d. Se a dieta é boa, então o gato é saudável. 


5. Ѕејат x = 2m + 1 ey 2 2 n + 1 e admita que xy é par. Então 
(2m +1) (2n + 1) - 2k para algum k inteiro 
4mn + 2m + 2п+ 1=2К 
1 = 2(k — 2mn — m — n) onde k — 2mn — m — n é um inteiro 
Isto é uma contradição, uma vez que 1 não é par. 


6. P(D):1= 


T 
D р ‚ verdadeiro 


Admita P():32 e = 10 

A DIG -- D 2-1] 
2 

124 (b DEAD + k (Е +1) 


LEE ace e(l] 


Mostre P(k+1):1+2+--+(k+D2 


ТЕЗЕ 
2 2. 


7. PQ): 27+! < 3, ой 8 < 9, verdadeiro 


442 Respostas dos Exercícios Práticos 


Admita P(k): 2*+1< Зеҝ 2 1 
Mostre P(k + 1): 25 *2^« +1 
2k+2=2(2+1) 
< 23%) 
< 3(3*) (pela hipótese de indução) 
=3*! (jáque2 < 3) 


8. a. Para verificar P(k + 1) na implicação 2', subtraímos 3 de k + 1. A fim de que a hipótese de indução seja 
verdade, é necessário que (k + 1) — 3 > 8; assim k + 1 precisa ser = 11. Portanto, a implicação 2'náo 
pode ser usada para verificar P(9) ou Р(10). 

b. P(k + 1) não pode ser verificada tomando como premissa P(k). 


9. 1,4,7,10,13 
10. 1, 1,2,3,5,8, 13,21 


11. Ao demonstrar para o elemento k + 1, usamos os elementos F(k - 1) e F(k). Sek+ 1=2, então F(k - 1) é 
indefinida. Portanto, no passo indutivo, precisamos ter k + 1 = 3 е ocaso = 2 precisa ser feito separadamen- 
te. Ou seja, o passo indutivo não demonstrar o caso n = 2, tendo, como premissa, o cason — 1. 


12. A, B, e C são wffs pela regra 1. Pela regra 2, (B') é uma wff, assim como [A v (BJ e [(A v (B')] > С). 
Isto pode ser escrito como (A v B') > С. 


13. Todo pai de um ancestral de James é um ancestral de James. 


14. 1011001,0011011,00110111011 


15. 1. А, Ое 1 são palíndromos binários. 
2. Se x é um palíndromo binário, então 0x0 e 1х1 também o são. 


16. 1.x/=x 


17. if n = 1 then 
Т:= 1 
else 
T:=T(n - 1) +3; 


18. 10,7,8 


19. T(n) = T(n - 1) + 3 
= [T(n - 2) + 3] +3 =T(n-2)+2*3 
=[T(n-3)+3]+2*3=T(n-3)+3*%3 


Em geral, parece que 
Т(п) = Т(п - К) + k*3 

Quando n — k = 1, isto ék = n— 1, 
Т(п) = Т) *(n- 0 *3= 1 + (п - 0 * 3. 

Agora demonstre por indução que 7(n) 2 1 + (n — 1) * 3. 
T(1): Т) = 1 + (1 - 1) * 32 1, verdadeiro 

Admita que 7(k): Т(К) 1 + (k- 1) *3 

Mostre T(k + 1): T(k - 1) 2 1 - k*3 


T(k + 1) = Т(Ю + З 
=1+(k- 1)*3 + 3 
= 1 + 3 


20. A relação de recorrência enquadra-se na equação (6) com c = 1 e g(n) = 3. Pela equação (8), a solução de 
forma fechada é 
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Ta) 2 i70) Yr i) 


=1+(n = 1)3 


21. Ela está na forma da equação (1) com c = 2 e g(n) = 1. Pela equação (6), a solução é 


lugar 
2""(]1) T уота) = 2 T PILLE A + PAL 1 +--+ 29 
1-1 


= Оов] 


= (2)20*" -1-2a-1 


22. Q(0): jj = x + i, é verdadeiro, pois j = x, i = O antes da entrada по laço 
Admita que Q(K): j, = x i, 
Mostre Q(k + Di xt hu, 


Jis mE (pela atribuição у: = ¡+ 1) 
=(х +4) + 1 (pela hipótese de indução) 
=x (cl) 

LS (pela atribuição ¿:= i + 1) 


Ao fim do laço, ¡=yej=x + y. 


Capítulo 3 


1. a. (4,5,6,7) 
b. (abril, junho, setembro, novembro] 
c. (Brasília] 


2. a. (x | x é um dos quatro primeiros quadrados perfeitos) 
b. (x | x é um sobrinho do Tio Patinhas] 
c. [x | x é um número primo) 

3. а.А={х | хе Nex= 5) 
b. B= (3, 4,5) 

4. хє B 


5. ACB significa (Ух) (хє A— xe В) л (Ју) [ve Вл (ує А)!] 


6. a, b, d, e, h, i, 1 
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7. Sejaxe A. Então x e Rex? — 4x + 3 = 0, ou (x - 1) (x + 3) = 0, o que nos dá x = 1 ou x = 3. Em ambos 
os casos, xe Ne l x x = 4, logo x € В. Portanto, А c B. O valor 4 pertence a B, mas A não; logo A С B. 


8. P(4)=(0,11), (2), (3), (1,2), (1,3), {2,3}, (1,2,3)). 
9. «2. 
10. Pela definicáo de igualdade de pares ordenados, 
2х—у=1ех+у=—1 
Resolvendo o sistema de equações, temos х = 2 е у= -3. 


11. (3, 3), (3,4), (4, 3), (4, 4) 


12. a. Se S não é fechado sob a divisão. 
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b. x* não é único para, digamos, x = 4 (222 4e ( — 2)? = 4). 
c. 0? não é definido. 
13. хє Аехє B 


14. 15. 


16. a. {1,2,3,4, 5,7, 8,9, 10} 
b. {1,2,3} 
с. (1,3,5, 10} 


17. a. A XB= ((1,3), (1,4), (2, 3), (2,4) } 
b.BXA = ((3, 1),(3,2),(4, 1),(4,2)) 
с.А2={(1, D, (1,2), (2, D, (2, 2)} 
d. A^ {(1, 1, 1), (1,1, 2), (1,2, 1), (1,2, 2), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 2)) 


18. Mostre a inclusão de conjuntos em ambas as direções. Para mostrar А U Ø c A, tome x e A U Ø. Então 
xe Aouxe Ø, mas como Ø não tem elementos, х є A. Para mostrar A CA U Ø, seja x e A. Então x є 
Aouxe D,logoxe А U Ø. 


19. а. [C^ (AU BJ о (AU В) С] 
-[AuB)nÓC]uou[(AU B)mC'] (lb) 


-(AUB)n(Cu C) (3b) 
-(AUB)nS (5a) 
=AUB (4b) 


Ь. [СО (An B] fAnB)uC']-AnB 


20. a.(C,D,E,F) 
b. {А B} 
c. (А, B, C, D, E,F,G] 
d. {C, D, E, F, G, Q} 


21. | 0 1 110 1 


22. Uma enumeragáo dos números inteiros pares é 2, 4, 6, 8, 10, 12,... 
23. 1/5,5/1 

24. 4(8) (5) = 160 

25. TS) + 9 44 


26. Apesar do problema consistir em eventos sucessivos — os cinco lançamentos —, o número de possibili- 
dades dos eventos não é constante, variando entre um e dois, dependendo do resultado do evento anterior. 
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27. 


XXX 


X X X XX 
X X Y YZ 
Y ZX YX 


28. AUB 
29. A equação (2) nos dá o resultado do Exemplo 34 porque se A e B forem disjuntos, então |A r^ В| = 0. 


30. As razões da igualdade são: a união de conjuntos é associativa; equação (2); equação (2) e a identidade de 
conjuntos 3b (propriedade distributiva); equação (2); rearrumação dos termos. 


20! 
31.7 32. P(20, dear n0 
12! 
33.6! = 720 34. С(12, 3) = — = 220 
319! 
9! 
35.a.18 b. 24 E 
3/21 
37. C(8, 6) 
38. (a +b) 2a? + ЗаЬ + За? + D? 
Coeficientes: 13 3 1, que é a linha n - 3 no triángulo de Pascal 
(a+ b)! = a* + 40b + бар? + 4al? + Б 
Coeficientes: 14 6 4 1, que é a linha n - 4 no triângulo de Pascal 
39. (x + 1 = С(5, 0 + C(5, Dr + C(5, De + C(5, Da? + C(5, 4)х + С(5, 5) 
=x% + 52 + 105 + 10 + 5x +1 
40. C(7,4)x y* 
Capítulo 4 
1. а. (3,2)e€ p b. (2, 4), (2,6) є p с. (3, 4), (5, б) є p 
d. (2, 1), (5, 2) є р 
2. а. Vários-para-um b. Um-para-um c. Vários-para-vários 
3. a.x(poumyexzy b.xp'yeox*y Cro yxy 


d.p^co- Ø 


4. а. (1, 1), (0, 2), (3, 3) 
b. Saber que uma relação ё simétrica não nos dá qualquer informação sobre que pares ordenados perten- • 
cem a p. Se soubermos que uma relação é simétrica e conhecermos alguns de seus pares ordenados, 
então alguns outros pares também devem pertencer à relação (veja o item (c)). 
c. (b, a) d. a=b 
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10. 


11. 


13. 


14. 


a. Reflexiva, simétrica, transitiva 

b. Reflexiva, anti-simétrica, transitiva 

c. Reflexiva, simétrica, transitiva 

d. Anti-simétrica 

e. Reflexiva, simétrica, anti-simétrica, transitiva 

f. Anti-simétrica (lembre-se da tabela-verdade da implicação), transitiva 
g. Reflexiva, simétrica, transitiva 

h. Reflexiva, simétrica, transitiva 


Se a relação tem a propriedade anti-simétrica, então ela é seu próprio fecho anti-simétrico. Se a relação 
não é anti-simétrica, então deve haver dois pares ordenados (x, y) e (y, x) na relação com x + y. Estenden- 
do a relação através da inclusão de pares ordenados, não muda essa situação; portanto, não faz sentido 
falarmos de fecho anti-simétrico de uma relação. 


Fecho reflexivo: /(a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (a, d), (b, d), (c, a), (d, a), (d, d)] 
Fecho simétrico: ((a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (a, d), (b, d), (c, a), (d, a), (d, b)] 
Fecho transitivo: f(a, a), (b, b), (c, c), (a, c), (a, d), (b, d), (c, a), (d, a), (d, d), (d, c), (b, a), (b, c)] 


а. (7, 7), (4, 2), (2, 2), (1, 3), (3, 3), (1, 6), (6, 6), (1, 12), (12, 12), (1, 18), (18, 18), (2, 6), (2, 
72), (2, 18), (3, 6), (3, 12), (3, 18), (6, 12), (6, 18) 


b. 1,2,3 

с. 2,3 

12 18 
6 

2 3 


ye Séum elemento máximo se x X y para todox € S. 
y e 5 é um elemento maximal se não houver x € $ com y < x. 


. Seja q € [x]. Então x p q. Como x pz, pela simetria, z p x. Pela transitividade, z p xjunto com x p q nos dá 


z p q. Portanto, q € [г]. 


Para qualquer x € $, x está no mesmo subconjunto que ele próprio, portantpx. Sxqe,x t áno 
mesmo subconjunto que y; portanto, y está no mesmo subconjunto de x, isto é, y px. Sxgyeyypzt à o 
x está no mesmo subconjunto que y, e y está no mesmo subconjunto de z; logo x está no mesmo subcon- 
junto de z, isto é, x pz. 


a. As classes de equivalência são conjuntos que consistem em linhas no plano com a mesma inclinação. 
b. [п] = {п}; as classes de equivalência são todos os conjuntos unitários com os elementos de N. 
c.[1] = 2] = (1,2),[3] = (3) 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21 


22. 


23. 


24. 
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[0] = {..., -15,-10,-5,0,5, 10, 15,...) 
[1] = [...,-14,-9,-4,1,6,11,16,...) 
DIS =1З„=8,=3,2,7,12,17,„] 
[3] = E, -12, -7, -2, 3, 8, 13, 18,...) 
А] = {...,-11, -6,-1,4,9, 14, 19,...) 
2 

Local 
Nome Estado 
António Pedro BA 
Marco António RJ 
Maria da Silva RJ 
Jaime Luiz SP 
Bruno da Silva PE 
Jánio Rocha AM 
Maria Garcia PR 
a. project (join(select Dono-animal where Tipo-animal = "Cachorro") and Pessoa over Nome) over 


Cidade giving Resultado 
b. SELECT Cidade FROM Pessoa, Dono-animal 
WHERE Pessoa. Nome = Dono-animal. Nome 
AND Dono-animal. Tipo-animal = "Cachorro" 
c. Range of x is Pessoa 
Range of y is Dono-animal 
(x. Cidade | exists y(y.Nome - x. Nome and y. Tipo-animal = "Cachorro" } 


4(6) 


2(3) 3(7) 


(6) 


8(5) 


1(4) 9(5) 


7(5) 


O tempo mínimo necessário para o término é 36 dias. O caminho crítico é 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9. 
Por exemplo: 1,3,2,6,7,5,4,8,9, 10, 11, 12 
Por exemplo: 1, 2, 3, 7, 5, 4, 6, 8,9 


a. Não é uma função; 2 € $ tem dois valores associados 
b. Função 

. Não é uma função; para os valores 0, 1, 2, 3 do domínio, os valores de h(x) correspondentes estão fora 

do contradomínio 

d. Não é uma função; nem todo elemento de 5 tem um número de CPF 
e. Função (não é preciso usar todos os valores do contradomínio) 

f. Função 
8g 
h 


[e] 


. Fungáo 
. Não é uma função; 5 e N tem dois valores associados 
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26. 
fo = [x] fe = [2] 


27. le g têm os mesmos domínio e contradomínio, portanto, devemos mostrar que elas causam o mesmo efeito 
sobre os elementos do domínio. 


Y cat = 9) 


Е 2 
1) =] 1 ==  —— ===] 
РО) 8) > 2 > 


2 
Y (46-2) 
(4-1-2)+(4-2-2)_2+6 


2)=4 2) = “bh a 
FO) 80) 2 > > 4 
3 
DM. (4-1-2)+(4-2-—2)+(4-3-2) 2+6+10 
3-9 2a 0 Q€6172t(0:2—2)*(4.5—27) 2T*6T10. 
fo £3) 5 5 2 9 


Portanto/- g. 
28. b, fg 
29. Se P for uma tautologia ou uma contradição. 


30. e,g 
31. 


A AAA] Na А a A а А а А а 
C C C C C 
32. Uma possibilidade: {(0, 0), (1, 1), (- 1, 2), (2, 3), (-2, 4), (3, 5), (-3, 6),...] 


33. (8 Pl) = 800) = 2(Q,3)) = (5,29) = 5 
Fº 6) = Дао) = Д2) 222 =4 


34. Seja (g ° fs) = (e ° f)(s;). Então gs) = g(f(s2)) e, como g é injetiva, f(s;) =f(s2). Como f é injetiva, 


35. а. (1,4, 5) = (4, 5,1) = (5, 1,4) 
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(12345 
8*f-l4 2513 
b. 

12345 
f*é£-| 1354 

BS 
Е OE 


37. (1,2,4) ° (3, 5) ou (3, 5) ° (1,2,4) 
38. Ѕејагє T. Então (f?  *g)(D-flg(t))-fís) = t. 
39. F RAS R, О) = (x — 4y3 


40. а. 10,87 = 12 = 1087 
22,27 = 27 = 2227 
37,67 = 48 = 3767 
57,07 = 75 = 5707 
b. Não 
c.no= 1,c, = 1/200, c2= 1 


41. а. Seja f p g. Então existem constantes positivas, ng, с, e c; com c,g(x) = f(x) = c,g(x) para x = л. Então, 
para x = n,, vale (1/c;)f(x) = g(x) = (1/c Rx), portanto, g p f. 
b. Seja f p g e g p h. Então existem constantes positivas no, л, сү, с, d, e d; tais que c,g(x) = Дх) = c;g(x) 
para x > ne d h(x) = g(x) = d,h(x) para x = п. Então, para x = max (по, п), cd, h(x) = Дх) = ed; hx), 
logo f p h. 


42. Зх? = O (x?) usando as constantes n, = 1, c, = с = 3. 
200x? + 140x + 7 = 6 (x?) usando as constantes 7 = 2, c, = 1, c; = 300. 


43. 1, -7, -6 
6 14 
44. 2A +В=!3 10 
9 16 
15 22 39 0 
45. А.В = В.А = 
12 28 27 4 
46. реа colo a E 
Olan) + Ка) O(a,,)+ Ia) а dy 


Similarmente, A ° I = A. 


1 
1 49. BXA 
1 


— æ C 


Ш 
о m ma 
O = = 
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Capítulo 5 


1. Um desenho possível 


2. Respostas possíveis: 

.2e3 t2; а,, 1, a», 3, аз, 4, d4, 3, as, 4 
‚5 E. 3, аз, 4, da, 3 

As h. não 

. аз € a4 i. sim 


3 


оро ср 


3. a. Ет um grafo completo, quaisquer dois vértices distintos são adjacentes, então existe um caminho de 
comprimento 1 entre quaisquer dois vértices; portanto, o grafo é conexo. 
b. Por exemplo, o grafo da Fig. 5.4b. 


4. braço e 5. {4—4 
а; eg 2—е 
> e; 35 Ff 
a, > es (ou es) 4—с 
аз > e, (OU es) 5—b 

6a 


6. O grafo à esquerda da Fig. 5.10 tem dois vértices de grau 2, mas o grafo da direita não tem; isto é, o grafo 
da esquerda tem arestas paralelas, mas o da direita não tem. 


K33 


Ks 


9. K, pode ser representado como 


10. Tornando 1-3 e 1-4 arestas exteriores obtemos o grafo abaixo, no qual ainda é impossível tornar os vérti- 
ces 3 e 5 adjacentes sem violar a planaridade. 


1 


4 3 


11. Uma tentativa de construir K; з como um grafo planar nos dá o grafo abaixo; não há maneira de conectar 
os vértices 3 e 5. Qualquer outra construção nos leva a um problema semelhante. 
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12. п= 6,а = 7, г= 3е6 -7+ 3 = 2 


13. Sem essa condição na aresta, podemos obter uma figura сото а mostrada abaixo. Neste caso, este grafo 
pode ser dividido em dois subgrafos conexos e a hipótese de indução não se aplicaria. Além disso, o nú- 
mero de regiões não mudaria. 


Da qa q 


14. Emk,,a=9,n=6e9=< 3(6) ~ 6. 


15. 


16. Existe um caminho usando apenas as cores 1 e 3 entre n; e пз. Portanto, não existe caminho entre nz e n4 
usando as cores 2 e 4. Na seção contendo л», troque as cores 2 e 4; então n; tem cor 4 e n pode ter a cor 2. 
A coloração resultante é 
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17. а2 b4 c2 


O O m 
мо — O 
о мо om 


pd 
o 
N 
+ 
u 
a 
n2 
e 
» 
L| 
~ оО m ma 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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(2,1), @, 2), (3,1), (3,4)р 1 2 


3 4 


Existem dois vértices distintos, 3 e 4, com 3 p4e 4 p3. 


0001 1000 
xo E: 
0000 0000 
1000 0001 


A? р, 1]=1 porque existe um caminho de 2 a 1 com comprimento 2 (2 - 4 - 1). 


Existe um caminho de comprimento 4 (2-4- 1 - 4- 1) de2 a 1, portanto АФ [2, 1] deve ser 1. 


0001 1000 
av lo 9 9 1| o 1000 
0000 0000 
1000 0001 
| 0-0 1 
1011 
R-o000 
1001 


A coluna 2 é toda 0, logo 2 não é alcançável a partir de nenhum vértice. 


0001 0001 0001 
0011 0011 0011 

M,= M, = M,= 
0000 0000 0000 
1000 100 1 1001 
0001 100 1 
0 0 1 I 101 1 

М. = M,-R- 

* |0000 s 0000 
100 1 1001 


LD < x < L(2) ША) <х<145) x> L(5) 


L(2)«x«L(3) 
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b. Profundidade da árvore = 321 + [log 5] 


30. a. 12 b. 4=3 


31. L(1): LO) 


L(2):LQ) L(D:L() 


Ц) < L(2) < L(3) ^ L(1):L(3) 


< 


L(2):L(3) 
> 


102) < 151) < ЫЗ) 
> < 


L(D«LG)«LQ) | EQ)«LQ)«L() 
L(3)«L(D«LOQ) | L(3«LQ)«L(1) 


32. a. ppca ? b. cagak c. ?kac ? 


33. 100 34. w: 010 
а: 011 
һ: 00 
42. 58(e) e: l 
20(h) 22 


10(w) 12(q) 


Capítulo 6 
1. a. Não b. Sim 


2. a. Não, tem quatro vértices ímpares 
b. Sim, não tem vértices ímpares 


3. Não 

4. ABCD 
А|0 2 2 1 
B2 0 0 1 
C|2 0 0 1 
Di! 1 10 


Após processar a linha C, total = 3, o laço termina e não existe caminho. 


5. a. Não b. Sim 


6 IN= {x} 
1 2 3 у 
0 lo 4 oo 
5 — X X X X 
p-3 

IN- [x, 13] 
1 2 3 у 
0 1 4 2 5 
$ — X 1 1 3 


р= у 
IN= [x 1,3,2, у} 
ET СЫЕР 


Caminho: x, 1,3,y Distância: 5 


8.a, e, d, b, c, i, f, g, h, lL, k, m, j 


9. a, e, f, d, і, b, c, g, h, j, К, т, l 
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=] 
IN = (x, 1) 
X 1 2 3 y} 
1 2 6 
X ıl 1 
p=2 
IN= fx, 1,3,2} 
X 1 2 3 y 
17 do E 
x 3 
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П. 05) с (2) 


е(1) 
b (4) 


d (3) 


Ordenação topológica: a, b, d, c, e 


13. Notação prefixa: + a - * bcd 
Notação posfixa: a b c * d —+ 


+ 


* 
a 


14. A busca em profundidade procede do vértice a para o vértice b e entáo para o vértice c, atribuindo, na 
seqüéncia, os números de árvore e de retorno. No vértice c, a aresta de retorno para o vértice a causa a 
mudança do número de retorno de с para o mesmo valor do número de árvore de a. A busca evolui para 
d, que tem números de árvore e de retorno atribuídos seqiiencialmente. Em seguida, volta para c. Como 
NúmeroDeRetorno(d) > NúmeroDeArvore(c), c é reconhecido como uma articulação. A busca volta ao 
vértice be o número de retorno de b é reduzido ao mesmo de c. A busca volta ao vértice, a, mas a náo é 

* uma articulação porque é a raiz com apenas uma aresta de árvore. 


Capítulo 7 


1. 0.1=0 
1.1 =1 
2. аАуА=А 
bAVA=A 
3. ax+l=x+(x+x) (5a, propriedade do complemento) 
=(x+x) + х (2a, propriedade associativa) 
=x +х' (propriedade idempotente) 
= (5a, propriedade do complemento) 
b.x.0=0 
4. 0+1=1 (Prática 3a) 
0 1=1-0 (1b) . 


= (Prática 3 b) 
Portanto 1=0' pelo teorema da unicidade dos complementos. 


а. fx « y) = foo * Ду) 
b. Ax) = [Rod] 


pi 
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6. Propriedade 2: 


+ 
X, y —————XtYy 


fo». fi) E fix + у) = Hx) & FO) 


Propriedade 3: X. y M xy 


Propriedade 4: х —— r x 


fo) ——— f(x!) = (/(х))” 


7. а. КО + a) = fla) » (1) = OG u (1) 2 A0) v fra) 
b. fa + à) - f = {1,2) = (1р0 (2) =Да) ofla): 
c. fa- a') =K =Ø = (1) ^ (2) = Да) A Ra”) 
а. К) = 0) = = {1,2} = QU)' 


8. а.2" b.2%=16 се. 2 


9. а. х, X; + x; 
xi 
X» 2 
b. Xi 


хх, + ху) 


X2 


X3 


10. a. (x + x2)x'3 b. x; X2 X | (X1 t X2)x5 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
1 0 1 0 
1 0 0 0 
0 1 1 0 
0 1 0 1 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
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П. а. xyxx, H AX x, xx УХ”; xu uxo x uy, 
b. 


Xi 
х› 
X3 


a XQX3X34 + ХүХхуху + XXX} + X1X5x4 + X1 XX 


12. 101 
111 


(1)100 


13. a. 


b. xix, + x, = (xps) xo)! 


Xi 


(Go x3Yx3y 
X3 


X2 


14. a. x, | X? cx) 


1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 


b. Uma possibilidade é a forma canônica de soma de produtos, xjx^? + x'jx». 


15, a. xx, + ху 2 xax, + xx 
= хх tx) 
=х,.] 
= х, 

bx + x'x,-x,-l1 t xx, 


=x (1 + x) xx 
=x, + 206 + xx, 
=x, + ox + x") 


2x tx 


A expressão reduzida é x',. 


17. x,x, (4 caselas) e x',x,x”; (2 caselas) 


lax + x, 
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XX + XX 


(veja a Prática 3) 


18. xxx, + xxx, + xx", (veja a figura a seguir) 


19. A tabela de redução é mostrada na figura a seguir. 


Número de 1s | x, х X3 Nümero de 1 s XI X2 E 
Três 1 1 1 ш Dois 1 1 — 
Dois 1 1 0 12 От 1 = 0 
Um 1 0 0 23 Nenhum - 0 0 

0 0 1 i 0 0 = 
Nenhum 0 0 0 SA 
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Os termos essenciais são 11 - e 00-. Tanto 1-0 quanto - 00 podem ser usados como terceira parcela. A soma 
mínima de produtos é 


Xy; + xx, + xx ou ХХ, хх + х"; 


Capítulo 8 


1. IR, -] não é um grupo comutativo porque 0 e R não tem um elemento inverso com relação à multiplica- 
ção; não existe número real y tal que 0. y = y. Oz 1. 


2. Veja a Prática 45 do Cap. 4. 
3. Diversos elementos de MXZ) não têm inversos sob a multiplicação de matrizes. Por exemplo, se 
2 0 
0 2 
tem uma matriz inversa 
а b 
c d 
sob a multiplicação, então 
2 0 |а bj [a b||2 0 10 
0 2}|с d] |c ajio 2] |0 1 
Pela definição de multiplicação de matrizes, a única matriz que satisfaz esta equação deve ter 2a- 1, ou а= à 
e, portanto, não é elemento de M, (Z). 
4. A subtração não é associativa; por exemplo, 5 - (3 - 1) = 3 enquanto que (5 - 3) - 1 = 1. 
5. Não, S não é fechado sob a multiplicação, por exemplo, $- $- 1. 


6. Todos exceto [R*, +] (que não tem elemento neutro) são monóides; os elementos neutros são, respectiva- 
mente, 0, 1, 1, 0, Ø, S. 


7. [R, +] 


8. a. Дх) + g) = 860 + Дх) 
[Дх) + 200] + AG) = х) + [69 + AGO] 
b. O polinômio nulo, O 
с. i – 20 —- 4 


9. а. +5! 0 1 2 3 4 г 0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3 
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2 
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1 


b. 0; 1 c. 3 d. todos exceto 0 
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10a „|0 1 2 3 4 5 b.1e5 
olo о 0 о о OQ 
110 1 2 3 4 5 
2 xy. 2 4 0 2 4 
X 3 0 3 0 3 
4 lo 4 2 0 4 2 
510 5 4 3 2 1 


11. Sejam f, g, he S. Então, para qualquer x € A, [7° 2) ° А](х) = (f? 2200) = Relha] e [/° (e ? Л)](х) = 
Hg ? A) = AglhGO)). Portanto, (f° в) ° h- f? (g ° h). 


b. Não 
13. a. Não b. Não 


14. i; = iji; porque 2 é um elemento neutro 
ij io = i porque іу, é um elemento neutro 


15. Sejam y е z inversos de x. Seja i o elemento neutro. Então y=y.i = у(х) = (yx)z = iz = z. 
16. 7 = 5. 37 =9; logo 107! = (7 + зу! = 37 +» q = 9 +, 5= 2 


17. z- x2z-yimplica 18. х=1+,(3)!=1+,5=6 
z'-q: xr (y 
G'-2:x-G 2: 
i-x=i-y 
х=у 


* 


19. 


a 
су 


Mo Sam 
ao sa н m 
=a q 
2-20 m cm 
sa ma o 
a sa na a 


20. a. [Zi +] 
b. [5,. °] 


21. Requisito 2, ¿e А, garante que А + Ø. 


22. a. O fecho vale; 0 є (0,2, 4,6); 0^! 
17 


0, 2-!=6,4-!=4 е6! = 2. 
b. O fecho vale; 1 є (1, 2, 4}; 24 


=4е4-!=2. 
23. [{@,, às, 9), °], (Кол, о), °], Ко, оз}, °), Ка), 04), °) 
24. Para mostrar que fé injetiva, sejam a e В pertencentes a 4, e suponha Дх) = KB). Então a° (1, 2) = f? (1, 


2). Pela lei do cancelamento aplicada ao grupo S,, œ = В. Para mostrar que f é sobrejetiva, seja y € O,. 


Então y? (1,2) € A, e f y? (1,2) = У (1, 2? (1, 2) = y. 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


375 


38. 


Para nz, e nz; € nZ, nz, + nz; = n(z, + 2) eZ, logo о fecho vale; 0 = n - 0 є nZ; para nz e nZ, —nz= 
n(—z)e nZ. 


x, y ——— X «y 


f f 


F 10) ——— 9 У) = fo) fon 


Дз) +65) = 65-571) = 6) = ir Analogamente, 57!) + As) = ip. Portanto, f(s”') funciona como a inver- 
sa de f(s) em T e, como as inversas são únicas, Ду!) = —f(s). 


Sejam f, e t; elementos de T. Como fé sobrejetiva, r, = Кз) e f = As») para algum s;, s, € S. Então 
QT =) + А) = Д 5) = 5: 51) (сото [5, -] é comutativo) 
= К) + fs) = + 
logo [7, +] é comutativo. 


Está claro que fé sobrejetiva. f também é injetiva: seja f(x) = Ду), então 5x = Sy e x = y. fé um homomor- 
fismo: para x, ye Z, fx + у) = 5(х + y) = 5х + 5 у= Дх) + Ду). 


a. A composição de bijeções é uma bijeção, e para x, y e 5, (go f(x - y) = gfx- у)) = gfx) + Ду)) = 
gA) * 200) = (е о РО) * (g o HO). 

b. S = pela função identidade. Se fé um isomorfismo de S em Т, então f ' é um isomorfismo de T em S. 
Se 5 = Те Т = V, então pelo item (a), 5 = V. 


Para mostrar que а, não é uma função sobrejetiva, tome y e G. Então g^! - y pertence a G e ag! - у) = 
ge~- y) =(8 g )у = y. Para mostrar que о, é injetiva, seja a, (x) = o, (y). Então g -x= g - y e, pela lei do 
cancelamento, x — y. 

а. Para q, E P, а, oca 2a, = Qg C O; on, = Ag n. 
b.2,00,-3%.,-150,€0,,00,=0,..-=0. 


a. Seja Ag) = Ah). Então a, = a, e, em particular, а (1) = 0,(1),0ug:1=h-leg=h. 
b. Para, g, he G, ЌЕ h=a „= a, са, = fig) o Rh). 


000110 
Estado atual Próximo estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
So So 54 0 
$i So 55 1 
5, $4 $3 1 
$; $1 $4 2 
a. 
0 0 
1,2 
1,2 
b. 01011 


a. S] b. $1 


11001011 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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a. Conjunto que consiste em um único 0 

b. Conjuntos que consistem em qualquer número (incluindo nenhum) de Os seguido por 10 
c. Conjuntos que consistem em um único O ou um único 1 

d. Conjuntos que consistem em qualquer número (incluindo nenhum) de pares de 1$ 


A cadeia do item (b) não pertence, 


a.0 b.00 c.0v1 d. (11)* 


S2, 53 


Um estado produz a mesma saída para qualquer que seja sua entrada. Se s; produz a mesma saída que s; 
então s; produz a mesma saída que s;. A transitividade é igualmente fácil. 


A propriedade 1 é satisfeita porque todos os estados em uma mesma classe têm as mesmas cadeias de 
saída para qualquer cadeia de entrada, incluindo a cadeia de entrada vazia. Para ver que a propriedade 2 
também é satisfeita, admita que s; e s; são estados equivalentes que passam, sob o símbolo i, para os esta- 
dos s' e s; que não são equivalentes. Então existe uma cadeia de entrada a tal que fs”, a) + po a). 
Portanto, para a cadeia de entrada ia, s; e s; produzem cadeias de saídas diferentes, contradizendo a equi- 
valência de s; e s;. 


Os estados equivalentes de M na Tabela 8.9 são A = (0, 1,3}, B = {2} e C = (4). A máquina reduzida é 


Estado atual Próximo estado Saída 


Entrada atual 


0 1 
А В А 1 
В C A 0 
C A A 0 


Os estados equivalentes de M na Tabela 8.10 são (0), (1), {2} e {3}. M já está em sua forma mínima. 


а. ...b00b... 
b. A máquina entra em um ciclo sem fim entre as duas posições não-vazias. 
c. A máquina muda as duas posições não-vazias para 0 e 1 e então move sua cabeça para a direita indefi- 


nidamente. 
abXX IX X b Pára sem aceitar 
1 
7 
bbX X XX b Pára sem aceitar 


cbXXXOXXDb Pára sem aceitar 
1 


2 
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49. 


50. 


51. 


52. 
53, 
54. 


55. 


56. 


O estado 3 é o único estado final. 


(0, 1, 1,0, D) 
(0,0,0, 1,D) 
(1,0, 0,2, D) 
(1, 1, 1,0, D) 
(2,0, 0,2, D) 
(2, L 1,0, D) 
(2, b, b, 3, D) 


Troque (2, 1, X, 3, E) por (2, 1, X, 9, E) e inclua (9, 1, X, 3, E). 


Uma máquina que funcione, juntamente com uma descrição de suas ações: 


(0, 1, 1, 1,D) lê primeiro 1 

(1, b, 1, 6,D) n = 0, muda para 1 e pára 

(1, 1, 1, 2,D) lé segundo 1 

(2,b,b,6,D) п = 1, pára 

(2, 1,1, 3,D) nz 

(3, 1, 1,3,D) 

(3,b,b,4,E) encontra o extremo direito de л 
(4, 1,b,5,E) 

(5,1,b,6,E) | apaga dois ls de я e pára 


05 = 005 = 0005 = 00005 = 00001 
Ez (01 [n 20] 


Por exemplo: 
a. G = (У, V, S, Р) onde V = (0,1, S], V. (0, 1} e P = {S — 1, 5 — 050) 
b. G = (V, V,, 5, P) onde V = {0, 1, S, M}, У = {0, 1} e P = {5 — ОМО, M > 0M0, M > 1) 


Em G, = $ = АВА = 00A = 00004 = 00000 
Em G, = $ = 00А = 0000A = 00000 
Em G; = $ > ОА = 008 = 000C = 00008 = 00000 


Identificador 


Identificador 


Letra 


т 


Capítulo 1 


Exercícios 1.1 


1. (a), (c), (e), (£) 


4. a. 


b. 


Antecedente: 
Conseqüente: 
Antecedente: 
Conseqüente: 
. Antecedente: 
Conseqüente: 
. Antecedente: 
Conseqüente: 


Respostas dos 


Exercicios 


Selecionados 


Quantidade suficiente de água 
Crescimento sadio das plantas 
Desenvolvimento científico 


Crescimento da oferta de computadores 


Haverá novos erros 
O programa foi alterado 
Economia de combustível 


Bom isolamento ou todas as janelas sáo janelas para tempestade 


(A— BA^AC)A^(C'— B) 


(A v B) > C) a (C > B) 


. A: Vai chover; B: Vai nevar 


(Av B) л (A AB) 


. A: Os preços subirem; B: As construções serão muitas; С: As construções ficarão mais caras 


. A: Ir рага а cama; B: Ir nadar; C: Trocar de roupa 


d. A: Janet vencer; B: Janet perder; C: Janet estará cansada 


(Ау В) э С 


‚ А: Janet vencer; В: Janet perder; С: Janet estará cansada 


A| B ASB | A дув | 4>B) GA'vB 


Ау (В—› C) 

viv V 
VIF F 
ЕУ V 
FIF V 


Tautologia 


«cmm 
<<n< 


<<<< 


466 ' Respostas dos Exercícios Selecionados 


Ал (Ал B} v С 
bA|B C ААВ (АлВ)УС | ВУС |(BvC) |AA(BvC) 
Уу V V V V V V 
VIV F V V V V V 
via V F V V V V 
У Е Е Е Е Е Е V 
Е |V V F V V F F 
ЕУ Е Е Е V F V 
F|F V F V V F F 
ЕЕ Е Е Е Е Е V 


17. a. Atribua 
B' ^ (А —> B) verdadeiro 
А' falso 
Da segunda atribuição, vemos que А é verdadeiro. Da primeira atribuição, B' é verdadeiro (portanto B é 
falso) eA — В é verdadeiro. Se A — В é verdadeiro e A é verdadeiro, então B é verdadeiro. Portanto, B é 
tanto verdadeiro quanto falso e [B' л (A — B)] — A' é uma tautologia. 


23. A ^ B é equivalente a (A | B) | (А | В) 
А В |АлВ | AB | (ABJAB) | A ^B © (АВАВ) 


УУ V F V V 
VIF F V F V 
ЕУ Е V F V 
ЕЕ Е V F V 


A' é equivalente aA | A 


Exercícios 1.2 


2. a. Verdadeiro (tome y = 0) 
b. Verdadeiro (tome y = 0) 
c. Verdadeiro (tome y = — x) 
d 


. Falso 


4. a. Verdadeiro: O domínio são os inteiros; A(x) é "x é par" e B(x) é "x é ímpar”. 
Falso: o domínio são os inteiros positivos; A(x) ё "x > 0" e B(x) é “x > 1”. 


a. (Vx) (DO) — 5(х)) 
b. (39 [DOO ^ (RG)'] 
с. (Vx) [Р(х) л SO) — (К(х))'] 


7. €. (Эх) (LG) ^ (Уу) [AQ у) > JON) ou (Ах) (Vy) (43) ^ [А(х, у) — JO) 


(Vx) [С(х) ^ FOF 
+ (Әх) (Р(х) ^ (Yy) [5(х, у) > Р(у)]) ou (Эх) (Vy) (PG) ^ [S у) — FON). 


кр 
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10. a. John é bonito e Kathy gosta de John. 
b. Todos os homens são bonitos. 


13. a. O domínio são os inteiros; A(x) é "x é par" e B(x) é "x é ímpar”. 


Exercícios 1.3 


1. 


1. hipótese 
2. hipótese 
3. Axioma 2 


4. 2,3,modus ponens 


' 


5. 1,4, modus ponens 
4. Eliminando o conectivo v, desejamos demonstrar que P’ A (P' > О) > О. 
1. P' (hipótese) 
2. P'—cQ (hipótese) 
3. Q (1, 2, modus ponens) 
. 1. (Py) (hipótese) 
2. (PY 2 (P' > (P) (Prática 14) 
3. P' S KP'YY (1, 2, modus ponens) 
4. (P' 2 [((P)']) 2 КР) — P] (Axioma 3) 
5. (P'! >P (3, 4, modus ponens) 
6. P (1,5, modus ponens) 
10. Eliminando o conectivo v, desejamos demonstrar (P' > Q) — (Q' — P). 
1. P>Q (hipótese) 
2. (P — 0) [Q' > (CP)'] (Exercício 9) 
3. Q' 2 (Py (1,2, modus ponens) 
4. 0 (hipótese) 
5. (Py (1,4, modus ponens) 
6. (P) >Р (Exercício 7) 
7. P (5, 6, modus ponens) 
15. O argumento é 
IRF v NJAN A(A' Р) Ал 
Uma seqüéncia de demonstração é: 
]. RA(F' v N) (hipótese) 
2. Nº (hipótese) 
3. АУЕ (hipótese) 
4, R (1, tautologia А л B > A, modus ponens) 
5. УМ (1, tautologia A л В — B, modus ponens) 
6. (F'AN)AN' (A ^ B pode ser deduzido de A, B) 
7. (F' v N) AN'  F' (tautologia) 
8. F (6, 7, modus ponens) 
9. (A > P) э (Е A) (tautologia) 
10. F'— A (3, 9, modus ponens) 
LI. A (8, 10, modus ponens) 
12. AA R (A ^ B pode ser deduzido de A, B) 

18. a. А А— (В— Сө 
АВ С —^C|(BC)| AAB | (АлВ)—С (Ал В) С 
УУ Уу V V V V V 
VIVIF F F V F V 
УЕ Уу V V F V V 
УЕ Е V V F V V 
ЕУ Уу V V F V V 
ЕУ Е Е V F V V 
ЕЕ Уу V V F V V 
ЕЕ Е V V F V V 
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b. А5 (ВЭ CO) GA (B'vC)eA' v(B'vC) eS(A'vBvCoO(AAB)vCoO(AAB)—5C 
c. Pelo item (a) (ou (D), (Р, л Р, л... л Р) > (R > S) © (P, AP, л... AP, AR) S, о que diz para 
tomarmos P,, Р,, ..., Р„ R como hipóteses e deduzirmos S. 


Exercícios 1.4 


2. a. O domínio é o conjunto dos inteiros, Р(х) é "x é par”, Q(x) é "x é ímpar”. 
b. O passo 4 é um uso ilegal do Axioma 6 porque a constante a já tinha sido usada na seqüéncia de 


4. 1. (Vx) P(x) (hipótese) 
2. P(x) (1, Axioma 5, modus ponens) 
3. Р(х) => Р(х) v Q(x) (tautologia) 
4. Р(х) v О(х) (2, 3, modus ponens) 
5. (Vx) [P v 060] (4, generalizacáo — perceba que P(x) v Q(x) foi deduzido a par- 
tir de (Vx) P(x), no qual x nào é livre) 
8. 1. Ex [AGO ^ В(х)] (hipótese) 
2. A(a) ^ B(a) (1, Axioma 6, modus ponens) 
3. Ala) (2, tautologia A A B — A, modus ponens) 
4. Bla) (2, tautologia A A B — B, modus ponens) 
5. ADA) (3, Axioma 7, modus ponens) 
6. (3х)В(х) (4, Axioma 7, modus ponens) 
7. EDAO) л Go9B(x) (A ^ B pode ser deduzido de A, B) 
11. 1. (39(VylQ(, у) (hipótese) 
2. (Vy)Q(a, y) (1, Axioma 6, modus ponens) 
3. Q(a, y) (2, Axioma 5, modus ponens) 
4. (3909, y (3, Axioma 7, modus ponens) 
5. (VVAV, y) (4, generalização — condições (a) e (b) valem). 
15. 1. Р(х) => (3y)QG y) (hipótese) 
2. P(x) (hipótese temporária) 
3. (у)О(х, y (1,2, modus ponens) 
4. Q(x a) (3, Axioma 6, modus ponens) 
5. Р(х) > Q(x, a) (4 deduzida a partir de 2) 
6. (Зу)(РОх) 5 О(х, у)) (5, Axioma 7, modus ponens) 
17. O argumento é 


prova. 


COMO) — Ho) v С(х)] ^ MOC) ^ LO) > Р(х)] ^ ID] ^ LG) — (М0)  FG)] 


Uma seaüéncia de prova é 


1. (XY MG) > Kx) v GG] (hipótese) 

2. (VOLG) ^ LO) — Е(х)] (hipótese) 

3. Mi) KD v GO (1, Axioma 5, modus ponens) 
4. G Aa LG) 9 FQ (2, Axioma 5, modus ponens) 
5. МО) (hipótese) 

6. Kj v СО) (3, 5, modus ponens) 

7. D (hipótese) 

8. DI ^ UG) v GO Сф (tautologia) 

9. GQ) (6, 7, 8, modus ponens) 

10. LO) (hipótese) 

11. GQ) ^ LG) (A ^ B pode ser deduzida de A, B) 
12. FG) (4, 11, modus ponens) 


Exercícios 1.5 


3. peixe 


7. herbívoro (x) if come (x, y) and planta (y) 


10. a. is (autor-de(Chico-Buarque, Estorvo)) 


13. 


17. 


19. 
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b. which (x: autor-de(Paulo-Coelho, x)) 
c. autor-não-ficção(x) if autor-de(x, у) and not (ficção(y)) 
d. which(x: autor-não-ficção(x)) 


x+ l=y - 1 oux=y — 2. Sex vale y menos 2 e o valor de x é incrementado de 1, então o valor final de 
x é y menos 1. 


A pós-condição desejada é y = x(x - 1). Fazendo de trás para frente, a partir da pós-condição, usando о 
axioma da atribuição, temos 


{хх — 1) zx(x — 1) 


у=х—1; 
(xy 2 xx — Di 

у=х*у; 
{у= xx — 1) 


Como а pré-condição é sempre verdadeira, cada asserção subseqüente também o será, incluindo a pós- 
condição. 


As duas implicações a demonstrar são 
{у=0еу<5}у:=у+ 1{у=1} 
{у=0беу=5}у:=5{у=1} 

A primeira implicação vale porque 


ly = 0Jy:=y+ 1 (=1) 


é verdadeira pelo axioma da atribuigáo, e a segunda porque o antecedente é falso. O segmento do progra- 
ma é correto devido á regra condicional. 


Capitulo 2 


Exercícios 2.1 


1. 


3. 


7. 


a. Recíproca: o crescimento sadio das plantas implica uma quantidade suficiente de água. 
Contrapositiva: Se não houver crescimento sadio das plantas, então não há água suficiente. 

b. Recíproca: O crescimento da oferta de microcomputadores implica o desenvolvimento tecnológico. 
Contrapositiva: Se não há crescimento na oferta de microcomputadores, então não há avanço tecnoló- 
gico. 

c. Recíproca: Se houver uma modificação no programa, então serão introduzidos erros. 
Contrapositiva: não modificar o programa implica que não serão introduzidos erros. 

d. Recíproca: Bom isolamento ou todas as janelas são janelas de tempestade implica economia de com- 
bustível. 

Contrapositiva: Mau isolamento e alguma janela que não seja janela de tempestade implica economia 
de combustível. 


25 = 52=9 + 16= 32 + 4 
100 = 10 = 36 + 64 + 6 + 8° 
169= 13? = 25 + 144 = 52+ 12 


Sejax — 2m + ley = 2n + 1, onde me n são inteiros. Então 


x+ у- (2т + D + (2n + D 
=2m+2n+2 
= 2(т+п + 1) ondem + п + 1 é um inteiro 


portanto, x + y é par. 


А А . . Е 2 2 2 2; р : 24 ся 
11. Seja x = 2m onde m é um inteiro. Então x^ = (2m)"=4m”, onde m^ é um inteiro, portanto, x^ é divisível por 


4. 
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14. 


17. 


20. 


23. 


28. 


31. 


Se x < y, então ao multiplicar ambos os lados da desigualdade pelos números positivos x e y teremos, 
respectivamente, x < xy e xy < y, e portanto, xX < xy < y ou x^ < y. Se x? < y”, entáo 


y-xr>0 (definigáo de <) 
(у + х) (у = х) > 0 (fatoração) 
у+х<0еу-х<0 (um número positivo é o produto de dois números negativos ou dois posi- 
tivos) 
ou 


y+x>0ey-x>0 


Mas não pode ser que y + x < O porque y e x são ambos positivos, portanto y — x > Оеу > x. 


Sejam x e y divisíveis por n. Então x = kn e y = kon, onde k; e k são inteiros, ex + y = kın + kon = (kı + 
k>)n, onde k; + К é um inteiro. Portanto, x + y é divisível por п. 


Ѕејах = 2п + 1; então 


х? = (2п + 1)” = 4п + Ап + 1 
= 410 + D+1 


Mas n(n + 1) é par (Exercício 9), então n(n + 1) = 2k para algum inteiro К. Portanto, x = 40h) + 1 = 8k 
+ 1. 


т?п? = (тп)? 
Demonstração: se x é par, então x - 2n e 


x(x + Dix + 2) = (2п)(2п + 1)(2я + 2) 
= 2[(0)(2л + 1)(2л + 2)] 


que é par. Se x é ímpar, entãox=2n + le 


x(x + DG + 2) = Qn + 1)(2я + 2)0n + 3) 
= 2[(2я + 1)(я + DQn + 3)] 


que é par. 
Demonstração: Se x é par, então x - 2n e 


2n + (2nf = 2n + 8? = 2(n + 4n?) 
que é par. Se x é ímpar, então x —2n + 1 e 


(Оп + 1) + (2n +1) = (2n + 1) + (8r? + 12n? + бп + 1) 
= 8n? + 12? + 8n + 2 
= 2(4n + 6n? + 4n + 1) 


que é par. 


35. Sejam x e y números racionais, x = p/q, y = r/s com p, q, r, s, inteiros e q, $ = 0. Então x + y - p/q + r/s 


37. 


(ps + rq)/qs, onde ps + rq e qs são inteiros com gs * 0. Portanto, x +y é racional. 


O ângulo 6 mais o ângulo 5 mais o ângulo da direita somam 180º pelo primeiro dado. O ângulo da direita 
é 90º pelo quarto dado. Portanto, o ângulo 6 mais o ângulo 5 somam 90º. O ângulo 6 tem o mesmo tama- 
nho do ângulo 3, pelo segundo dado. Portanto, o ângulo 3 mais o ângulo 5 somam 90º. 


Exercícios 2.2 


1. P(1): 4.1 -2= AD? ou 2 = 2, verdadeiro 


Assuma P(k): 2 + 6 + 10+... + (4k - 2) = 2K 
Mostre P(k + 1: 2 +6 + 10+... + [4(k + 1) -2] 2 2(k+ 1? 


2+6+ 10+.. + /[4(k + 1) - 2] (lado esquerdo de P(k + 1) 
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=2+6+10 +... + (4k — 2) + [4(k + 1) – 2] 


=2k + 4(k + 1) – 2 (usando P(k)) 

=2k +4k+2 

= 2(? + АК +1) 

= 2(К + 1) (lado direito de P(k + 1) 


3. Р(1): 1 2 12.1 - 1), verdadeiro 
Assuma P(k): 1+5 +9 +... + (4k - 3) = k(2k - 1) 
Mostre P(k + 1): 1+5 + 9 +... + [4(k + 1) -3] 2 (k+ 1)P(k + 1) - 1] 


1+5+9 +... + [4k + 1) – 3] (lado esquerdo de P(k + 1)) 
=145+9>+.. + (Ak — 3) + [4(k + 1) – 3] 
= k(2k — 1) + 4(k + 1) – 3 (usando P(k)) 
=2k —k+4k +1 
= 202 + ЗК +1 
= (К + DQk- 1) 
= (К + D[2(k + 1)— 1] (lado direito de P(k + 1)) 


5. P(1):6-2=1(3.1 + 1), verdadeiro 
Assuma P(k): 4 + 10+ 16 +... + (6k - 2) = k(3k + 1) 
Mostre P(k + 1): 4 + 10 + 16 +... + [6(k + 1) -2] Uk + D[3(k + 1) + 1] 


4+10+16 +... + [6(k + 1) — 2] (lado esquerdo de P(k + 1)) 
=4+10+16+..+(6k-—- 2) + [6(k + 1) — 2] 
= k(3k + 1)+6(К+1)—2 (usando P(k)) 
=3k +k+6k+4 
= 3 + Tk +4 
=(k + 1)Gk + 4) 
= (К + D[3(k + 1) + 1] (lado direito de P(k + 1)) 


9. PD=P 


а HELD, verdadeiro 


Assuma P(k): 1? + 3? +... + Qk — F= КОЕ SR) 
Mostre P(k + 1): 12 + 32 +... + (к + 1) — 1P 

2 (k+ 1)[2(К +1) — 1](2(& 1) + 1] 

Е 3 


12+ 3 +..+(2(k + 1) – 1р (lado esquerdo de P(k + 1) 
=1? +3 +... +(2k— 1? + [2(k + 1) — 1]? 
EE e pac D - 1p (usando P(K)) 
2 k(2k — D(2k + 1) 
3 


=(2k + jE 


RE q 
=(0k+ EA) 


_ (2k + DOK? + Sk +3) 
3 
_ (2k + IX + D(2k + 3) 
3 
(t DD 1) - 1 - DH 
Е 3 


+(2k+1) 


кк 


(lado direito de p (k + 1)) 


1 
13. PU) 1° verdadeiro 


l- 
"1-2 1+ 
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Assuma Pre i sed І = k 
1.2 2-3 k(kT-1) А+] 


Mostre pie estoques do cgi 
1.2 2.3 (k+1Xk+2) k+2 


po d о кы ЕБИ (lado esquerdo de P(k + 1)) 
1.2 2.3 (К + D(k + 2) 


козы AN DE 
2 2-3 kk1 (kc D(k- 2) 

k 1 

= DAD (usando P(k)) 
—Ok(kt2)41 

(+ (ko 2) 

O kè+2k+1 

С(К+1)(К+2) 

0 (KY 

C (k- D(k 2) 

k+l 


=— (lado direito de P/k + 1) 
k+2 


15. P():1? = ‚ verdadeiro 


(DO) 
2 


(- D * (OX + 1) 
2 


Mostre Pk + 1): P- 22 +... + (-1** + 19 2 


Assuma P(k): 1? —2 +. + (1) + 1 = 


(= D*?(k + D(k- 2) 


2 
1—2? +... + (-1X** Xk + 1)? (lado esquerdo de P(k + 1)) 
= 1? no 22 +... + (= 1) + 42 + (— 1) + Xk + 1)? 
= Cp T b e zu +0 1) + 2(4 + 1)2 (usando P(k)) 


(SDE GO D 2(7- CAS D? 
3 2 
[kC7 1)! + 2(K + 0] 
2 
-k+ зз) 
2 


(D+) 


sonten 


К+ Dc 2) 


3 (lado direito de P(k + 1)) 


17. Р(1):а= Ee XL verdadeiro 
l—r l-r 


k 


Assuma P(k): a + ar +... Fart = к 
-r 
PRE k+1 
Mostre Pk+D:atar+..tar2 == 
-=r 
a+ar +.. + ar (lado esquerdo de P(k +1)) 


=а+ағ+.. + ак + ar 


(usando P(k)) 


19, 


23. 


27. 


29. 


33. 


37. 
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|a — ar* t ar*(d — ғ) 
l—r 
а ағ! 
= mu (lado esquerdo de Р/К + V) 
Б 5 


Р(2): 22 > 2 + 1, verdadeiro 
Assuma P(k):k > К + 1 


Mostre P(k + 1): (k+ 1? 2k 2 


(К + 1yzEPg--2k-1 
> (к +1) +24 +1 (usando P(k)) 
=3k+2>k+2 


P(4): 2° < 4! ou 16 < 24, verdadeiro 
Assuma P(k): 2* < k! 


Mostre P(k + 1): 2^*! < (k+ 1)! 


2*1=2.2<k1Q)<kUk + 1) 
=(k+ 1)! (primeira desigualdade devida a P(k); segunda devida a k > 4) 


P(2): 1 + 2 < 2? оц 3 < 4, verdadeiro 
Assuma Ph): 1 +2 +... +tk<K 


Mostre P(k + 1):1+2+..+(k+1)<(k+ 1? 


1+-2+..+(k+1) 
=1+2+..+k£+(k+1) 
<k+k+i (usando P(k)) 
< + 2К+1=(К+ 1)? 


Р(1): 22 – 1=8 – 1 =7е7 divide 7, verdadeiro 
Assuma P(k): 7 divide (2* — 1) então 2% — 1 = 7 m ou 2* = 7m + 1 para algum m inteiro. 
Mostre Р( + 1): 23 * ^ — 1 é divisível por 7. 


QUAD 1223*43—]22*.23—] 
= (7т + 12-1 
=m) + 8 — 1 =7(2%т + 1) (onde 22m + 1 é um inteiro) 


P(1):2 + (—1)%=2 + 123e3 divide 3, verdadeiro 
Assuma P(k): 3 divide [2t + (—1Y * então 2* + (- 1**! = 3m ou 2 = 3m — (—1)**! para algum m inteiro. 
Mostre P(k + 1): 2*+1 + (— 1} 2 é divisível por 3 


261 (Dt? 
22.2 + (-1y*? 
=2[3m= (=14*9] + (— +? (usando P{k)) 
23m) — Mt! + (pr? 
= 32m) + (-1**'[-2 + (—1)] 
= 3(2m) + (-1* (3) 
= 32m — (-1*"] (onde 2m — (— D)** é um inteiro) 


P(1):10+ 3.4 + 5 = 10 + 192 + 5 = 207 =9 - 23, verdadeiro 

Assuma 9 divide (10* + 3 - 4**? + 5) entáo 10º + 3. 4* *? + 5=9mou 10'=9m — 3 - 4**?— S para algum 
m inteiro. 

Mostre P(k + 1): 10*+! + 3. 4* *? + 5 é divisível por 9 


10*! 3.45345 
10-10 + 3.473 + 5 

= 10(0m — 3. 4+2 5) +3.4:+3 + 5 (usando P(k)) 
= 9(10m) — 30-4**? — 50+3.4+2.4+5 

=9(10m) — 45 — 3. 4** 10 — 4) 

= 9(10m — 5) — 18. 4^*? 
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41. 


43. 


46. 


49. 


52. 


=9(10т — 5 – 2: 4+2) (onde 10m — 5 — 2: 4^? é um inteiro) 


P(1): cos 0 + i sen 9 = cos 8 + i sen 8, verdadeiro 
Assuma P(k): (cos 0 = i sen 0 = cos КӨ + i sen КӨ 
Mostre P(k + 1): (cos 0 + i sen 0) +! 2 cos(k + 1)0 + i sen(k + 1)0 


(cos 0 + i sen 0 * ! = (cos 0 + i sen OY(cos 0 + i sen 0) 
= (cos k0 + i sen kO)(cos 0 + i sen 0) (usando P(k)) 
= cos KO cos 0 + i sen КӨ cos 0 
+ icos kO sen 0 + 2 sen kô sen 0 
= cos KO cos 0 — sen kô sen Ө 
+ ¡(sen КВ cos 8 + cos kô sen Ө) 
= cos(k8 + 0) + i sen(k8 + 0) 
= cos(k + 1)8 + i sen(k + 1)0 


A afirmação a ser provada é que n(n + 1) fn + 2) é divisível por 3 para n = 1. 
P(D: 11 + 1) (1 + 2) = 6é divisível por 3, verdadeiro 

Assuma P(k): k(k + 1) (k + 2) = 3m para algum m inteiro 

Mostre P(k + 1): (k + 1) (К + 2) (k + 3) é divisível por 3 


= (k+ Ik+2k+(k+ Dk + 2y 
= 3m + (ke Dk + 2° 
= 3[m + (К+ Ik + 2)] 


(k+ Vk + 2)k +3) 


P( 1) é 1=1+ 1, que não é verdade. 


P(2) e P(3) são verdadeiras pelas equações 2 = 2 e 3 = 3. Assuma agora que P(r) é verdadeira para qual- 
quer r, 2 € r = ke considere P(k + 1). Devemos assumir k + Í = 4, de forma que (k + 1)- 2 = 2 que, 
pela hipótese de indução, pode ser escrita como uma soma de 2s e 3s. Somando 2 temos k + 1 como uma 
soma de 2s e 3s. 


P(64), P(65), P(66), P(67), P(68) são verdadeiras pelas equações 


64 = 6(5) + 217) 
65 = 13(5) 

66 = 3(5) + 3(17) 
67 = 10(5) + 17 
68 = 4(17) 


Assuma agora que P(r) é verdadeira para qualquer r, 64 = r = ke considere P(k + 1). Devemos assumir 
que k + 1 = 69, de forma que (k + 1) — 5 = 64 que, pela hipótese de indução, pode ser escrita como uma 
soma de 5s e 17s. Somando 5 temos k + 1 como a soma de 5s e 17s. 


Exercícios 2.3 


1. 10,20,30,40,50 


21. 


25. 


27. 


31. 


33. 


35. 


39, 
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Mostre que 
F(k + 4) 2 2F(k + 2) + F(k + 1) 
onde k + 1 2 3. 
F(k + 4) = F(k + 2) + F(k + 3) 
=2F(k) + F(k — D+ 2F(k + 1) + F(k) 


= 2[FQ)) + F(k + 1)] + CF 0) + Е) 
=2F(k + 2) + Е(К + 1) 


. 1. S1) =a 


2. S(n) = rS(n - l)paran= 2 
a. A(1) = 50.000 

A(n)= 3A(n- 1) рага п 2 2 
b. 4 
(a), (b), (с) 


1. Qualquer predicado unário em x é uma wff 
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(relação de recorrência) 
(hipótese de indução) 


(relação de recorrência) 


2. Se P e Q são predicados unários wffs em x, então (PA О), (P v О), (P О), (PPS Q), (Ух)Р, e 


(dy)P. 


1. A=A 
Й : NE R 
2. Se x é uma cadeia com um único caracter, x = х. 
mc Roo CRER 
3. Sex- yz, entãox =z y 


<dígito positivo ::= 1 1213141516171819 
<dígito> ::=0 | <dígito positivo> 


<inteiro positivo? ::= <dígito positivo | «inteiro positivo> <dígito> 


] 1!= 1 
2. n! 2 n(n- 1)! paran z2 


A v (В, AB) © (A v В) ^ (А v Bj) é a equivalência За da Seção 1.1. 


Assuma que 

Ау (В, л... л В,) е (АУ В) л... л (А У В,) 
Ешао 

Ам (Вул... л В, 1) 

=А у [(В, A. л В) А В,, |] 

б [А v (В л... AB) л (Ау В, |) 


€ КАУ Ву) л... л (АУ В,)| л (АУ В, |) 
= (Ау Ву) л... л (АУ В,, |) 


А prova da outra sentença é semelhante. 


43. if n = 1 then 


S:=1 
else 
S:=S(n - 1) + (n - 1) 


46. if n = 1 then 


else 


51. 


$:=р 


if ímpar(n) then 

S:=S(n - 1) + (n- 1)*q 
else 

S:-S(N- 1) - (n - 1)*g 
4, 10, -6,2, 5 
4, 5, -6,2, 10 


(pelo Exercício 38) 


(pela equivaléncia 3a) 
(pela hipótese de indução) 


(pelo Exercício 38) 
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4, 2, -6, 5, 10 
-6,2, 4,5,10 


55. A relação de recorrência satisfaz a equação (6) com c = 1 e g(n) = 5. Da equação (8), a solução é 
500) =5+ Y 5254 (n- 52 n(5) 
i-2 


58. A relação de recorrência satisfaz a equação (6) com c = 1 g (n) = n. Da equação (8), a solução é 


A(n)=1+ Şi 
i=2 


=1+2+3++n 
| n(n 1) 
2 


61. F(n) 2 nF(n - 1) 
nf(n - I)F(n - 2) = n(n - I)F(n - 2) 
n(n - Din - 2)F(n - 3] = тіп - Vn - 2)F(n - 3) 


Em geral, F(n) = n(n - D(n - 2)... [n - (k - 1)]F(n - К). Quando n- k=1k =n -le 


Е(п) = n(n- 1)(п - 2)... (DFA) 
n(n- D(n-2)...(2)(1) = n! 


Agora а prova por indução que F(n) = n/: 


Е():Е(1)= 1! = 1, verdadeiro 
Assuma F(k): F(k) = k! 
Mostre F(k + 1): F(k + 1) 1 (k+ 1)! 


F(k + 1) = (К + DF(K) = (k + Dk = (k+ 1)! 


65. A relação de recorrência é P(n) = P(n - 1) + n, com P(1) = 1. A equação (8) se aplica e fornece a solução 


ч + 
Рў=1+ V isie 2434 en 07D 


2 
Ехегсісіоѕ 2.4 


1. Se a lista está vazia, escreva "não encontrado", caso contrário, compare x ao primeiro elemento do seg- 
mento corrente da lista: se eles forem iguais, escreva "encontrado", do contrário descarte o primeiro ele- 
mento е procure no segmento restante da lista. Inicialmente, o segmento da lista é a lista toda. Mais for- 
malmente, 


procedure BuscaSeqiiencial(L: lista; i, n: integer; x: tipoitem); 
(procura o elemento x na lista L de i a n} 


begin 
ifi > n then 
escreva ('não encontrado” 
else 
if L(i) = x then 
escreva ('encontrado') 
else 
BuscaSeqüencial (L, i + Ln, x); 
end; 


10. 


12. 


16. 


20. 
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. Ela está na forma da equação (1) com c = 2 e g(n) = 3. Pela equação (6), a solução é 


logn 


gogn (1) + $2 ni (3) 
= 2080 + 3[2%®®-! + д%в®-2 +. + 29] 
= 2198" + 39er ]) = п + 3(n— 1) 24n — 3 


. n — 1 comparações são sempre necessárias; todo elemento após o primeiro precisa ser considerado um 


máximo em potencial. 


a. A lista combinada é 1,4,5, 6, 8,9 
3 comparações: 6e 1,6e4,6e5 
b. A lista combinada é 1,2,3,4,5,8 
4 comparações: 1e2, 5e2,5e3,5e4 
c. A lista combinada é O, 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10 
8 comparações: Ое 1,2e1,2e8,3e8,4e8,7e8, 10e 8, 10e 9. 


CO) 20 (não são necessárias comparações; uma lista de 1 ele- 
mento já está ordenada) 

Cín) = С(п/2) + (n — 1) para n=2",n z 2 (C(n/2) comparagóes sáo necessárias para cada metade 
e n — 1 comparações são necessárias para combinar as 
duas metades.) 

Q(0): jo = (ip — 1)!, verdadeiro, pois j = 1, i = 2 antes de entrar no lago e 1 = 1! 


Assuma Q(k): j, = (i, — 1)! 
Mostre Q(k + 1): j1 2 (417 1)! 


Jei = Adam G 7 DH = G9! = (+) — 1)! 
Ao fim do laço, ј = ({ — 1)! еі=х + 1,1ороў=х! 


О:ј= хжу 
Q(0): jo = x * уе, verdadeiro, pois j = x, i = O antes de entrar 
Assuma Q(k): j, =x + y* 

Ok + Dis =x 0 yo! 


Hhri=jry=ar yr yx жу%*! 


ik + 1 


=хжу 


Ao fim do laço, j =x * y e i = n, logo j =x x y”. 


Capítulo 3 


Exercícios 3.1 


1. 


4. 


(a) 


e, (0, 1 ¿23 4 } 
. {4,6,8, 10} 
(Deodoro da Fonseca, Floriano Peixoto, Prudente de Moraes! 


. (Maranhão, Piauí, Ceará, Rio Grande do Norte, Paraíba, Pernambuco, Alagoas, Sergipe, Bahia] 
{-3, -2,- 1 ‚0, 1,2,3} 


mo Ross 


8.SeA= (x | х = 2" paran inteiro positivo), então 1€ А. Mas As {х Ьх=}+ na — Fr) ап inteiro 


10. 


positivo) então 16 є A. 


a. Е;{1}є $ mas (1) € R 

b. V 

с. Е; {1} e Siendole 5 

а. F; 1 não é um conjunto; o enunciado correto é (1) CU 
е. Т КЕ; le 5 
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12. 


32. 


34. 


37. 


39. 


40. 
43. 


46. 


51. 
52. 


54. 


Seja (x, y) € A. Então (x, y) está a menos de três unidades do ponto (1,4), portanto, pela fórmula da dis- 
táncia, 


JD *(y-4yY s ou (x -1) +(x-4)=9 

que significa 
(х= 12 + (y - 4y x 25 

logo (x, y) € B. O ponto (6, 4) satisfaz a desigualdade 
(x — 1? + (y ~ AY = 25 


portanto, (6, 4) € B, mas (6, 4) está a mais de 3 unidades de (1,4), e, portanto, não pertence a A. 


‚ау bF cF dV eV fF 


. 945) = (2. (1), (2), (3), (4. (1,2), (1,3), {1,4}, (2, 35, (2, 4), (3,4), {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, 


{2,3,4}, {1, 2, 3, 4} ; 2^ = 16 elementos. 


. A= {x y] 


. Seja x € A. Então {x} e A), logo (x) e P(B) ex e B. Portanto, A c B. Um argumento semelhante 


mostra que B c A. Logo A = B. 


a. Operação binária 
b. Não; 00e N 
c. Operação binaria 


a. 13 b.2 c.28 


{1,2,4,5,6,8,9} 
{4,5} 

{2,4} 

. (0, 1,2,3,6,7,8,9} 


Pors 


a В bBnC cAnB d.B'nc 
e. B' ^ C' (ou (Bu С) ou B' — С) 


a. V 
c. F(Sejam A=(1,2, 3), B= {1,3,5}, S= (1,2, 3,4,5}. 
Então (AN BY = {2, 4, 5} mas A' n B' Z(4,5) A (2,4) = (4). 
е. Е (TomeA, Be 5 como em (с), então A - B= {2}, (B - А) = {1, 2, 3, 4}.) 
a. BCA 


Seja Ce P(A) © PB). Então Ce PA) e Ce P(B), dondeCcAeCcA,portantoCcAnNBouCe 
ЖА MB). Portanto, P(A) A 9B) c P(A n В). O mesmo argumento vale para a recíproca. 


Suponha А ^ B + Ø. Seja x€ ANB.Entãoxe Aexe Blogoxe AU Bmasxe€ A - Вехе B-A, 
portanto x є (A — В) O (B — A), o que contradiz a igualdade de AU B e (А — В) O (B — A). 


а. (D(AU B) n (AU B')EAU (Br B)-AU O-A 


a. хє (AY Oxe A oxelylye А} эхє А 
b. AC (В ЈА’) = (А т В) о (А А’) Bb) 


=(ANB UD (5b) 
=ANB (4а) 
=BnA (1b) 


A prova é realizada por indução em n. Para n = 3, 


97, 


62. 


63. 
65. 


67. 


73. 
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А U (A; U A3) = (4, UA)UA; (identidade de conjuntos 2а) 
=А VA VA, (pela parte dois da resposta do Exercício 53b) 
Assuma que paran zkel-p-k- 1, 


(A; 2... UA) ULA, , U ЈА) =А UVA, 


Então, para 1 = p = k, 


(A, U .. 0A)U(A, y U UA) 


= (А 0... ЈА) ОКА, U ... ЈА) LA |] (pelo Exercício 53b) 

= КА, о... А) UÍA, | V ... А)] Uv AL. (pela identidade de conjuntos 2a) 
=(A¡U... UA) ОА (pela hipótese de indução) 

= А... VA (pelo Exercício 536) 


a. A prova é realizada por indução em n. Paran = 2, 
B U (A, NA)=(BUA)N(BUA,) (pela identidade За) 
Assuma que 


BU(A NM. NA) =(BUA)N..M(BUA,) 


Então 


BO (A m... nA) 

=BU[(AA, O.. А) А. 1] (pelo Exercício 55b) 

= [B o (А... Ag] A GA, , ,) (pela identidade За) 

= (В ОА) m... С\ (В oA)] A (В ЈА, |) (pela hipótese de indução) 
= (ВАА) п... (ВОЈА, , 1) (pelo Exercício 556) 


Se Té um conjunto não vazio, então, pelo princípio da boa-ordenação, T tem um elemento mínimo to. 
Então P(to) não é verdade, logo pela sentença 1', t; * 1. Além disso, P(r) é verdadeiro para todo r, | = r 
= t, — 1. Isto contradiz a implicação em 2", então T é o conjunto vazio, e portanto P(n) é verdadeiro para 
todo n inteiro positivo. 


а. 01101 Б. 00001 c. 00000 


Uma enumeração do conjunto é 
1:3:527,97. 110.7 


Sejam A e B conjuntos denumeráveis com enumerações А = а„а»аз,... eB = bjb» b; ... Então use a lista 
a,b, , a2, D», аз, b3,... e elimine quaisquer duplicatas. Isto será uma enumeração de A U B, que é, portanto, 
denumerável. 


Exercícios 3.2 


1. 


2. 


Js 


9. 


11. 


14. 


17. 


5.3.2230 
4.2.2216 

45. 13 = 585 

10? 

26 .26.26.1.1 = 17.576 
26 + 26 . 10= 286 


5.3.4.3 = 180 
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21. 9.10.26.10.10+9.10.26.10.10.10+9.10.26.10.10.10.10=25.974.000 
23. 5.3=15 

26. 900- 180 = 720 

31. 2®=256 

33. 1.2? (começam com 0) + 1. 26.1 (começam com 1 e terminam com 0) = 2! + 26 = 192 
39. 8 (Este é o mesmo problema que o Exercício 36). 

41. 52.52 = 2704 


44. Existem 4 . 4 = 16 maneiras de duas cartas serem de um mesmo valor/figura; existem 13 valores/figuras 
diferentes. Portanto, pelo Princípio da Adição, 16 + 16 + ... + 16-213 .16 = 208. 


49. 12.52 (carta de figura do baralho de flores e qualquer carta do baralho de pássaros) + 40 . 12 (carta de 
número do baralho de flores e carta de figura do baralho de pássaros) = 1104 ou 32 . 52 (número total de 
mãos, Exercício 41) — 40 . 40 (mão sem cartas de figuras, Exercício 48) = 1104. 


51. 
V A P 
V p V 
V A P ANC 
A 
V p v/|N У/|\Р V/AP У/|\Р V/|NP 
A А A A A A 
V/IP v/|\p vV/|\P V INP У/|МР V/INP 
А л, A А À A 


Exercício 3.3 


2. 19 


5. Seja А = conjunto dos que veiculam hálito puro, В - conjunto dos que veiculam que protegem a gengiva, 
С = conjunto dos que veiculam a redução da placa. 


a. AnBnc|=2 b. lA — С| = А| - lA C]|210— 6=4 


7. SejaA = conjunto de carros, B = conjunto de bicicletas, C = conjunto de motocicletas. 


а. |B — (AU O] = 18| - [Bn (А v С (pelo Exemplo 35) 
= 18| — KB ^ A) u GG 0 CA 
z|B| - (BRA + |8 C| - IBr^ An С) 
= 97 — (53 +7 – 2) = 39 


b. ¡4AUBUC|=97 + 83 + 28 — 53 – 14 – 7 + 2 = 136 
portanto 
150- 136=14 
estudantes não possuem qualquer dos três. 
12. Não. Existem 13 tipos de cartas, de forma que 12 cartas podem ser diferentes. 


15. Existem três pares — 1 e 6, 2 e 5, 3 e 4 — que somam 7. Cada elemento no conjunto pertence a um desses 
pares. Aplique o Princípio da Casa do Pombo, onde os pares são as casas, e os números são os pombos. 
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Exercícios 3.4 


1. 


5. 


47. 


51. 


55. 


97; 


59. 


. C(300,25) = 


а. 42 


No total existem 5! permutações е 3! arranjos dos 3 Rs para сайа permutação distinta. Portanto existem 
5 1/3! = 5 . 4 = 20 permutações distintas. 


! 
> «PÇS, 3) 15. 14.13 = 2730. 


. QUI DD) = 2(39.916.800)(40.320) 


. а. 120 


300! 
25!275! 


. C(17, 5) . C(23, 7) = (6188) (245.157) 

. C(7, 1).С(14, 1).C(4, 1).C(5, 1). C(2, 1) • C(3, 1)=7.14.4.5.2.3= 11.760 

. (Todos os comitês) - (nenhum ou 1 de manufatura) = C(35, 6) - (C(21, 6) + C(14, 1). C(21, 5) 
. C(13, 3) .C(13, 2) 

. C(13, 5) + C(13, 5) + C(13, 5) +С(13, 5) = 4C(13, 5) 

. C(12, 4) 

. C(60, 1) + C(60, 2) 

. C(12, 3) 


. C(7, 3) (nenhum democrata) + C(9, 3) (nenhum republicano) — C(4, 3) (todos os independentes, a fim de 


náo contar duas vezes) 2115 


. C(14,6) = 3003 


. (Todos os comités) - (comités com nenhum dos dois) = C(25, 5) -C(23, 5) 


(Não é 1 . C(24,4) + 1. C(24, 4); este número é muito grande, porque conta algumas combinações mais 
de uma vez.) 


8! 
312! 
7 
312! 


С(7, 5) 
a. С(8, 6) 


b. C(7, 6) (escolhe dois dentre seis, com repetições) 
c. C(5, 3) (três dos seis carregamentos estão fixos, escolha os outros três dentre três, com repetições). 


a. C(16, 10) 
b. C(9, 3) (sete dos doces estáo fixos, escolha os trés restantes dentre sete criangas, com possíveis repe- 
tições) 


C(13, 10) 
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Exercícios 3.5 
1. (a + Б) = С(5, 04 + C(5, Da!b + C(5, 2)? P? 
+ C(5, 3)a?b? +С(5, A)ab* + C(5, 5)? 
=а° + Satb + 10a?b? + 10a?*b? + Sab! + b’ 
3. (a + 25 = C(5, 0) + С(5, Da'2 + С(5, 2)а?2? + С(5, 3)a?2? 
+:0(5,8)a2* + C(5,5)2 
= a + 10a* + 404º + 804º + 80а + 32 


5. (2x + Зу)? = C(3, 0) 2x? + С(3, DC) By) + CG, 2)(2х)(3у)? + C(3, 3)3y 
= 8º + 36x?y + 54xy? + 27yº 


11. C(9, 5)(2х)%(—3)5 = — 489.888x* 
13. C(8, 8)(—3Зу)# = 6561? 
15. C(5, 24x) (—2y) = 2560xºy? 


19. C(8, 1)(2х — yy5! > C(8, 1) - 5{С(7, 4)(2х)°(— уу] 
= C(8, 1)C(7, 4)(2)95әЗу® = 11.200xy* 


24. C(n,0) + C(n, 1)2 + C(n, 2)2 +... + С(п, п)2" = (1 + 2) = 3" 


Capítulo 4 

Exercícios 4.1 

1. a. (1,3), (3, 3) b. (4, 2), (5, 3) 
с. (5,0), (2, 2) d. (1,1), (3, 9) 

3. a. 


5. a. Vários-para-vários b. Vários-para-um 
Um-para-um d. Um-para-vários 


О 


a. (2,6), (3, 17), (0,0) 
b. (2, 12) 

c. Nenhum 

d. (1,1), (4, 8) 


a. Reflexiva, transitiva 
b. Reflexiva, simétrica, transitiva 
с. Simétrica 


14. 


15. 


18. 


21. 


22. 


26. 


28. 


31. 


34. 


37. 
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a. x p* y O x é algum número de anos mais velho que y 
b. x p* y O x é ancestral macho de y 
c. хр*у © pode-se ir da cidade x à cidade у em um número de dias 
a. р={(1,1)} 
b. 
b с 
ed 
a 
a b. 
30 11,2, 3j 
6 15 11,2} 12,3) 
ш? ә 
2 5 tm) 3; 
1 Ф 


Os dois grafos são idênticos em suas estruturas. 
a p= {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4,4), (5, 5), (1, 3), (3, 5), (1, 5), (2, 4), (4, 5), (2, 5)) 


a. "Quando"; não; apenas (já, mais) 


b. Suco 


bem laranja 


faz saúde 


e” 


Elementos maximais; "a", "faz", "saúde" 


a. [a] = [a, с) = [c] 

b. [3] 2 (1.2, 3); [4] = (4, 5) 

c. [1] =(f.... -5,-3,-1,1,3,5,...) 

d. [-3] = (.. -13, -8, -3,2, 7, 12,...] 


Reflexiva: (x, y) p (x, y) porque y = y. 

Simétrica: Se (x, y) p (z, w) então y = w logo w = y e (z, w) p (x, y) 

Transitiva: Se (x, y) p (z, w) e (z, w) p (5, t) então y = we w = tlogo y = t e (x, y) p (s, t). 

As classes de equivalência são conjuntos de pares ordenados com as segundas componentes iguais. 


Claramente, P « P é uma tautologia. Y «æ Оё uma tautologia, então P e О têm que ter os mesmos 
valores-verdade em todas as linhas da tabela-verdade, portanto P €» Q é uma tautologia. Se P G Qe Q > 
R são tautologias, então P, О e R têm sempre que ter os mesmos valores-verdade, e P £ R é uma tauto- 
logia. As classes de equivalência são conjuntos que consistem em wffs cujas tabelas-verdade apresentam 
os mesmos valores-verdade. 


a.3 b.7 
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40. a. $3, 2) = 5(2, D + 25(2, 2) = 1 
b. $(4, 2) = 5(3, D + 25(3, 2) = 1 
42. S(4, 3) = 6 


Ехегсісіоѕ 4.2 


1. 
Editora Є Assunto >) 

A relação "escreve" é vários-para-vários; isto é, um autor pode escrever vários livros e um livro pode ter 
mais de um autor. 

4. Tabela 1 

Nome País Título 

Bert Kovalsco EUA Basquete Moderno 
Jane East EUA Jardinagem de Primavera 

8. Tabela 5 

Nome Título 

Dorothy King Jardinagem de Primavera 
Jon Nkoma Pássaros da Africa 
Won Lau Pinturas em Porcelana 
Bert Kovalsco Basquete Moderno 
Jimmy Chan Pinturas em Porcelana 
Dorothy King Anuário de Outono 
Jane East Jardinagem de Primavera 

12. Tabela 9 

Título ISBN Editora Assunto Nome 

Jardinagem de Primavera 816-35421-8 Harding Natureza Dorothy King 
Pinturas em Porcelana 364-87547-8 Bellman Arte Jimmy Chan 
Pinturas em Porcelana 364-87547-8 Bellman Arte Won Lau 
Pássaros da Africa 115-67813-3 Loraine Natureza Jon Nkoma 
Jardinagem de Primavera 816-89335-8 Swift-Key Natureza Jane East 
Basquete Moderno 778-53705-7 Harding Art Bert Kovalsco 


Anuário de Outono 414-88506-9 Harding Natureza Dorothy King 
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15. a. project(select Autor where País = "EUA") over Título giving Tabela 11 
b. SELECT Título FROM Autor 
c. Range of x is Autor /x. Título | x. País = "EUA") 
d. Basquete Moderno 
Jardinagem de Primavera 


21. 


25. Por exemplo: E, A, C, D, G, F, B, H 
Exercícios 4.3 


1. a. Domínio ={4, 5,6,7, 8}, contradomínio = {8, 9, 10, 11), faixa = {8,9, 10} 
b. 8, 10 
c. 6,7 
d. Não, não 


4. a. f(A) (3,9,15) 
b. ÑA) = (xk e Ze(dy (ye Ze x= 6y)) 


7. a. Função 
b. Não é função; não está definida em x = O 
с. Função sobrejetiva 
а. Bijegáo f: [p, q, r} > {1,2,3} onde f! = ((g, 1), (r, 2), (р, 3)) 
e. Função; injetiva 
f. Bijegáo h”!: R? — R? onde Л (х, у) = (у – 1,x— 1) 


11. Se 2! < n < 2**!, então log(2) < log n < (2) ouk < logn < k + Lellogal s k[1ogn] o & + 1. 


15. a. 3° b. 36 
18.a n" b.n! c n! d. n! 
11 1 1 1 1 
! =— — —– — no E a M uu 
á [ po coe a "s nnnm | 


f. Número de arranjos < n/ «n". O número total de funções sem restrições é o máximo. Apenas algumas 
dessas funções são injetivas e sobrejetivas, mas isto é a definição de uma permutação. Nem todas as 
permutações são arranjos, portanto o número de arranjos é ainda menor. 


22.a. (m, n, o, p] 
b. (n, op]; {о} 


26. a. (g (5) = g(f(5)) = g(6) = 18 
b. (Р 8X5) = fg» = f15) = 16 
c. (8 » DG) = g(fix)) = g(x + 1) = 3x + 1) =3x + 3 
d. F° g)G) = (860) = ДЗ) = 3x + 1 
е. (f» BG) = ff) = fix + 1)=(х+1)+1=х+2 
f. (2 ° g)(x) = g(g(x)) = 83x) = 3(3х) = 9x 


29.a.(1,3,5,2) 
b. (1,4, 3,2,5) 
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32. а. (1,2,5,3,4) 
b. (1,7, 8) ° (2,4,6) 
c. (1,5,2,4) o (3,6) 
а. (2,3) 9 (4,8) ° (5,7) 


36. A resposta é o número de arranjos de sete itens, que é 1854. 


38. a. f '(x)=x/2 


b. ро) = Vx 
e РО) = 3х – 4 


42. Por exemplo, по= сх =1,ст = 1/34 


46 


; x : X 

lim = lim TE 

хэє 17x +1 эту ү 17 
x 


48. lim% =lim=-=0 
хә= у? xx 2x 


Exercícios 4.4 


3. x=ly=323=2w =4 


6 —5 14 —17 
5. 10 9.12 9 
X 9 1 
21 —23 28 4 
13. 133 —44 Dp 2 
11 1 


AD AG EO Abiata a 7? 
GMT OS 


25. a. Diretamente da definição de multiplicação de matrizes 
b. Suponha que existe uma matriz B que é a inversa de A. Então 


1 25, be] [1 0 
2 4lb, bo | |0 1 


b,14+2b,/=0 bi + 262 = 0 
20 + 4р = 0 20 + 4b,2=1 


que é um sistema de equações inconsistente sem solução. 


ЕЕЕ 


100 10 1 
30. АлВ= 1 0 AvB=|1 1 1 
0 1 1 1 11 
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10 1 1 11 
AXB=|1 1 1 BxA=l1 1 1 
1 1 1 111 


33. A entrada i, ¡de A? é V ayay. 


k=1 


A entrada j, ide A?é > asa. 
k=l 


Mas esses valores são iguais, porque ay = ауе ay = ар (A é simétrica) 


Capítulo 5 


Exercícios 5.1 


2. а. b. Por exemplo: С. 


. 4,5,6 
. Comprimento 2 
c. Por exemplo (rotulando os vértices): 1,2, 1,2, 2, 1,4,5, 6 


o» 


7. b. Grafo (b) porque não tem vértice de grau 0. 


9, f; 1a f:a,>e, 


2b а, э e; 
3-с 44 е, 
45d 44 — €i 
ds > ез 
as e, 
а, — е; 


13. Não isomorfo; o grafo em (b) tem um vértice de grau 5, o grafo em (a) não tem. 


16. 21. 


К.з 


23. 5 (pela fórmula de Euler) 


27. Planar 
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29. Não-planar; o subgrafo abaixo pode ser obtido a partir de К; з através de subdivisões elementares. 


31. 


35. a. Se G é desconexo, então G consiste em dois ou mais subgrafos conexos que não tenham caminho en- 
tre eles. Seja x e y vértices distintos. Se x e y estão em subgrafos diferentes, então não há nenhuma 
aresta x-y em G; portanto, existe uma aresta x-y em G' e existe um caminho de x a y em С. Sexe y 
estão no mesmo subgrafo, então pegue um vértice z em um subgrafo diferente. Existe uma aresta x-z 
e uma aresta z-y em G'; portanto existe um caminho de x a y em С. 


39. 3 


43. a. Um grafo com arestas paralelas deve conter 


x XxX 


Crie, temporariamente, pequenos países nos vértices das arestas paralelas, obtendo 


IA 


que é um grafo simples. Qualquer coloragáo que satisfaga este grafo satisfaz o grafo original (fazendo as 
regiões se transformarem em pontos). 


46. 
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50. Seja um grafo simples e conexo com п vértices e т arestas. O enunciado original é m > п — 1, que diz que 
п = m + 1, ou que o número de vértices é pelo menos m + 1. 

Para cada caso, tome т = 0. O único grafo simples e conexo com 0 aresta é um único vértice, onde o 
número de vértices, 1, é = 0 + 1. Agora assuma que qualquer grafo simples e conexo com r arestas, O = 
r = k tem pelo menos r + 1 vértices. Considere um grafo simples e conexo com k + 1 arestas e remova 
uma aresta. Se o grafo resultante for conexo, ele tem k arestas e, pela hipótese de indução, o número n de 
vértices satisfaz п = К + 1. Portanto, no grafo original (com os mesmos vértices), n=k + 1 <(k+ 1) + 
1. Se, por outro lado, o grafo resultante não for conexo, ele consiste em dois subgrafos conexos com r; e 
rarestas,r, E ker, X k, r, + r, = k. Pela hipótese de indução, um subgrupo tem no máximo rı + 1 arestas 
e o outro tem no máximo rz + 1. O grafo original, portanto, tem no máximo r; + 1 +r2+ 1=(k+ D+ 
1 vértices. 


53. Considere um grafo simples que seja uma árvore não-enraizada. Uma árvore é um grafo cíclico e conexo, 
portanto, para quaisquer dois vértices x e y, existe um caminho de x a y. Se o caminho não for único, então 
os dois caminhos se separariam em algum vértice п; e se reencontrariam em algum vértice n,, o que for- 
maria um ciclo de n, a nz e de volta a пу, que é uma contradição. 

Agora considere um grafo simples que tenha um único caminho entre quaisquer dois vértices. O grafo 
é claramente conexo. Além disso, não existem ciclos porque a presença de ciclos produziria um caminho 
não único entre dois vértices do ciclo. O grafo é, portanto, acíclico e conexo e, portanto, é uma árvore 
não-enraizada. 


56. A prova é realizada por indução em d. Para d = 0, o único vértice é a raiz, e 2° = 1. Admita que existem pelo 
menos 2º vértices na profundidade d e considere a profundidade d + 1. Existem no máximo dois filhos 
para cada vértice da profundidade d, de forma que o número máximo de vértices na profundidade d + 1 
£2.20 «2978. 


АЛА 


Ехегсісіоѕ 5.2 


60. 


11002 
TECE R 
1101010 e s 
01100 9-9 
21000 белс 
9. 

2 
1 5 

4 


11. 
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13. O grafo consiste em n vértices desconexos com um laço em cada vértice. 


19. 


24. 


25. 


31. 


оо чо л A UNM 


mo ma 
o 


Vértice 


EE 
ERR 
ERR 
ENS 
E 
EEE 
EJES 


Ponteiro 


AIR | гә || = UIN 


34. 


EET 
EE 
EE 
KARA 
KIEN 
Ex] s 
EIN 


ENS 
KENN 


EJEM 
SES 


КАЕ 
EJES 


29. Filho à esquerda Filho à direita 
1 2 3 
2 0 4 
3 5 6 
4 7 0 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 
1 
2 
5 6 
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Exercícios 5.3 


0 0 
0 15 р= (01.1), (2,1), 02,3) (3, 2)) 
1 0 


w 
N 
ы 


4 5 
P= {(1,4), (2, 5), (4, 2), (5, 3), (5. 4)] 


8. O grafo é uma "estrela" com o vértice 1 no centro, isto é, 1 é adjacente a todos os vértices e todos os 
vértices são adjacentes a 1, mas os outros vértices não são adjacentes a mais nenhum vértice. 


5 2 
1 
4 3 
12. 
puo png 
1111 01111 
LILIA O 1 1 1 1 
IR iar 19.R= |00000 
0000 40 1 1 1 ] 
O 1 1 1 1 
011111 
100 000000 
Е 000000 
23. R-|1 1 1 Z.R- 
111 000000 
000000 
01 101 0 
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л 


29. Ai Л= У аа, 


k=1 


Se uma parcela como араз; da soma é 0, então ou a; = O ou a5; = O (ou ambos), e não existe caminho de 
comprimento 1 de n; a nz ou não existe caminho de comprimento 1 de пг a n; (ou não existe nenhum dos 
dois). Portanto, não há caminhos de comprimento 2 de л, a n; passando por nz. Se apa + 0, então a; = p 
e az; - q, onde p e q são inteiros positivos. Então existem p caminhos de comprimento 1 den, an, e q 
caminhos de comprimento 1 de пз an; Pelo Princípio da Multiplicação, existem pq caminhos possíveis de 
comprimento 2 de n; a nj passando por п. Pelo Princípio da Adição, a soma de todas as parcelas deste tipo 
fornece o número total de caminhos de comprimento 2 de n; a п, 


Exercícios 5.4 


1. 


x:L(I) 


x:L(2) L(S5) «x < L(6) 


x:L(4) 
x:L(3) L(4) < x < L(5) 


L(2) < x < L(3) L(3)«x«L(4) 


Profundidade = 6; algoritmo não é ótimo 


7. 
9 
5 
2 6 
4 7 
a. Profundidade = 3 b. 2,83 
11. a. [log 4!]=[log 241= 5 


b. [log 8!]=[1ор 40.320] = 16 
c. [log 16!]=[log 2,9 x 10] - 45 
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14. a. 10 (qualquer uma das cinco moedas pode ser leve ou pesada) 
b. 3 (profundidade mínima para uma árvore ternária com 10 folhas) 


С IL, 2B ou 1B, 2P 1B, 2L ou tP, 2B 
3, 4, 5 Boas 1:2 3, 4, 5 Boas 
Ser s 


х 
3L, 4B ou ЗВ, 4p AP Xi 


х 4Р 3L SP x SL x 3P 4L 


19. a. ooue b. iaou C. eee 


21. a. 
100 


20(m) 25(d) 28(c) 


30) 6(8) 


00 
1001 
101 
11 
01 
1000 


SE 


Capítulo 6 


Exercícios 6.1 


1. Sim 6. Náo 


O TATO 0101100 
100001 : | | : , М 
25 ИВ; ЮЙ Rene pude 
10000 I 
100001 1101010 
De atio ds 01 10 101 
" 0010010 
total após a linha 2 é O isa 
13. Мао 18. Sim 


22. Quaisquer dois vértices precisam pertencer ao ciclo de Hamilton; portanto existe um caminho entre eles, 
a saber, o trecho do ciclo que está entre eles. 
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25. a. п = 2 ой n = qualquer número ímpar 
b. n>2 


28. Comece em qualquer vértice e saia рог uma das arestas deste vértice. Toda vez que se entrar em um no- 
vo vértice por uma aresta, existe exatamente uma aresta ainda não usada para sair deste vértice; como a 
aresta não foi usada, isto levará a um novo vértice ou ao vértice inicial. Ao voltar para o vértice inicial, se 
houver algum vértice que não tenha sido usado, então existe um caminho ainda não percorrido des- 
te vértice para um vértice usado, o que significa que este vértice usado tem grau = 3, uma contradição. 


Exercícios 6.2 


1. р=7 
IN =[2} IN = {2,7} 
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 
d 2 о о б 1 oo d 0 2 о © 6 2 
s 2 5 2 2 2 2 2 2 s| 2 5 2 2 2 7 2 7 
р=3 р=8 
IN= {2,7,3} IN= {2,7,3,8} 
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 T 8 
d| 3 0 2 3 o 6 1 2 d| 3 0 2 3 3 6 1 2 
s 2 : 2 3 2 7 2 7 s| 2 - 2 3 8 7 2 7 
p=5 
IN= (2,7,3,8,5] 
1 2 3 4 5 6 7 8 
d 3 0 2 3 3 6 2 
512 - 2 3 8 7 2 7 
Caminho: 2,7,8,5 Distância: 3 
5. 
p=2 
IN= (1) IN= (1,2) 
2 3 4 5 7 2 3 4 5 6 7 
0 2 o œ 3 eo 0 2 3 oo 3 oo 
si- 1 1 1 1 - 1 2 1 1 1 1 
р= р=3 
IN= {1,2,6} IN= {1,2,6,3} 
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 
d 0 3 o 3 2 5 0 2 3 4 3 2 
s|- 1 2 1 1 1 6 - 1 2 3 1 1 
p=5 p=4 
IN= (1.2,6,3,5] IN- (1,2,6,3,5,4] 
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 
0 2 3 4 3 2 5 d| 0 2 3 4 3 2 5 


s|- 1 2 3 1 1 6 Ss 1 2 3 1 


h 
O 
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p= 
IN= (1,2,6,3,5,4,7) 
2 3 4 5 6 7 


0 2 3 4 3 2 D 


s] - 1 2 3 1 1 6 
Caminho: 1,6,7 Distância: 5 
9 1 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 7 8 
3 0 оо оо o 00 d 3 0 2 1 4 2 
2 - 2 2 2 2 2 s| 2 = 2, 3 1 2 7 


1 2 3 4 5 6 7 8 
3 0 2 3 3 4 1 2 
2 z 2 3 8 1 2 7 


Não há mais alterações em d ou s 


13. Inicial: A, após k = x: Após k= l ek = 2: 
X 1 2 3 y X 1 2 3_ у 
x 0 1 o 4 © 0 1 4 2 6 
1| 1 0 3 1 5 1 1 0 3 1 5 
20 3 0 2 2 2 4 3 0 2 2 
34 1 2 0 3 3 2 1 2 0 3 
yo 5 2 3 0 6 5 2 3 0 
Após k=3ek=y 
X 1 2 3 y 
X|0 1 4 2 5 
1| 1 0 3 1 4 
214 3 0 2 2 
312 1 2 0 3 
5 4 2 3 0 
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19. O algoritmo de Kruskal desenvolve uma árvore geradora mínima, como mostrado a seguir: 


24. a. Peso = 300 b. 4=50-/2 = 7077 
44 = 282,8 


100 100 


Exercícios 6.3 


1.a, b,c,e, fid, h, g,j,i 5. e, b, a, c, fi d, h, 8, j, i 
7.a, bof j.gdehki9.fca, 
11 


bdehlkigj 
.Gbcdegfhj,ill.a bcd ef g, h, i, j, k 


21. a, b, c, e, gdfh 24. a, b, c, d, e, g, h,f 


27. Realize uma busca em profundidade começando no vértice a: a, c, f, g, e, b, d. 


b(2) а(1) 
a(7) 
с(6) 3. е(3) 


ғо) 8 (4) 


Respostas dos Exercícios Selecionados 


29. Preordem: a, b, d, e, h,f.c,g 33. Preordem: a, b, e, f; d, gh 


Inordem: d, b, h, e, f, a, е, с Inordem: ecfb g, d, h, a 
Posordem: d, h, ef, b, g, c, a Posordem: е, ў с, g, h, d, b, a 
35. Prefixa: +/34-2y 39. Prefixa: + *4-7xz 
Posfixa: 3 4/ 2y - + Infixa: 4*(7-x)+z 
43. 45. 
a 


posordem fornecem d, c, b, a 


c 
d 
be is not or question that the To 
Exercícios 6.4 
1 4. 
Ь 
b 
a d 
а c 
е / g h 
e 
Arestas de retorno: a-c, a-e, b-d, c-e Arestas de retorno: a-d, a-f 
7. 
all, 1) bG, 3) Componentes biconexos 
a b 
c 
e(5, 3) 
4 
&(6, 6) d 
d e 


Articulações: c, d 
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b Tanto a busca em inordem como a busca em 
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10. 
a(1,1) 4.4) 


а 


2 
cQ, 2) d(3, 3) 


2 
e(5, 8) 
Articulagóes: d, c 


Componentes biconexos 


e 
Capítulo 7 
Exercícios 7.1 
1. + 1 a a' 0 a a' 
010 1 а а' 010 0 0 
111 1 1 1 0 a ' 
ala 1 a 1 а 0 a 0 
a'|a' 1 а' а'|0 0 а' 


= 1 (5а) 
е 
x'.x-x.ox' (1) 
= 0 (5b) 


b 


Portanto, x = (x')' pelo teorema da unicidade dos complementos. 


b. x c (x.y) -x.l +x.y (4b) 


=x(1+y) (3b) 
=x(y+1) (la) 
= x.l (Prática 3) 
=x (4b) 


x. (x + y) =x segue pela dualidade. 


g. Х+(х'.у +ху)' =x + (yx +y.x) 
= х+[у.(х'+х)] 
= х+[у(х +х')] 
=x + (y.1) 
=x + y 


5. a. xDy=x y t yx (definição de ©) 


yx +х-у' (la) 
=уФ х (definição Ө) 


(Ib) 
(3b) 
(la) 
(5а) 
(4b) 
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И: é 
Puis. «es L IH WA 


км Ды PN S 


NM 


12. a. f: R5 Rt 
fé sobrejetiva. Dado ye R* seja x = log y; então x e Re f(x) = X = 28” = y. 
fé injetiva. Se f(x) = Rw), então 2* = 2" e (tomando o log de ambos os lados) x = w. 
. Para x, ye R, g(x + у) = g0) - 20) 
. fé uma bijecáo de R em R* e para x, y € R, f(x, у) = VY = 25 2 = fo) - fy). 
. f'é a função f (y) = log y. 
. f! é uma bijeção de IR* em R, e para qualquer x, y e R+, 
Гу) =108(х y) 2logx + log y= f'a) + / Чу). 


oa» с 


15. а. Para qualquer y € b, y = f(x) para algum x € B. Então y & RO) = f(x) & KO) = fix + 0) = Д) = y, е K0) 
= porque o elemento nulo de qualquer álgebra é único (veja o Exercício 8). 


b. fü) 2 0) = ROV = 9" = 
16. a. (1) Sex X y, então x < y ex < x, portanto x é um limite inferior de (x, y}. Se w* < x e w* < y, então 
w* < x, logo x é um menor limite superior e x 2 x - y. Sex = x - y, então x é um maior limite inferior de 
(x, y}, logo x < y. А demonstração de (ii) é semelhante. 


Exercícios 7.2 


1. a. 


O + xn 


3. (11), + x^) 


es 
Ra 
= 
N 
E 
5 


fi (X1,X2,X3) 


QOO O fui” ja aa 
OO» j OGO H 
ошонон о 
- O — оо о 


7. xx 
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11. а. xxx + xxx, 


x, 


14. 


19. 


21. 


23. 


XX, + уху; 


с. XXa + ХХУХу = XXX + XX3X5 


= xx; (x, + ax.) 
= xxl 


= х3 


x xx 


X3 


а. (x, + х,)(х| +x x +x) 

b. (x; + xXx + x) 

€. (х + ху + x O + ху + х,)(х + ху + ху)(х + + ху) 

d. (x, + ху + ху)(х + ху + х,)(х, + xo + x) + x + ху)(х + x + X) 


A rede é representada por [xi(x,x3) ] e [xy(x3x4) ] =x, + xx;. 


x Xx xy 


X» 


X3 


A função-verdade de | é a da porta NE, e a função-verdade de | é a da porta NOU. Na Seção 1.1, vimos 
que toda sentença composta é a equivalente a uma sentença usando apenas | ou a uma sentença usando 
apenas | ; portanto qualquer função-verdade pode ser concebida usando apenas portas NE ou apenas portas 


NOU. 


X1 = ponto-morto 
хә = estacionamento 
хз = cinto de segurança 


x 
Ra 
= 
N 
E 
[n 


КхьхъХз) 


© OOO RTT ы 
OO шоо ш 
о-оо о 
¡o a ны" 


(xy + ху) хз 


(Хт +X2)x3 
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Exercício 7.3 


XX2 ХХ; ХХ) ХХ» 


XiXj + ХХ) oxi; ou XiX, + ХХ + Xx 


^ + ГА [4 
ХІХ XX2 Ao Х\Х2 


Хүхэ + X5X3 
XX2 ОХХ) xixi o XO 
XXX4 
XyX4 
хух 
X3X4 
. Nümero Nümero 
de 15 ХІ X2 X3 de Is XI X2 X3 
Trés 1 1 1 1,2,3 Dois 1 — | 
Dois 1 0 1 A = L oq. 
0 1 1 2,5,6 1 1 a 2 
| 1 9 7 Um ze WP. ob 1 
Um 0 0 1 +45 0 == Ло d 
0 1 0 4 0 1 - ? 
— 1 0 2 
Número 
de Is XI X? X3 
Um = d 
> 1 2 


-] е — 1 — são essenciais. А forma mínima é x; + x». 
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15.a 

Número Número 

de 15 X; X2 X3 X4 de 1s X2 X, X4 

Trés 0 1 1 1 1 Dois 0 — 1 1 

Dois 1 0 1 0 Um 0 0 — 1 
0 0 1 1 12 Nenhum 0 — 0 0 

Um 0 1 0 0 3 0 0 0 — 
0 0 0 1 24 

Nenhum | 0 0 0 0 34 


0111 1010 0011 0100 0001 0000 


1010, 0—11, 0—00 são essenciais. Tanto 00— 1 quanto 000— podem ser usados como quarto termo. A 
forma de soma de produtos mínima é 


XQX4X4X4 + ХХ XXX + XX 
ой 


X,X4X4X4 + ХХХ + XXX + ХХХ 
Capítulo 8 
Exercícios 8.1 


1. a. Associativa b. Comutativa 


2. a. Não comutativa;a* b + b. a 
Não associativa; a - (b: d) + (а -b)-d 


b.. P q r 5 
Р Р 4 r M 
q q r s p comutativa 
r r 5 Р q 
$ Ку Р q r 
5. a. Semigrupo b. Não é um semigrupo; não associativa 
с. Não é um semigrupo; S não é fechada sob. d. Monóide; i = 1 + 042 
e. Grupo; i= 1 + 042. f. Grupo; i= 1 
g. Monóide; i- 1 
6. a. f, = função identidade o fo f Р hA 
А) = 2 ЛО) =1 
Р) =1 ЖО) =1 fo fo Л 2 В 
f0)22 fD=2 fi fi fo f f2 
f Р h f2 Р 
B 8 f B 


b. Os elementos são fo e fi. 


10. 


12. 


13. 


16. 
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O elemento neutro é Rs; o inverso de F;, é Ёз; o inverso de Ré R}. 


. a. Não, não é a mesma operação. 


b. Não; o polinômio nulo (elemento neutro) não pertence a P. 
c. Não; nem todo elemento de Z* tem um inverso em Z*. 


[(0), ta] Zi, +2], o, 2, 4, 6, 8, 10), um o, 4, 8),+ 4]. 
[{0, 3, 6, 9), +12], (0, 6), +2] 


41/2 = 24/2 = 12 elementos 


a, =i о, =(1,2)0(3,4) 
a =(1,3)° (2, 4) о, =(1,4)0(2,3) 
as =(1,3)° (1, 2) af =(1,2)0 (1, 3) 
a, = (1, 3)° (1,4) as = (1,4) ° (1, 2) 
ay = (1, 4) ° (1, 3) Go = (1, 2) ° (1, 4) 
aj = (2, 4) ° (2, 3) а; = (2,3) ° (2, 4) 
а. Мао; fx + у) = 2, х) + Ду) = 2+2=4 


b. Não; Дх + у) = |х + у, Дх) + Ду) = bd + [У 
с. Sim; fix - у) = x - yh К) ДУ) = |]. bl. 


Fecho: 


EATE ae PES 
l Ho o 1 еме) 


А multiplicação de matrizes é associativa. 
1 0 
e М?(7 
l | 2\4) 


01 


. l z 
O inverso de À 


1 -z 
| é h | que pertence a M$(Z). 


b. fé uma bijegáo e 


Alo Dis " жы inci 
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2 
1 


1 13 
d. rolo |: rolo | 


22. а. 


28. а. 


ШЫ 
(s |+ 


. ig = ig. ip = ip, portanto ip = ipe ele é o elemento neutro em /$, .]. 


. Por exemplo, c. Porexemplo, 
á a b : a b 
a a b a a a 
b a b b| b b 


. Por exemplo, [R*, +]. 


xpxporquei-x- =x.05'=x-¡i=x.Sex р y, então para algum g € G, g-x- g^ = у, logo р - 
х= у: роих= 2. у. р, que pode ser escrito como (в!) - y - (g !) '. Portanto, y p x. Finalmente, 
se x p y e y pz, então рага algum, g,, g, € G, gc x- т 2yeg;:y- g$ =2, logo g,:8,:x- gj! 


&2'=z OU (83 + 81) x- (8, 81) ' z. Portanto, x рг. 


. Suponha que G é comutativo e y € [x]. Então para algum g e С, 


yag- x gl =x gg -x.i-x. 


Então [x] = {x}. Reciprocamente, suponha [x] = {x} para cada x e G. Sejam x, ye С, e seja y- x» y^! 
=z. Então x p z, logoz=xey-x:y!=xouy-x=x-y,e G é comutativo. 


Sr Т © С. Fecho: Para x, ye 5 OT, x- y € S por causa do fecho em S, x + y є T por causa do fecho 
em 7, portanto x : y e $^ T. Elemento neutro: ie Seic T,logoi e SAT. Inversos: Paraxe SAT, 
x'eSex'!eT,lgox'e SnT. 


. Não. Por exemplo, [{0, 4, 8), +,,] e ЦО, 6]. +,,] são subgrupos de [Z,,, +,,], mas [{0, 4, 6, 8), 


+] não é subgrupo de [Z;;, +2] (não é fechado). 


30. Fecho: Sejam x, y e B, Então (x. у) = x -y =i- i-i logox-ye B, 
Elemento neutro # = į, logo ie B,. 
Inversos: Para x € B, ("Y = (х)! = 1 = ¿logo x! є B, 


35. Seja x =a", у= a? є G. Então x- у= а.а = q +? = а? tl =a? gl = усх. 


37. a. 


b. 


[Aut(S), °] é fechado porque a composição de isomorfismo é um isomorfismo (Prática 30). A proprie- 
dade associativa sempre vale para a composição de funções. A função identidade i, é um automorfismo 
em S. Finalmente, se fé um automorfismo em 5, então f^! também о é. 
či 0—0 f 0—0 

1—1 153 

252 252 
353 351 


o i f 
i i f 
f f i 


Exercícios 8.2 


l. a. 
b. 
C. 


0001111110 


aaacaaaa 
00100110 
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5. Estado atual Próximo estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
2 5; $5 " 
$ $5 53 b 
52 5: Sı c 
$3 $5 $3 b 


b. A quantidade de tempo necessária para lembrar de uma determinada entrada cresce sem limite e, em 
algum momento, ultrapassa o número de estados. 


14. 


4 1 
s,/aguarde 


syaguarde sJaguarde 


7 s/bingo 
1 


sy/inválido 


18. Uma vez que um estado seja revisitado, o comportamento será periódico, uma vez que náo há escolha de 
caminhos a partir de um estado. O número máximo de entradas que podem ocorrer antes disso acontercer 
ё п — 1 (visitando todos os n estados antes de repetir). O tamanho máximo do período é п (saída de todos 
os n estados com o último estado retornando a so). 


21.c. 100*1 
22. a. Sim b. Não c. Náo d. Sim 
24. dd*(+ v —)dd* 
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27. a s; b. s 


28. A= {0},В= (1,2, 5), C= (3, 4),D= {6} 


Estado atual Próximo estado Saída 
Entrada atual 
0 1 
A C D 1 
B C B 0 
C B A 1 
D C B 1 


33. A= {0,2}, В = {1,3},С= {4} 


Estado atual 


Próximo estado Saída 


Entrada atual 


abc 
A B C A 1 
B C A B (0) 
C B A A 0 


Exercícios 8.3 


1. a. Termina com fita final 


bio 


010/00] b te 


b. Мао altera a fita e move para sempre para a esquerda. 


5. Uma resposta: O estado 2 é um estado final. 
(0, b, b, 2, D) fita em branco ou não tem mais Is 
(0, 1, 1, 1, D) leu um número ímpar de 15 
(1, 1, 1, 0, D) leu um número par de 1 s 


8. Uma resposta: Estado 9 é um estado final. 


(0, b, b, 9, D) 
(0, 0, 0, 0, D) 
(0, 1, X, 1, D) 
(1, 1, 1, 1, D) 
(1, Y, Y, 1, D) 
(1, 2, Y, 3, D) 
(3, 2, Y, 4 E) 
(4, Y, Y, 4 E) 
(4, X, X, & E) 
(4, 1, 1, 4 E) 
(4, Z, Z, 4, E) 
(4, 0, Z, 5, E) 
(5, 0, Z, 6, D) 
(6, 2, Z, 6, D) 
(6, X, X, 6, D) 
(6, 1, X, 1, D) 
(6, Y, Y, 7,D) 
(7, Y, Y,7,D) 
(7, b, b, 8, E) 
(8, Y, Y, 8, E) 
(8, X, X(8, E) 
(8, Z, Z, 8, E) 
(8, b, b, 9, E) 


aceita fita em branco 


encontra primeiro 1, marca-o com X 


procura à direita por 2s 


par de 2s, marca com Ys 


procura à esquerda por Os 


par de Os, marca com Zs 


anda para a direita até o próximo 1 


não há mais 15 


não há mais 2s 


não há mais Os, termina е aceita 
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12. Uma forma usa a estratégia geral a seguir: ponha uma marca à direita da cadeia original X; e construa uma + 
nova cadeia X; à direita da marca. Varrendo X; do bit menor para o bit de maior ordem, para cada novo 
símbolo em X, ponha um bloco deste símbolo ao fim de X2. Este bloco deve ser duas vezes maior que o 
bloco anterior de símbolos incluídos a X,. Quando todos os símbolos em X; tiverem sido processados, 
apague X, e a marca. Agora, varrendo X; da esquerda para a direita, substitua quaisquer Os pelos ls à di- 
reita da cadeia até que não haja mais Os à esquerda em X». (A minha implementação desta abordagem 
precisou de 23 estados e 85 quíntuplas. Você consegue uma solução melhor?) 


14. Rn n, п) = E +1 sen,>0 
indefinido sen, = 0 


16. Ота resposta: 


(0, 1, 1, 1, R) 

(1, b, 1, 4, R) n = 0, some 1 e pare 

(1, 1, 1, 2, R)] | 

(2, b, 1,4, R)Í n = 1, some mais 1 e pare 
(2, 1, 1,3, R)] 


(3, L, b, 3, R) п < 2, apague os 1 s extra e pare 
6.5, 4. к) 


19. Uma resposta: 


(0, 1, b, 1, R) apague um 1 extra 
(1, *, b, 3, R) ni =0 
(1, 1, b, 2, R) 


(2, 1, 1, 2, R) пу > 0, substitua * com o 1 mais à esquerda de я |, pare 
(2, *, 1, 3, К) 


Exercícios 8.4 


l. a. 16) = (a) 
b. 1(6)=(010101, 010111, 011101, 011111, 110101, 110111, 111101, 111111) 
c. ЦС) = 0(10)* 
d. L(G) 2 0*1111* 


3. L(G) = aa*bb*. С é sensível ao contexto. Um exemplo de uma gramática regular G' que gere L(G) é G' 
= (V, Vr, P, S) onde V=fa, b, A, B, S], Vr= fa, b], e P consiste nas produções 


$ — aA А— aA B—bB 
5 — aB A— aB B—b 


7. Por exemplo, С = (V, Vr, S, P), onde V= (0, 1, A, S}, Vr= (0, 1) e P consiste nas produções 


$01 А — AQ 

S — 401 A—AI 
A0 
As 


12. Por exemplo, G = (V, Уз, S, P), onde V = (0, 1, S, Sj], Vr = (0, 1) e P consiste nas produções 


S>5A $,— 05,0 
$2$, 5151 
5, >00 
S >11 
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" А 
AN 
АЛ 
A A 
М! LA 


c 
© 
c 
= 


Respostas dos 
Autotestes 


Capítulo 1 


1. F Se uma sentença não é uma tautologia, nem todos os valores de sua tabela-verdade são verdadeiros, 
mas isto não os torna todos falsos. 


2; 
3. F A sentença precisa ser uma implicação. 
4. V 
5. F A negação de uma disjunção é a conjunção das negações. 
6. F Na verdade, (Vx) (Р(х) A [P(x)]) é falso em qualquer interpretação. 
7. V 8. V 
9. F Não existe wff predicativa definida em todas as interpretações, nem o domínio delas pode ser 
determinado por valores-verdade. 
10. V 
11. Е Se isso fosse verdade, então toda wff seria um teorema. 
12. V 
13. F É um argumento no qual hipótese — tese é sempre verdadeiro. 
14. V 15. V 
16. F O quantificador universal só pode se incluído através da generalização. 
17. V 
18. F Os teoremas da lógica proposicional não são sempre wffs na lógica de predicados. 
19. V 
20. F Devemos primeiro tentar usar o Axioma 6. 
21. V 22. V 
23. F Só podemos garantir que a saída satisfaz certas condições uma vez que a entrada satisfaz certas 


condições. 

24. F Não se pode dizer muito sobre a precondigáo sem conhecer a atribuição, mas a desigualdade estrita 
não será perdida. 

25. F Os testes de programas envolvem conjuntos de dados para testes. 


Capítulo 2 


1. F Um teorema que só afirme algo sobre um número finito de casos pode ser provado verificando-se 
todos os casos. 
2. V 
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d 


Е Subentendemos um quantificador universal, pois o enunciado formal do teorema é (Vx)(x ímpar — 
2*x par). 
F A segunda sentença é a recíproca da primeira, não a contrapositiva. 


V 6. V 
F O passo básico não precisa ser n = 1. 
V 9. V 


F Ela omite os primeiros k — 1 termos da série. 


ОУ 


F Eles são úteis porque representam formas naturais de pensamentos sobre certos problemas, mas 
normalmente necessitam de maior espaço de armazenamento e realizam mais operações do que um 
programa iterativo correspondente. 


ОУ 


Е A indução pode ser usada para verificar uma solução de forma fechada, mas não para determinar uma 
expressão deste tipo dada uma relação de recorrência. 


. F Não é linear por causa da presença da parcela S(n — 2). 


у 17. V 


sE 


F Significa que a correção só pode ser demonstrada se for dado que o laço termina. 


ANM 


Capítulo 3 


рю Ботир юре 


F Ele não é um subconjunto próprio dele mesmo. 

V 3. V 

F Estaé a propriedade do fechamento. 

F É um método para demonstrar que determinados conjuntos não são enumeráveis. 
V 7. F 

V 9. V 

F 11. F 

F 


O número de elementos da união mais o número de elementos da interseção é a soma do número de 
elementos dos conjuntos. 
F Todos os conjuntos precisam ser finitos. 
15. V 
17. V 
Use C(n,r). 
Én!/n;!n;!n3! 


Combinações, não arranjos. 


Todos os termos se encontram na linha n. 
25. V 


« m «mn «mnm < 


Capítulo 4 


V 2. F (x x) pode pertencer. 

V 

F A relação de igualdade é tanto uma ordenação parcial quanto uma relação de equivalência. 
F Uma relação de equivalência determina isto. 

V 7. V 

F 9. F 

F A recíproca é verdadeira. 


. F Ela pode não ter uma imagem para cada elemento do domínio. 


F Todo elemento da faixa tem uma pré-imagem; precisamos começar com um elemento do contradomínio. 


sN 14. V 
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15. F Outras constantes podem funcionar em situações em que esta não. 
16. V 17. F 

18. V 19. V 

20. F Vejaa Prática 49. 


Capítulo 5 


1. F 2. V 
3. F Um grafo planar pode ser desenhado com arestas interceptando-se. 
4. F Ela precisa conter um subgrafo homeomorfos para К; ou К 55. 
5. V 6. F Ela pode ser simétrica. 
7. F 
8. F Isto depende da "densidade" de arestas no grafo. 
9. V 10. V 
11. V 12. V 
13. F 14. F 
15. F 16. V 
17. F Este é o pior caso; outros casos podem exigir menos comparações. 
18. V 
19. Е Ela precisa ter pelo menos п! folhas. 
20. F 


Capítulo 6 


1. V 2. F 
3. V 
4. F Algumas arestas podem não ser usadas. 
5. F Não é conhecido qualquer algoritmo eficiente, mas tentativas e erros resolvem o problema. 
6. F É assim que funciona o algoritmo de Prim. 
7. F 8. V 
9. V 
10. F Em geral, esta coleção não forma uma árvore. 
11. F 12. V 
13. V 14. F 
15. V 16. F 
17. V 18. V 
19. V 
20. F A raiz é um caso especial. 
Capítulo 7 
1. Еох+х'=1 2. V 


3. V х+(у+х: 2) =х+(х-2+ у) = х:1+(х:2+ y) 
—-(x:ltx:zcv-ye-x(ltz-y 
=x(2+D+ty=xl+y=x+y 
4. V 5. V 
6. V (xy) =x'y' 
7. F Ela tem tantas parcelas quantos forem os 1 s da função (ou uma parcela, se todos os valores da função 
forem Os). 
8. Е Só é necessário um meio-somador (veja a Fig. 7.142). 
9. V. Porquex + x =x. 
10. F Isto geralmente resulta em um número desnecessariamente grande de dispositivos; devemos re- 
começar a partir da tabela-verdade. 
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11. 
13. 
14. 
15. 


V 12. V 

F Primeiro procure blocos de duas caselas e continue a trabalhar a partir daí. 
V 

F A parcela é essencial se a marca em sua linha for a ánica em alguma coluna. 


Capítulo 8 


pa 


. F Isto descreve uma operação comutativa. 


V Apesar de esta não ser a definição de identidade. 


V 

V Pelo teorema de Lagrange. 

F /precisa ser uma bijeção. 6. V 

V 8. F VejaaFig. 8.6a. 
V 10. F 


. F Entrarem um estado final faz com que a máquina de Turing pare, mas ela também pode parar em um 


estado não final, caso não haja instrução para o par estado-entrada corrente. 
Terão n + 2 Is na fita. 


Esta é a versáo com os quantificadores trocados, que é trivialmente verdadeira. 

16. V 
Dependendo das produções selecionadas, os símbolos não-terminais podem não vir a ser removidos. 
Pode existir uma gramática equivalente para a linguagem que é livre de contexto. 

20. V 
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Lba, veja Autómato: linear limitado 
Lei(s) 

- de cancelamento, 369 

- - à esquerda, 369 

- de De Morgan, 6, 7, 35, 118, 355 
- - extensão finita das, 81 

Lema do bombeamento para linguagens livre de contexto, 
428 

Limite 

- inferior 

- - da busca, 265 

- - de uma ordenação, 268 

- - do somatório, 432 

- superior do somatório, 432 
Linguagem 

- declarativa, 33 

- descritiva, 33 

-formal, 418-426 

- - aplicações em, 232 

- - definição de, 420 

- - е dispositivos computacionais, 424 
- funcional, 186 

- gerada por uma gramática, 419 

- hierarquia de, 423 

- livre de contexto, 423 

- - lema do bombeamento para, 428 
- palíndroma, 428 

- procedural, 33 

- regular, 423 

- sensível ao contexto, 423 

- sobre um alfabeto, 418 

- tipo 0, 423 

Lista 

- de adjacéncias, 245 

-encadeada, 109,232,245 
Logaritmo 

- base dois, 437 

- comum, 437 

- natural, 437 

Veja também Função: logarítmica 
Lógica, 1-48 

- conectivos lógicos, 2-5 

- de predicados/de primeira ordem, 20, 27 
- - argumentos válidos na, 30 

- - axiomas da, 27 

- - completude da, 28 

- - corretude da, 28 

- - regras de inferência para, 28 

- de sentenças, 20 

-formal, 1-48 

- proposicional, 20-25 

- - argumentos válidos na, 21 

- - axiomas da, 21 

- - completude da, 21 

- - corretude da, 21 


- - definição da, 20 

--regras de inferência da, 21,25 
- tabela-verdade, 2 

- tautologias, 6 

- valores verdade, 2 


M 


[Мэ (<<Z >>), +1, 364 
Maior limite inferior, 327 
Mapa de Karnaugh, 347-352 
Máquina(s) 

- de complemento a dois, 397 

- de estado finito, 232, 382-394 
- - alfabeto de entrada de, 383 
- - alfabeto de saída de, 383 

- - de retardo, 397 

- - definigáo de, 383 

- - estado final de, 387 

- - estado inalcancável em, 389 
- - estados equivalentes em, 390 
- - estados k-equivalentes em, 391 
- - funcáo de saída de, 383 

- - função do próximo estado, 383 
- - grafo de estados para 

- - kleene, teorema de, 388 

- - reconhecimento por, 387 

- - somador binário, 385 

- - tabela de estados para, 383 
- de retardo, 397 
- de Turing, 402-410 
- - alfabeto de fita, 404 

- - como reconhecedor de conjuntos, 406 

- - conjunto aceito por uma, 406 

- - conjunto reconhecido por uma, 406 

- - definição, 404 

- - estado final em uma, 406 

Markov, A., 411 

Matriz, 204-209 

- adicáo de, 206 

- alcançabilidade, 256 

- booleana, 208 

- - de adjacéncias e alcangabilidade, 255 

- - multiplicacáo de, 209 

- cofator de um elemento de uma, 215 

- de adjacéncias, 244 

- - esparsas, 245 

- de alcançabilidade, 256 

- definição de, 204 

- determinante de uma, 215 

- diagonal principal de uma, 205 

- dimensões de uma, 204 

- esparsa de adjacências, 245 

- identidade, 208 

- igualdade de, 205 

- inversa, 211 

- inversível, 211 

- multiplicação de, 205 

- - booleana, 209 

- - escalar de, 206 

- nula, 206 

- operacóes em uma, 205-208 

- quadrada, 205 

- simétrica, 205 

- subtracáo, 206 

- transposta de, 212 

Máximo divisor comum, 96 

Meio-somador, 337 

Menor limite superior, 327 

Método 

- da diagonalização de Cantor, 111, 190 

- de dedução, 21 

Minimização de redes lógicas, 334, 346-355 
- mapa de Karnaugh, 347-352 

- procedimento de Quine-McCluskey, 352-355 
ML, 186 

Modelo 

- conceituai, 168 

- relacionai, 169 

Modula-2, 107 

Modus 

-Ponens, 21,25, 28, 35 

- Tollens, 25 

Monoid, 364 

- inversa 

- - à direita em um, 381 

- - à esquerda em um, 381 


- livre, 364 
Multiplicação 

- de matrizes, 207 
- escalar, 206 

- módulo n, 366 


N 


<<N>>,99 
[n <<Z>>, +], 372 


Negação 

- de sentenças com quantificadores. 16 
- de uma sentença composta, 3 
Notação 

- cíclica, 192 

-infixa, 115,303 

- О, 196 

- polonesa, 303 

- - reversa, 303 

- pós-fixa, 48, 115,303 

- prefixa, 303 

Número(s) 

- cromático, 228 

-deStirling, 168 

- figurados, 82 

- pentagonais, 83 

- primo, 32, 55 

- racional, 54 

- triangulares, 82 
Não-importa, condição, 340 


O 


Ocorréncia 

- ligada de uma variável, 15 
- livre de uma variável, 15 
Operação 

- bem-definida, 103 

- binária 

- - definição de, 103 
--eunária, 102-104 

- - propriedades de, 363 

- de inclusáo em um banco de dados, 174 
- em conjuntos, 104-106 

- recursiva, 70 

- unária, 103 

Ordem 

-de grandeza, 195 

- - definição de, 196 

- de precedéncia, 4 

- de um grupo, 370 
Ordenação 

- limite inferior, 268 

- merge sort, 91 

-parcial, 157 

- - definição de, 157 

- - diagrama de Hasse para, 158 
- - elemento 

———maximal em uma, 158 
- máximo de uma, 158 
-- - minimal de uma, 158 

- mínimo de uma, 158 

- - predecessor em uma, 157 
- - predecessor imediato em uma, 157 
- - restrição de, 157 

- - sucessor em, 157 

- selection sort, 73 
-topológica, 174-178,299 
- - definição de, 177 

-total, 158 

OU 

- booleano, 209 

- exclusivo, 12, 341 

- lógico, veja OU booleano 
Outerjoin, 171 


р 


- definição de, 414 

-e NP, 414 

P(n, r), 133 

Palavra sobre um alfabeto, 367-368, 418 
Palíndromo, 70, 416, 428 

Par ordenado, 102 

Parcela, 3 


- da disjunção, 3 

Parênteses bem balanceados. 416 
Parsing 

- bottom-up, 426 

- top-down, 426 

Partição 

- definição de, 158 

- e relação de equivalência, 160 
- refinamento de uma, 167. 392 
Pascal, 7, 8. 33, 107, 186, 398, 426 
-formulado, 143, 168 

- funcáo em, 185 

- triángulo de, 142 

Pascal. Blaise, 142 

Passo 

- básico, 57 

- indutivo, 57 

Pda, veja autómato: de pilha 
Permutação, 133 

- com repetições, 137 

- definição de, 133 

- distinta, 137 

- eliminação de duplicatas, 136 
- identidade. 192 

- sem ponto fixo. 193 

PERT, diagrama. 175,232 
Pesquisa cm Prolog. 33 (Querry) 
Pilha, 202 

PLA, veja Array: lógico programável 
Planaridade de grafos, 223-227 
Polinômio 

- binomial, 142 

- - demonstração do, 144 

- - enunciado do, 144 

- de grau zero, 365 

- em x sobre <<R>>, 365 

- grau de um. 365 

Ponteiro nulo, 109, 245 

Ponto final, 232 

Ponto inicial, 232 

Pop, instrução, 202 

Porta 

- NE (NAND), 338 

- NOU (NOR), 338 

- OU (OR), 329. 333 
Pós-condicáo, 40 

Poset, 157 

Post, E.,411 

Pré-condição, 40 

Predecessor, 157 

- imediato, 157 

Predicado, 13 

- binário, 13 

- N-ário, 13 

- ternário, 13 

- unário, 13, 99 

Preimagem, 183 

Princípio 

-da adição, 122-124 

- - enunciado do, 122 

- da boa-ordenação, 61, 372 

- - enunciado do, 119 

- da casa do pombo, 131, 188, 403 
- da inclusão e exclusão, 128, 188, 193 
- - forma geral do, 129 

- da indução matemática, 57 

- da multiplicação, 121, 188, 193,208 
- - enunciado do, 121 

Problema 

-da parada, 412-414 

- - definição do, 413 

- - teorema da isolubilidade do,'413 
-de decisão, 411-414 

- - definição do, 411 

- - solução negativa para, 412 

- - solução positiva para, 412 

- do ciclo hamiltoniano. 414 

- indecidível, 412 

- insolúvel, 412 

- intratável, 197 

- МР, 415 

- - completo, 415 

Procedimento computacional. 410 
Produção, 419 

Produto 

- cartesiano de conjuntos, 105 

- cruzado de conjuntos, 106 
Profundidade 


- de um vértice de árvore, 230 

- de uma árvore, 230 

Programa correto, 39 
Programação 

- lógica, 33-39 

- orientada a objeto, 109 

- - código reutilizável, 110 

- - encapsulamento, 109 

- - herança, 110 

Progressão 

- aritmética, 65 

- geométrica, 64 

PROJECT, operação, 171 
Prolog, 33, 155, 300 

- banco de dados em, 33 

- cláusula de Horn em, 35 

- fatos em, 33 

- pergunta em, 33 

- recursáo em, 37 

- regra em, 35 

- - de inferéncia em, 35 

- - recursiva em, 38 

- resolucáo em, 35 

Proposicáo, 2 

Propriedade 

- associativa, 6, 7, 106, 118, 317, 363 
- - extensáo finita da, 71 

- comutativa, 6, 7. 106, 317, 318, 363 
- de absorção, 325 

- de complemento, 6, 7, 106, 317, 318 
- de identidade, 6, 7, 106, 317, 318 
- distributiva, 6, 7, 106,317,318 
- - extensão finita da, 81 

- idempotente, 7, 319 

- modular, 

Prova 

- da correção, 39-44, 86-89 

- - axioma da atribuição, 40 

- - regra condicional na, 42 

- - regra de laço na, 87 

Veja também Demonstração 
Pseudocódigo, 8 

Push, instrução, 202 


Q 


Q. 99 


Quadrado perfeito, 55 

Quantificador, 12 

- e predicados, 12-16 

- escopo de um, 14 

- existencial, 13 

- universal, 12 

Quatro cores 

- problemas das, 227 

- teorema das, 228 

Quine-McCluskey, procedimento de, 352-355 


R 


R, 99 

[<<R>> +, -], 364 

[<<R>> [x], +], 365 
Raciocínio 

- dedutivo, 51 

- indutivo, 51 

Raiz de uma árvore, 230 
Recíproca, 53 

Reconhecimento 

Reconhecimento por uma máquina 
- de estado finito, 387 

- de Turing, 406 

Recursão, 67-75 

- em Prolog, 37 

Redes 

- combinatórias, 328-336 

- - descrição de, 331 

- - minimização de, 334, 346-355 
- lógicas, 232, 328-340 

- - minimização de, 334, 346-355 
- com o mapa de Karnaugh, 347-352 
- com o procedimento de Quine-McCluskey. 352-355 
Reescrevendo implicações, 7 
Refinamento de uma partição, 167 
Regra(s) 

- condicional de inferência, 42 

- de inferência, 20 
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- - para a lógica de predicados, 28 

- - paru a lógica proposicional, 20, 25 
- de L'Hospital, 204 

- do loop de inferência, 88 

- em prolog, 34 

- recursiva, 38 

- sintáticas, 4 

Relação, 152-161 

- anti-simétrica, 164 

- assimétrica, 164 


- binaria 
- - е grafos direcionados, 253-258 
--em SxT, 152 


- - em um conjunto S, 153 

- de adjacências, 253 

- de equivalência, 158-161 

- - definição, 158 

- - e partição, 160 

- de recorrência, 67 

- - coeficientes constantes em uma, 76 

- - de primeira ordem, 76 

- - homogênea, 76 

- - linear, 76 

- - resolucáo de, 75-78 

- - solucáo de forma fechada para, 75 

- e bancos de dados, 168-174 

- fecho 

- - de uma, 156 

- - reflexivo de, 156 

- - transitivo de,'156, 258 

- irreflexiva, 164 

- N-ária, 153 

- - em um conjunto S, 153 

- operacóes em, 171-174 

- propriedades de, 154 

- reflexiva, 154 

- transitiva, 154 

- um-para-um, 153 

- um-para-vários, 153 

- unária, 153 

- vários-para-um, 153 

- vários-para-vários, 153 

Representacáo de árvore binaria por filhos à esquerda e à 
direita, 247 

Resolução, 35 

Resolvendo relacáo de recorréncia, 75 

Restrição de uma ordenação parcial, 157 

Reticulado, 327 

- complementado, 327 

- distributivo, 328 

Russel, Bertrand, 120 

-paradoxo de, 120 


S 


S, 367 

[Sa, J, 367 

$саппег, 426 

Seis cores, teorema das, 241 
SELECT 

- comando em SQL, 173 

- operação, 171 

Selection Sort, algoritmo, 73 
Semigrupo, 364 

- automorfismo em, 382 

- de transformação em um conjunto, 366 
- elemento neutro à direita, 380 
- elemento neutro à esquerda de, 380 
Sentença, 2 

- antecedente, 2 

- composta, 2 

- conseqüente, 3 

- simples, 2 

Seqüéncia, 67 

- aritmética, 65 

- de Fibonacci, 68 

- de prova, 20 

- - inclusáo de tautologias, 24 
- geométrica, 64 

- recursivas, 67 

Seqüencial, busca, 197, 264 

- algoritmo para, 83 

Séries de Maclurin, 203 
SETL, 108 

Shannon, Claude, 328 
Silogismo 

- disjuntivo, 25 
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- hipotético, 25 

Símbolo(s), 367 

- de constantes, 14 

- inicial, 419 

- proposicional, 2 
Simplificacáo conjuntiva, 25 
Sistema(s) 

- baseados cm 

- - conhecimento, 39 

- - regras, 39 

- especialistas, 39 

- formal/lógico 

- - axioma em um, 20 

- - formal, 20 

- - prova em um, 20 

- - regra de inferéncia em um, 20 
- - seqüéncia de prova em um, 20 
- - teorema em um, 20 
Smullyan. R.,411 

Sociedade de Pitágoras, 82 
Solução 

- de forma fechada, 75 

- negativa de um problema de decisão, 412 
- positiva para um problema de decisão, 412 
Somador 

- binário. 385 

- completo, 337 

Somatório 

- índice de, 77, 432 

- limite 

- - inferior de, 432 

- - superior de, 432 

- mudando os limites, 433 

- notacáo de, 77, 432 

- regras de, 433 

SQL, 173 

Subconjunto, 100 

- próprio, 100 

Subgrafo, 219 

Subgrupo, 370-373 

- [«%»,+],373 

- definição de, 370 

- impróprio, 371 

- próprio, 371 

- teorema de Lagrange, 372 
Subtração de matrizes, 206 
Sucessor, 157 


T 


Tabela 

- de comparação, 354 

- de estados, 383 

- de redução, 354 

- verdade, 2 

- - número de linha em uma, 4 
Tautologia, 6-7 

Técnicas de demonstração, 50-54 
- direta, 51 

- por contradição, 53 

- por contraposição, 52 

- por exaustão, 53 

- por indução, 56-63 
Teorema, 20 

-dedução, 21 

- esquema de, 21 

“hipótese, 21 

Tese de um teorema, 21 

Teste 

- de programa, 40 

Tipo abstrato de dado, 109 
TiraDaFila, operação de, 297 
Token, 70 

Transposição, 371 

- ímpar, 372 

- par, 372 

Transposta de uma matriz, 212 
Triângulo de Stirling, 168 
Tupla, 169 

Turing, Alan M., 403, 411 

- máquina de, veja Máquina: de Turing 


u 


Universo de discurso, 104 
União de conjuntos, 104 


V 


Validacáo de um programa, 40 
Validade, 16 

Valor constante, 65 

- de conjuntos, 105 


- simétrica, 117 

Valores verdade, 2 
Variável 

- ligada, 15 

- livre, 15 

- muda, 13,433 

- ocorréncia ligada, 15 

- ocorréncia livre de, 15 
Venn,John,104 

- diagrama de, 104 
Verificação do programa, 39 
Vértice 

- adjacente, 219 

- alcançável, 232 

- de um diagrama de Hasse, 157, 158 
-de um grafo, 217-218 

- filho, 230 

- grau de um, 219 

- ímpar, 280 

- interno, 230 

- isolado, 219 

- pai, 230 

- par, 280 

- profundidade de um, 230 
Vocabulário, 418 


w 


Warshall, algoritmo de, 258, 299, 300 
Wff(s), 6 

- predicadas, 16 

- proposicionais, 16 

- válida, 16 

Veja também Fórmula: bem formada 


X 


XOU(XOR), 12 


2 


<< Z >>, 99 
[<< Z >>,+}, 362 
[<< Z >>, + y], 366 


